王 学 武 ”编著 


清华 大 学 出 版 社 
北 京 


内 容 简介 


本 书 是 为 考研 同学 提高 高 等 数学 水 平 而 编写 的 ,覆盖 了 数 一 和 数 三 考研 大 岗 的 高 等 数学 部 分 的 全 部 内 
容 。 全 书 共 11 章 , 每 章 首先 列 出 必须 牢记 理解 的 基本 概念 ,需要 掌握 、 运 用 的 基本 结论 ,以 及 本 章 涉及 的 
基本 方法 。 然 后 ,分 节 解 析 基 本 概念 ; 简 述 定理 ,性 质 等 基本 结论 ;通过 考研 题 型 ,给 出 常规 的 、 完 备 的 解 题 
基本 方法 ,并 用 适当 例题 解读 方法 、 总 结 规律 ,给 出 各 类 题 型 解 题 方法 综述 ;最 后 配 有 全 面 的 、 系 统 的 、 与 考 
研 题 型 相似 的 ,与 考研 难度 一 致 的 练习 题 。 每 章 安排 一 节 对 2003 一 2019 年 的 数 一 和 数 三 的 高 等 数学 部 分 
考研 真题 进行 分 类 、 归 纳 、 对 比 、 分 析 , 并 应 用 本 书 研究 的 此 类 题 型 的 解法 处 理 和 解决 这 些 考 研 真题 。 为 便 
于 读者 核对 习题 答案 ,各 章 给 出 了 习题 的 答案 与 提示 。 

本 书 可 以 作为 考研 数学 复习 第 一 轮 的 辅导 书 , 也 可 作为 学 习 “ 数 学 分 析 ”“ 高 等 数学 ”和 “ 微 积 分 ”的 教学 
参考 书 ,还 可 作为 理工 类 和 经 管 类 的 “高 等 数学 续 论 ”或 “ 微 积分 续 论 ” 课 的 教材 。 


版 权 所 有 ,侵权 必 究 。 侵 权 举报 电话 :010-62782989 13701121933 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数 据 


高 等 数学 进 阶 / 王 学 武 编著 . 一 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ,2019 
ISBN 978-7-302-51919-5 


I. @ 高 … 工 . @ 王 … 焉 . 高 等 数学 一 研究 生 一 人 学 考试 一 自学 参考 资料 NV. DO13 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2018) 第 287824 号 


责任 编辑 : 刘 颖 
封面 设计 : 伟 瑞 学 
责任 校对 : 赵 丽 敏 
责任 印 制 : 丛 怀 宇 


出 版 发 行 : 清华 大 学 出 版 社 
网 址 : http://www. tup. com. cn，http://www. wqbook. com 
地 址 : 北京 清华 大 学 学 研 大 厦 A 座 邮 编 : 100084 
社 总 机 : 010-62770175 邮  ” 购 : 010-62786544 
投稿 与 读者 服务 : 010-62776969，c-service@tup. tsinghua. edu. cn 
质量 反馈 : 010-62772015 ，zhiliang@tup. tsinghua. edu. cn 


印 装 者 : 三 河 市 龙 大 印 装 有 限 公司 

经 销 : 全 国 新 华 书店 

开 本 : 185mmX260mm 印 张 : 27 字 数 : 653 千 字 

版 次 : 2019 年 4 月 第 1 版 印 次 : 2019 年 4 月 第 1 次 印刷 
定 价 : 58.00 元 


产品 编号 : 078547-01 


-多多 


REFACE 


无 以 数 计 的 高 等 数学 教材 和 考研 数学 辅导 书 ,使 考研 同学 很 纠结 。 有 的 选择 一 套 教材 ， 
反复 看 了 几 遍 , 遇 到 问题 还 是 束手无策 ;有 的 死 哨 考 研 数 学 全 书 ,速度 慢 、 效 率 低 ,又 云 里 雾 
里 。 究 其 原因 ,大 学 所 学 高 等 数学 好 比 一 楼 ,考研 高 等 数学 好 比 二 楼 ,能 够 从 一 楼 顺利 到 达 
二 楼 ,楼 梯 是 最 佳 选 择 。 为 此 我 们 想 给 考研 学 子 搭建 这 样 的 阶梯 ,于 是 (高 等 数学 进 阶 ) 应 运 
而 生 。 

学 习 高 等 数学 ,常见 问题 是 :“ 概 念 不 清 , 结 论 不 明 , 方 法 不 多 ”, 如 果 这 三 方面 不 存在 问 
题 ,那么 高 等 数学 不 存在 问题 。 然 而 高 等 数学 没有 学 好 的 ,这 三 方面 或 多 或 少 都 存在 问题 ， 
特别 是 解 题 方法 。 或 许 , 你 对 概念 、 结 论 能 够 倒 背 如 流 , 但 是 没有 系统 的 解 题 方法 支撑 ,那么 
你 对 概念 的 理解 是 肤浅 的 ,结论 的 运用 是 生 涩 的 。 

本 书 在 深入 研究 基本 概念 、 基 本 结论 基础 上 ,对 各 类 考研 题 型 的 解 题 方法 做 出 全 面 、 系 
统 的 研究 .归纳 .总结 和 综述 。 不 夸张 地 说 ,如 果 能 够 系统 地 掌握 这 些 解 题 方 法 ,比较 熟练 地 
运用 基本 概念 和 基本 结论 ,就 可 以 从 容 应 对 各 类 高 等 数学 问题 。 

有 很 多 同学 认为 考研 试题 很 难 , 其 实 不 然 ! 客观 地 说 ,考研 试题 的 绝 大 部 分 都 可 以 利用 
基本 概念 、 基 本 结论 和 基本 方法 来 解决 的 ,只 有 极 少 题 需要 一 些 技 巧 或 特殊 方法 ,而 且 随 着 
考研 试题 日 至 完善 ,这 类 试题 在 近 些 年 的 考研 试题 中 越 来 越 少 。 所 以 考研 复习 要 脚踏实地 ， 
从 基础 做 起 ,注重 理解 和 掌握 基本 概念 、 基 本 结论 和 基本 方法 。 

本 书 的 每 章 首 先 列 出 必须 牢记 、 理 解 的 基本 概念 ,需要 掌握 .运用 的 基本 结论 ,以 及 本 章 
涉及 的 各 类 题 型 (内 有 对 应 的 解 题 方法 ); 其 次 解析 概念 、 简 述 定理 ,性 质 和 结论 ; 接 下 来 列举 
了 的 高 等 数学 考研 题 型 ,给 出 常规 的 、 完 备 的 解 题 方法 ,并 用 适当 例题 解读 方法 、 总 结 规律 ; 
最 后 结合 例题 ,给 出 各 类 题 型 解 题 方法 综述 。 各 节 配 有 全 面 的 、 系 统 的 ,与 考研 题 型 相似 的 、 
与 考研 难度 一 致 的 练习 题 。 通 过 适当 练习 ,使 读者 不 仅 熟 悉 题 型 ,而 且 还 掌握 解决 此 类 题 型 
的 基本 方法 。 

从 2003 年 开始 ,考研 数学 分 数 从 100 分 提高 到 150 分 ,命题 的 模式 也 趋 于 稳定 。 数 一 
和 数 三 的 高 等 数学 ( 微 积分 ) 部 分 所 占 比 例 固定 在 56%, 所 以 本 书 在 每 章 的 最 后 一 节 , 选 择 了 
从 2003 一 2019 年 的 17 年 的 数 一 和 数 三 的 高 等 数学 部 分 真题 进行 分 类 、 归 纳 、 对 比分 析 , 以 
及 应 用 本 书 研究 的 此 类 题 型 的 解法 ,处 理 和 解决 这 些 考研 真题 ,从 而 使 读者 加 深 对 本 书 内 容 
的 理解 ,同时 掌握 了 各 章 的 考研 题 型 .考点 及 深浅 程度 ,做 到 知己 知 彼 ! 

本 书 是 编者 近 十 几 年 来 的 “考研 数学 辅导 ”讲义 与 “高 等 数学 续 论 ” 讲 义 逐 步 改 进 和 完善 


< 一 


而 成 ,可 以 用 于 “ 微 积 分 “高 等 数学 “数学 分 析 ” 课 程 的 参考 书 , 也 可 以 用 于 “高 等 数学 进 阶 ” 
或 "高 等 数学 续 论 ”公共 基础 课 或 选修 课 的 教材 (理工 类 : 16 周 X3 课时 ,其 中 第 5 章 和 第 11 
章 可 作为 自学 内 容 ; 经 管 类 : 16 周 X3 课时 ,去 掉 第 10 章 和 第 11 章 及 带 * 号 部 分 ), 同 时 
还 是 考研 数学 复习 第 一 轮 的 辅导 书 ,尤其 适合 提高 高 等 数学 基础 的 同学 ,作为 教材 到 考研 复 
习 全 书 的 过 渡 。 通 过 对 解 题 方 法 的 学 习 和 课 后 习题 的 认真 练习 ,使 读者 在 解决 问题 时 ,有 系 
统 的 ,清晰 的 解 题 思路 和 人 解 题 方法 ,从 而 提高 解 题 能 力 和 人 解 题 速度 。 

本 书 是 按照 考研 数 一 大 纲 ( 高 等 数学 部 分 ) 内 容 编 写 的 ,但 对 考 数 二 和 数 三 的 学 生 也 是 
适合 的 ,只 是 范围 的 不 同 而 已 ,相同 内 容 使 用 解决 问题 的 基本 方法 是 相同 的 。 书 中 带 有 #*#* 
的 章节 以 及 题 型 等 部 分 是 数 三 应 该 掌握 的 内 容 , 数 一 是 不 做 要 求 的 ;同样 带 * 号 的 部 分 ,是 
数 一 应 该 掌握 的 内 容 , 数 三 是 不 做 要 求 的 。 

感谢 山东 工商 学 院 数学 学 院 概率 统计 学 科 和 教务 处 混合 式 教学 改革 项 目 对 本 书 出 版 的 
支持 ,感谢 我 的 同事 对 本 书 提出 的 建设 性 意见 ,感谢 我 的 学 生 们 为 习题 解答 所 做 的 工作 , 感 
谢 清 华 大 学 出 版 社 的 刘 颖 老师 对 本 书 所 做 的 大 量 细致 .重要 的 工作 。 

由 于 时 间 仓促 , 书 中 下 漏 之 处 在 所 难免 ,恳请 读者 和 专家 指正 。 


王 学 武 
2018 年 秋 于 烟台 
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坐标 变换 计算 二 重 积 分 (337); 题 型 6 二 重 积分 的 解答 与 证 明 (338) 

题 型 7 计算 三 重 积分 (343); 题 型 8 利用 柱 面 坐标 变换 和 球面 坐标 变换 计算 三 重 积分 (345) 

题 型 9 计算 物体 的 质量 、 质 心 .转动 惯量 和 引力 (351) 

9.4 重 积分 考研 真题 
9.5 本 章 练习 题 答案 与 提示 … 
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数列 了 困 数 .极限 与 连续 


基本 概念 


.数列 极限 ,数列 收敛 ,数列 发 散 ; 
.函数 在 一 点 的 极限 、 左 极限 、 右 极限 、 自 变量 趋 于 无 穷 大 时 的 极限 ; 
. 有 界 量 .无界 量 ， 
无 穷 小 ,无穷 大 ， 
. 同 阶 无 穷 小 .等 价 无 穷 小 ,高 阶 无 穷 小 阶 无 穷 小 ; 
.函数 在 一 点 连续 、 左 连续 、 古 连续 、 函 数 在 区 间 上 连续 ; 
. 间断 点 ,第 一 类 间断 点 、 第 二 类 间断 点 、 可 去 间断 点 、 跳 路 间断 点 、 无 穷 间 断 点 ,振荡 
间断 点 ， 
8. 基本 初等 函数 ,初等 函数 。 


基本 结论 


.收敛 数列 性 质 、 函 数 极限 性 质 、 无 穷 小 的 性 质 ; 

. 数列 极限 运算 法 则 函数 极限 运算 法 则 ; 

. 极限 公式 : 两 个 重要 极限 公式 等 价 无 穷 小 蔡 换 公式 ; 

. 一 点 极限 存在 充 要 条 件 .一 点 连续 的 充 要 条 件 ; 

. 连续 函数 性 质 ( 和 、 差 , 积 、 商 ,复合 ) .初等 函数 的 连续 性 、 闭 区 间 上 连续 函数 性 质 ; 
. 夹 逼 准则 .单调 有 界 原 理 ; 

. 洛 必 达 法 则 、 泰 勒 公式 ; 

. 介 值 定理 、 零 点 定理 。 


基本 方法 


. 计算 数列 极限 ; 

. 证 明 数 列 收敛 ,并 求 极 限 ; 

. 计算 函数 极限 ; 

. 讨论 函数 的 连续 性 、 求 函数 的 间断 点 判断 间断 点 所 属 类 型 ; 
. 未 知 常数 的 确定 ; 

. 计算 含 变 限 积分 函数 的 极限 ， 


DWN 


oo 中 上 中 性 


中 相 
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7. 计算 抽象 函数 的 极限 ; 
8. 求 无 穷 小 的 阶 数 和 阶 的 比较 。 


Cl,1 数列 极限 的 求法 


一 、 基 本 概念 
定义 1 数列 极限 ”数列 极限 limz, 一 ,有 两 种 定义 方法 : 


(1) 描述 语言 : 当 n 趋 于 无 穷 大 时 ,数列 {zx,) 的 一 般 项 z, 无 限 趋 于 固定 的 常数 a4, 则 称 
a 是 数列 {zx,} 的 极限 。 

(2) e-N 语言 : 若 YVe 二 0, 3NEN+4, 当 nN 时 ,有 |z, 一 a|<e, 则 称 a 是 数列 {zx,} 的 
极限 。 

在 数列 极限 的 两 种 定义 方法 中 ,描述 语言 更 有 利于 判断 、 理 解 一 个 数列 极限 是 否 存在 。 
如 数列 {( 一 1)"} 的 极限 显然 是 不 存在 的 ,这 是 因为 当 n 趋 于 无 穷 大 时 ,数列 一 般 项 (一 1)" 并 
非 趋 于 某 个 固定 的 常数 。 而 e-N 语言 更 适合 于 证 明 的 表述 。 简 言 之 ,数列 极限 的 描述 语言 
有 助 于 判断 和 理解 数列 的 敛 散 性 ,而 e-N 语言 适合 于 数列 敛 散 性 的 证 明 。 

极限 定义 (2) 表 明 : 不 论 给 定 多 么 小 的 正 数 s, 都 可 以 在 数列 中 找到 一 项 ,从 这 项 以 后 的 
所 有 项 与 a 差 的 绝对 值 小 于 se (与 a 的 距离 小 于 s), 即 从 这 项 以 后 的 所 有 项 都 落 在 开 区 间 
(a 一 eva 十 e) 内 。 

通俗 地 说 : limz, =a 的 充 要 条 件 是 随 着 的 无 限 增 大 ,|z, 一 a| 可 以 任意 小 。 于 是 有 : 

车 Ye 二 0,I]INEN+4, 当 n 生 NN 时 ,有 |zx, 一 a| 二 Me, 或 |z, 一 a| 三 Me (M 是 非 负 常 数 ， 
此 时 Me 仍 表示 任意 小 ), 则 a 是 数列 {z, } 的 极限 。 

定义 2 数列 收敛 和 发 散 ” 如 果 数 列 极限 存在 , 则 称 数列 收敛 ;否则 称 数列 发 散 。 

注 根据 定义 1 可知: 数列 的 极限 是 数列 一 般 项 的 变化 趋势 ,因此 数列 是 否 收敛 以 及 
收敛 哪个 常数 与 数列 (前 ) 有 限 项 无 关 。 


例如 ,数列 { 去 } 收 全 于 0, 如 果 将 数列 前 1000 项 改 为 : 1,2,…,1000,1000 项 以 后 项 不 


变 , 变 化 后 数列 为 
' 1 


1001 71002” xn 
显然 这 个 数列 仍然 收 化 于 0。 又 如 数列 {n} 是 趋 于 无 穷 大 ,发 散 的 。 如 果 将 此 数列 的 前 
10000 项 改 为 0, 变 化 后 数列 为 
0.0.…,0,10001.10002,… ,mm， 
则 该 数列 还 是 趋 于 无 穷 大 ,仍然 是 发 散 的 。 


二 、 基 本 结论 


定理 1( 收 和 剑 数列 性 质 ) 
(1) 唯一 性 若 limz, 一 alimze 一 0 则 < 一 2。 
(2) 有 界 性 ” 若 数 列 {xz} 收敛 , 则 存在 M>0,VzEN+ ,有 |z| 过 M。 


1,2,…,1000， 


1.1 数列 极限 的 求法 © 


(3) 保 号 性 ”车 limz, 一 a>>0, 则 3 NEN ;, 当 n>N 时 ,有 xz, 记 0; 同 样 ,车 limzx, 一 a 一 
0, 则 INEN ,当心 N 时 ,有 心 一 0。 

反之 , 若 z<0OEN+) 且 limz, 一 a, 则 o 私 0; 同 样 , 若 z>0COEN+) 且 limz, 一 a, 则 
a 宇 0。 
(4) 子 数列 收敛 性 若 limz, 二 a, 则 对 {xz。 } 任 意 子 数列 {zw ), 有 limz 一 “3 反之, 若 数列 
{zw)} 的 偶 子 列 {za) 和 奇 子 列 {zz- } 都 收敛 于 常数 4, 则 limz, 二 a。 

定理 2( 单 调 有 界 原 理 ) 单调 有 界 数列 必 有 极限 。 

具体 叙述 为 : 单调 增加 有 上 界 的 数列 必 有 极限 ;单调 减少 有 下 界 的 数列 必 有 极限 。 

定理 3( 夹 逼 准 则 ) 车 3NEN , ,使 得 yz Sn Nlimy, = limz, =a, 则 
limz, =a。 . 
. 定理 4( 数 列 极限 运算 法 则 ) 设 limz, 一 A,limy, 一 B, 那 么 : 

(1) lim(z, ty,) = limz, tlimy,—=AtB; 


(2) limz, * y=limz, * limy,=AB; 


(4) lim(z, 一 limzoms% =A?(A>0)。 


三 、 基 本 方法 


题 型 1 计算 数列 极限 
数列 极限 的 未 定式 (不 确定 型 ) 有 八 种 形式 : 


人 三 ， 0。coj; ce 土 co; 1”; co"; 0"0; 0 十 0 十 … 十 0( 个 无 穷 小 的 和 ) 。 
极限 是 未 定式 (不 确定 型 ) , 指 的 是 数列 极限 可 能 存在 也 可 能 不 存在 。 对 极限 是 无 穷 大 
的 ,并 非 是 未 定式 (不 确定 型 ) , 它 的 极限 是 确定 的 ,无 穷 大 ,不 存在 。 
事实 上 ,上 述 的 co ,并 没有 明确 是 十 cc ,还 是 一 = ,但 当 明确 士 =<= 时 ,我 们 有 
十 ce 十 (十 ce) 一 十 co; ce 十 (一 co) cei 十 ce 一 (一 ce) 一 十 co。 
一 般 地 ,数列 的 一 般 项 是 关于 的 代数 式 (函数 式 ) ,极限 型 是 


二 2 0。co; co 土 co; 1”; oo0° 
0 co 


通常 用 四 个 方法 : 取 大 法 、 有 理化 法 、 公 式 法 和 转化 法 计算 其 极限 。 


0 
; 0， 


方法 1 取 大 法 

所 谓 取 大 法 ,就 是 对 极限 型 是 二 数列 的 一 般 项 ,分 子 和 分 母 同 除 以 n 的 最 大 次 徊 ,再 利 
用 极限 性 质 , 求 得 数列 极限 的 方法 。 

例 1.1 求 下 列 数列 极限 : 

Ca Lin (2) lim Lt 


mn 一 九 十 1 0 和 
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解 (1) 数列 的 极限 型 是 二 ,而 分 子 、 分 母 关于 对 的 最 大 次 寡 是 妈 , 于 是 分 子 和 分 母 同 
除 以 巡 , 有 


1 Ro | | 
lim* 2n=1 lim 2 EM i un n lm 1 
2 一 o 
m2n 一 1 十 1 ee 2 2 十 2 lim 二 Ee L 2 
了 2 noo mco77 


(2) 数列 的 极限 型 是 三 ,分 子 和 分 母 关 于 的 最 大 次 军 是 ,于 是 分 子 和 分 母 同 除 以 
my, 有 


方法 2 有 理化 法 

若 分 子 或 分 母 含有 根 式 ,一 般 要 考虑 分 子 有 理化 或 分 母 有 理化 ,或 分 子 、 分 母 同时 有 理 
通过 有 理化 ,去 掉 根 号 ,从 而 可 以 确定 极限 型 和 求 极 限 的 方法 。 

例 1.2 求 下 列 数 列 极限 : 

(1) lim (2) lim( VE 二 2 十 1 一 m) 。 

解 (1) 由 于 分 母 含 有 根 式 ,于 是 分 母 有 理化 ,再 利用 取 大 法 


区 


1 | Ei 
i n lim’™ 本 ji I n 十 于 未 2 
mo Tm nT wl i 


(2) 由 于 分 子 含有 根 式 ,于 是 分 子 有 理化 ,再 利用 取 大 法 
1 


全 全 
lim( Vr 十 2 十 1 一 2) 一 lim 5 上 lim 2 >。 
可 机 认 十 人 于 十 六 + 二 + 直 +1 

了 


方法 3 公式 法 
所 谓 公 式 法 ,就 是 利用 两 个 重要 极限 公式 和 等 价 无 穷 小 替换 公式 求 极限 的 方法 。 
关于 数列 的 两 个 重要 极限 公式 的 基本 形式 为 : 


1 sim 一 
im 人 (4 二] Se ,a 


一 般 形式 ; 若 f(m) 习 0(f(n) 关 0)(n 习 oo), 则 
lim(1+f(n) 语 =e; lim 

等 价 无 穷 小 的 替换 公式 见 17 页 。 

一 般 地 ,如果 极 限 型 是 1” , 寡 指 型 极限 ,利用 重要 极限 公式 有 : 


sin FrCz) 
fn) 
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lim [fm —1Jg(n) 
em 一 


lm 0 =lim Lf) -1 ne = 
其 中 Fa 一 1,g(2) 一 coC 一 co)。 
注 由 于 了 (n)*” 底 和 指数 都 是 的 函数 ,于 是 称 lim/ (m)*” 为 究 指 型 极限 。 
例 1.3 求 下 列 数列 极限 : 


g 1 Ey 并。 | 
(1) (+ (Dlim Sin 本 
解 (1) 极限 型 是 1” ,利用 重要 极限 公式 

4m 十 1 (2n 二 1D。 扣 村 jm Mtl 
tim (1 PR 证 i) tin (1+5, a ee 


(2) 将 数列 一 般 项 中 sin 工 凑 成 重要 极限 公式 形式 ,然后 计算 其 余部 分 极限 得 


和 
n+1 Smn 一 na 二 1 
lm 一 sin Lolim— .tb =m(14+ 二 ] .im 人 (1+ 二 )=。。 
me n n me 1 7 mo n eo n 
了 2 
方法 4 转换 法 


转换 法 就 是 将 数列 极限 转换 成 函数 极限 。 通 常情 况 下 , 取 一 z, 则 z 一 十 ca; 取 二 一 z， 
则 xz 一 0+ ; 取 汉 一 z, 则 z-1 ,等 等 ,这 是 求 数列 极限 的 一 个 常用 方法 。 当 数列 极限 转换 成 函 
数 极限 后 ,对 极限 型 为 宇 ,号 的 极限 ,可 以 运用 洛 必 达 法 则 ,这 也 是 转化 法 的 主要 目的 。 

例 1.4 求 下 列 数列 极限 ， 

CD limn(e? —D); (2) tim (3 和] ,asb>0。 


解 (1) 取 士 ==z, 则 二 0; 于 是 


ar 
limn (ez* 1)=lim 1 (es 一 1) 一 lims 上 26 
moo 0 工 0 ZX 


(2) 极限 为 不 定式 1 型 ,利用 重要 极限 公式 ,得 到 
(于 于 -af tt 
2 中 2 


lim 


取 志 一 x, 运用 洛 必 达 法 则 , 则 有 


im Lim 人 一 2 lime 4 ln Vab。 


noo I*0 TT x*0 


所 以 
im (BE =e ves. 


mo 


注 转换 法 的 理论 依据 是 海 涅 (Heine) 定 理 , 即 : 
如 果 limf(z) 二 A, 则 对 任意 的 {zx,) ,xz, 隆 zo 且 limz, 一 xo, 有 limf (zx,) 二 A。 
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这 里 取 二 一 z, 实 质 是 数列 极限 等 于 将 二 ; 换 成 x 的 函数 极限 ,其 他 情况 雷同 。 


一 般 地 , 若 数 列 的 一 般 项 是 入 pr n 的 代数 式 , 或 表示 为 无 限 个 无 
穷 小 的 和 ,或 分 子 、 分 母 为 无 限 个 无 穷 小 的 和 ,通常 用 三 个 方法 : 放 缩 法 、 相 减法 和 积分 法 计 
算 其 极限 。 

方法 5 放 缩 法 (夹带 准则 ) 

若 数 列 的 一 般 项 是 与 n 有关 的 式 子 而 不 是 关于 n 的 代数 式 ,或 表示 为 无 限 个 无 穷 小 的 
和 ,通常 采用 放大 和 缩小 的 方法 (简称 放 缩 法 ) ,使 不 等 式 两 端 表 示 为 n 的 代数 式 , 进 而 求 得 
不 等 式 两 端的 极限 ,在 不 等 式 两 端 数列 极限 存在 且 相 等 情况 下 ,根据 夹 逼 准则 ,所 求 数列 的 
极限 存在 且 等 于 两 端的 极限 。 我 们 称 此 求 极 限 的 方法 为 放 缩 法 ,又 称 夹 逼 准则 。 

应 用 放 缩 法 要 注意 的 是 : 对 一 般 项 放大 不 能 放 得 太 大 ;缩小 也 不 能 缩 得 太 小 ,否则 两 端 
极限 不 等 ,这 对 求 此 数列 极限 没有 任何 意义 。 


例 1.5 求 ja 人 二 十 二 二 于 ) 


十 1] nm? 十 2 n+nj°* 
解 ” 对 数列 的 一 般 项 放 缩 
1 十 2 十 … 十 za 1 2 LW (nn ea “tn 
ee 和 
nn FFitrtat La 12 十 1 
由 所 
i | lim 1 二 2 十 … 十 n 1 limzCz 十 1) 1 
mo nln 2” 一 = 72 十 1 2 一“ ne 二 1 pa 
i 1 2 |... n 
是 lim ; 十 1 ta Ko 2" 
例 1.6 求 lim| a sd 


解 ” 解 此 题 的 关键 是 将 积分 表示 为 关于 的 代数 式 ,显然 这 是 没 办 法 通过 直接 计算 积 
分 来 实现 的 ,只 于 全 各 十 攻关 攻 全 这 天 本 和 积 分册 目的。 由 于 xzE[0,1], 于 是 有 


0<7 Rs 


根据 定 积分 的 保 序 性 ,有 


1 An 1 表 
有 小 立 < | ntl 
0 ee | dr pr 


而 lim 1 = 0， 根据 夹带 准则 有 lim| -二 


lim 2 一 0。 


天 


>: y sp 。 2 
注 当 例 1.5 改 为 计算 极限 lim [ 二 二 十 二 3 二 二 二 ] 时 , 则 有 


lim (a i n 人 
这 是 由 于 它 是 有 限 个 (m 个 ) 无 穷 小 的 和 .我 们 知道 有限 个 无 穷 小 的 和 是 无 穷 小 。 

无 限 个 无 穷 小 的 和 是 数列 极限 未 定式 的 一 种 常见 形式 ,也 是 数列 极限 中 比较 难 解 决 的 
问题 ,计算 此 类 极限 有 四 个 方法 : 放 缩 法 、 积 分 法 、 相 减法 和 级 数 和 。 前 三 个 方法 在 本 节 给 
出 ,级 数 和 方法 将 在 级 数 一 章 中 处 理 。 


j= lim lim; st “十 lim 讽 放 和 = 


1.1 数列 极限 的 求法 2 
方法 6 相 减 法 


施 托 尔 茨 (Stolz) 定 理 : 若 limy 一 co 全 >。 且 1im3 一 二 守 存 在 则 有 


lim<*= lim®! <* 
myn yntl— yn" 


如 果 数 列 的 一 般 项 为 分 式 形式 ,分 子 或 分 母 为 n 项 (无 限 项 ) 的 和 ,可 以 利用 施 托 尔 芯 定 
Wi 这 一 方法 可 以 使 分 子 或 分 母 无 穷 多 项 变 成 有 限 项 。 


例 1.7 求 极限 lm 二 于 二 人 一动 可 。 
解 令 阅 一 卫 eo “十 (2n 一 1 ,ys 二 码 , 显 然 limy, 二 ,ynt1 记 Ys。 根据 施 托 尔 芯 
定理 得 到 


Cl st 2 (2n+1)? _i. (2n+1)? _4 
lim;s[!1 二 3 + (2 一 1 Une nFl 3 


例 1.8 求 极限 lim- 志 i (1 十 2 十 … 十 好 )。 

解 ”根据 施 托 尔 茨 定理 得 

lim C1 十 29 十 十 1) 一 lim 生生 iT( 分 子 分 母 同 除 wet ) 
neo0 7 = 六 


(n+ 1)*+! 

1(1+2) i 
lim —2 HI (下 z) 
mo 0 + 十 ) _1 n 

了 2 

In (这 里 (1 十 z)o 一 1 一 (p 十 Dz) 
ns 
lim +z) 六 
0 (p+ 1)zr p+l1 


方法 7 积分 法 
所 谓 的 积分 法 就 是 将 数列 极限 表示 为 一 个 定 积分 的 计算 数列 极限 的 方法 ,如 果 数 列 一 


般 项 为 nn 项 (无 限 项 ) 的 和 或 积 的 形式 ,或 者 为 >) 和 [| 的 形式 ,可 以 考虑 应 用 积分 法 ,将 数 
列 极限 表示 为 定 积分 。 应 用 积分 法 的 关键 是 确定 被 积 函 数 ! 
积分 法 原理 : 如 图 1-1, 将 曲 边 梯形 分 成 n 个 等 宽 的 小 曲 边 梯形 ,第 kk=1,2,… ,个 


egal dn tee rl iid a “a 


(二 为 长 ;或 以 二 为 宽 , 以 (所 ! 为 长 的 面积 ,根据 
症 积 和 从 的 几何 意义 , 风 有 
lim 1 2/ (4 ) lim 和) | reoar。 


mco Nn 


应 用 积分 方法 计算 数列 极限 的 具体 步 又， 图 11 
情形 1 ”数列 一 般 项 为 项 和 ,或 >' 的 形式 : 


S| 一 上 -一 -一 
sIb 

是 - 
SI~ 


1. 将 数列 的 一 般 项 表示 为 > ?的 形式 


OO 1 章 数列 ` 函 数 ,极限 与 连续 


2 数列 一 般 项 提取 工 ,将 数列 的 一 般 项 表示 为 工 》) ?的 形式 ， 


n 


3. 将 ?的 一 般 项 "7” 表示 成 关于 上 或 人 一 上 的 函数 式 ; 
4. 把 和 或 4 二 换 成 ,此 时 一 般 项 *?" 就 是 定 积分 的 被 积 函数 /x) ,数列 极限 就 是 


f(z) 在 [0,1] 上 的 定 积分 。 
情形 2 ” 若 数列 的 一 般 项 是 ”项 积 , 或 了 的 形式 ,可 以 利用 恒 等 变换 公式 N = e"* ,将 


积 的 形式 化 成 以 e 为 底 、 指 数 为 n 项 和 的 形式 ,然后 利用 积分 法 求 出 指数 部 分 的 极限 。 


1 1 1 
i i | i 
例 1.9 计算 极限 Jim| dn —1? dn 一 2 二 
解 将 极限 转化 为 定 积分 


1 攻 1 
li + ad 
| Vn — 1 Vn 一 2 Vn 一 有 
如 1 I 1 | y 1 a 
= dz = arcsin 
了 2 |。 


一 lim = lim 
oscl Vdn—k Om” nl V4— (k/n)’ $= 


注 此 题 不 能 应 用 放 缩 法 ,这 是 由 于 一 般 项 放 缩 后 为 
n < | 1 ee 1 < n 二 
dn —1? 472 一 dn 一 22 dn 一 7 dm —n V3 
不 等 式 两 端的 极限 不 等 。 


， a | 
例 1.10 计算 lim 7 VC2 十 1)…[2 十 (2 一 1)]” 


解 ”首先 利用 恒 等 变换 公式 N 一 enx ,将 积 的 形式 变 成 和 的 形式 , 则 有 


em tln (nlD) 十 … 十 ln (n+ 一 1))] 一 In n 


2 
i nn+1)[nt+ (nm—1)] "~ 


et [et (GH) tt (SL)] _ imt Dn (HS) 


二 cim tn 3 ezln Gta) -ztin (+) 4 


ée 


需要 指出 的 是 : 并 非 所 有 的 一 般 项 为 n 项 和 的 数列 极限 都 可 以 转化 为 定 积分 ,如 果 不 
能 转化 为 定 积分 ,可 考虑 放 缩 ,使 不 等 式 两 端的 极限 表示 为 定 积分 ,再 利用 夹 通 准 则 。 


工 -。 2 nn 
sin sin 有 sin 
例 1.11 计算 lim LL 
| 二 下 关于 交手 于 
2 
解 ”对 一 般 项 进行 放 缩 得 到 
。 2 nx 
1 Si ur) en 请 We 
= (sin 上 sin sin < 1 1 
于 二 六 和 = 
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不 等 式 右 端的 极限 


1 
2 (sn L 亚 ] lim 工 》\ sin x | sin zxdz 一 二， 
n 了 2 了 2 2 n 0 TT 
不 等 式 左 端的 极限 
。 和 2X | en AN 
lim (sn 可 十 sin ed 十 sin S ) 


, n ey 天 上 a a 
lim +1 lim > sin 区 ,Sin Zrdz 一 元 。 


ron moo Nf n 


所 以 


so , 
十 去 生生 一 加 


注 例 1.7 和 例 1.8 是 7 项 (无 穷 多 项 ) 和 的 极限 ,所 以 也 可 以 考虑 用 积分 法 。 在 本 节 
中 ,对 求 a 项 和 的 极限 介绍 了 三 个 方法 ,但 需要 指出 的 是 ; 并 非 每 个 题 都 适合 这 三 种 方法 ， 
这 些 方法 各 自 都 有 一 定 的 局 限 性 ,在 求 极限 时 可 去 尝试 ,具体 问题 具体 分 析 。 

求 数列 极限 方法 综述 

求 数列 极限 有 七 种 常用 方法 ,分 别 是 : 取 大 法 ,有 理化 法 、 公 式 法 、 转 化 法 、 相 减法 、 积 分 
法 、 放 缩 法 。 在 具体 问题 中 ,究竟 用 哪个 方法 还 是 比较 明显 的 (上 面 已 经 给 出 阐述 ,这 里 不 再 
次 述 )。 当 然 在 不 确定 的 情况 下 ,可 一 一 尝试 。 一 般 来 说 ,总 要 有 一 个 或 几 个 方法 是 可 行 的 。 
同时 ,用 哪 种 方法 ,最 重要 的 是 依据 数列 一 般 项 本 身 特点 和 极限 型 。 

求 极限 的 每 一 步 都 要 判断 极限 是 不 是 不 确定 型 ,如 果 不 是 不 确定 型 ,此 时 极限 已 经 确 
定 ,就 可 以 得 到 结果 ;如 果 是 不 确定 型 ,判断 是 哪 类 不 确定 型 ,从 而 应 用 相应 的 方法 。 

题 型 2 证 明 数列 收敛 ,并 求 极限 

一 般 地 ,车 数列 的 一 般 项 是 和 有 关 的 式 子 但 不 是 关于 的 代数 式 ,而 是 有 规律 地 给 出 
一 般 项 ,或 是 一 般 项 的 递 推 公式 ,此 时 需要 考虑 利用 : 单调 有 界 原理 和 验证 法 去 证 明 极限 存 
在 ,并 依据 递 推 公式 求 出 极限 。 

方法 1 单调 有 界 原理 

利用 单调 有 界 原理 证 明 数列 极限 存在 , 求 数列 极限 ,具体 方法 和 步骤 : 

@ 证 明 单调 ; @ 证 明 有 界 ; @ 通 过 递 推 公式 求 数列 极限 。 

例 1.12 若 数列 {a, 满足 w > Ga>0)，asi 一 去 (十 全 ) ,证 明 数列 极限 存在 ,并 
求 之 。 


证 明 首先 证 明 数列 有 下 界 ， 由 于 wo 一 二 (< 二 全 ]> VC 所 以 数列 有 下 界 。 


其 次 证 明 数 列 单调 递减 : 由 于 a,+1 宇 Va, 则 有 


Ge 一 可 = 区 (一 ) 委 0 一 ao+l 魏 av， 


所 以 ,数列 {a,} 单 调 递减 。 根 据 单调 有 界 原理 ,数列 {a,} 极 限 存在 。 
令 lima, 一 zx, 对 递 推 公式 两 边 取 极 限 ,有 
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ja = 二 (ime 十 lim 2); 
2 


于 是 有 二 去 [ = 十 全), 解 此 方程 得 一 民 , 即 lima, 一 \&。 


注 事实 上 ,数列 的 敛 散 性 与 数列 的 有 限 项 无 关 , 所 以 数列 {a,} 和 {a,+:)(kREN ) 具 有 相 
同 的 敛 散 性 ,因此 车 数列 (4, 的 极限 存在 , 则 数列 {a,+4) 的 极限 也 存在 , 且 lima, =lima+4。 

例 1.13 证 明 数 列 V2, V2 十 V2,M2 十 V2 十 V2 ,… 收 敛 ,并 求 其 极限 。 

证 明 令 习 Za 一 V2T 语 mV2+V2T 十 语 , 则 Ta = V2 十 ro-l。 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 : 数列 {z,} 单 调 增加 ,有 上 界 。 

(1) 证 明 单 调 增加 : 显然 zs >zi ,假设 z>>z 1 , 则 V2 于 总 过 V2 二 ii， 即 zl 二 xn， 
所 以 数列 {z,} 单 调 增加 。 

(2) 证 明 有 上 界 : zi 委 2, 假 设 x,_1 二 2, 显 然 x, 二 V2 二 zi 和 2, 故 对 所 有 的 2, 有 zx, 过 
2, 所 以 数列 {z,} 有 上 界 。 根 据 单调 有 界 原理 ,数列 {z,} 收 敛 。 

求 极限 : 设 limz, 二 a, 对 Zn 二 V2 十 zi 两 端 取 极限 , 则 有 a 二 V2 十 a, 解 得 a 二 2。 

注 (1) 关于 数列 的 界 , 可 用 观察 和 归纳 的 方法 得 到 。 如 果 不 易 直 观看 出 ,可 以 利用 递 
推 公式 先 将 数列 的 极限 求 出 ,此 极限 一 般 就 是 数列 的 上 界 或 下 界 ( 单 调 增加 数列 的 极限 就 是 
该 数列 的 上 界 ,单调 减少 数列 的 极限 就 是 该 数列 的 下 界 ) 。 

(2) 在 证 明 数 列 的 单调 性 和 有 界 性 时 。 如 果 没 有 更 简便 ` 有 效 的 方法 ,可 以 考虑 数学 归 
纳 法 。 

(3) 证 明 数 列 极限 存在 ,并 求 极限 题 型 ,一 般 都 是 通过 对 递 推 公 式 两 端 取 极限 ,建立 方 
程 , 解 方程 得 到 所 求 极限 ,所 以 没有 弟 推 公式 的 ,首先 应 该 建立 递 推 公式 ,如 例 1. 13。 

方法 2 验证 法 

所 谓 验证 法 就 是 : 假设 数列 {x,} 极 限 存在 ,根据 递 推 公式 求 出 limz, 一 a, 最 后 证 明 数 列 
{Zz}) 收 化 于 a, 即 lim|zx, 一 al 一 0, 我 们 把 这 一 方法 称 为 验证 法 。 

这 一 方法 适合 一 般 项 是 入 相关 的 式 子 而 不 是 关于 的 代数 式 , 或 通过 递 推 公式 (相应 
数列 称 为 递归 数列 ) 给 出 的 数列 ,这 个 数列 可 以 是 单调 的 ,也 可 不 是 单调 的 。 当 然 , 非 单调 数 
列 更 适合 应 用 验证 法 ,或 说 只 能 用 验证 法 。 


例 1.14 设 如 一 2,z11 一 2 十 二 ,证 明 数 列 (z,} 极 限 存在 ,并 求 此 极限 。 
分 析 “此 数列 不 是 单调 的 ,所 以 不 能 用 单调 有 界 原理 ,只 能 用 验证 法 。 
解 ” 令 limz, 一 4, 对 递 推 公式 两 边 取 极限 得 4 一 2 十 二 , 解 得 4 一 1+V5。 
下 面 证 明 a 一 1+V2 就 是 数列 {z,) 的 极限 。 册 于 a.z, 之 2, 则 
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和 


由 于 limTr|z 一 4| 一 0, 所 以 limlz, 一 a| 一 0, 故 limz, 一 一 1 十 V2。 
关于 验证 法 需要 说 明 的 是 : 


(1) 证 明 是 必须 的 ! 例如 zz 二 2,zn 二 2x 十 1, 求 limz,。 事 实 上 ,该 数列 的 极限 并 不 存 
在 ,但 是 若 令 limz, 二 a, 则 可 以 求 出 4 二 一 1, 这 显然 是 一 个 错误 的 结果 。 所 以 说 证 明 是 必 
须 的 。 
(2) 事实 上 , 例 1. 13 也 可 以 用 验证 法 ,请 读者 给 出 证 明 , 也 就 是 说 ,以 递 推 公式 给 出 的 
数列 ,一般 可 以 用 验证 法 。 
要 说 明 的 是 : 若 证 明 limz， 一 4, 只 需 证 明 lim | z， —a|=0。 在 证 明 lim |z, 一 “| 一 0 时 ,一 
般 是 放大 ,得 到 如 下 形式 的 不 等 式 
[|z—al<riza—a|l (Cr 一 1)， 
递 推 得 到 
0 和 | 一 4| 委 -| zx 一 | 委 … 委 玫 ln-al (Cr<<1)。 
由 于 limr” | 妆 一 四 | 二 0, 应 用 夹 通 准 则 ,有 lim|z, 一 al 二 0, 所 以 limz。 一 Cs。 
(3) 验证 法 有 时 要 好 于 单调 有 界 原理 。 这 是 因为 利用 单调 有 界 原理 ,需要 证 明 两 个 结 
论 : @ 单 调 ; @ 有 界 , 而 有 时 这 两 个 结论 并 非 很 容易 证 明 。 然 而 验证 法 只 需 先 求 出 数列 极限 
4&( 这 是 一 个 很 容易 解决 的 问题 ,况且 也 是 必须 解决 的 问题 ) ,再 证 明 有 下 面 式 子 成 立 
lm =alar|aa = (< Ns 
即 一 般 项 与 极限 做 差 , 放 大 即 可 。 


(4) 在 例 1.14 中 ,证 明 limz 一 1 十 VZ, 采 用 推导 |z, 一 4| 坟 二 | zi; 一 al ,而 不 是 推导 
| 及 一 GHV 玉 | 坟 寺 lz 一 1 上 V 玉 | ,这 是 由 于 4 仍 保留 原来 的 特性 : a 一 2 十 二 , 它 在 推导 


所 需 结论 中 是 十 分 重要 的 ,而 1 十 V2 却 很 难 发 现 有 这 样 性 质 , 这 是 此 方法 的 一 个 技巧 ! 
证 明 数 列 收敛 、 并 求 极限 方法 综述 


证 明 数 列 收敛 有 两 个 方法 : 单调 有 界 原理 和 验证 法 。 用 这 两 种 方法 的 题 型 最 大 特点 
是 : 证 明 数 列 收 化 ,上 且 数列 的 一 般 项 是 和 有 关 的 式 子 而 不 是 关于 代数 式 , 或 给 出 数列 
一 般 项 表示 或 递 推 关系 。 因 此 车 过 到 这 样 的 类 似 问题 ,应 该 考虑 应 用 单调 有 界 原理 和 验 
证 法 。 

在 证 明 数 列 收敛 时 ,究竟 是 应 用 单调 有 界 原理 ,还 是 应 用 验证 法 ,一 般 规律 是 : 对 单调 
数列 而 言 , 既 可 以 用 单调 有 界 原 理 , 也 可 以 用 验证 法 ;对 非 单调 数列 而 言 , 只 能 用 验证 法 。 

对 证 明 极 限 存 在 并 求 极限 这 类 问题 ,其 中 证 明 极 限 存 在 可 能 有 多 种 方法 ,但 就 求 极 限 的 
方法 而 言 ,是 固定 的 , 即 对 递 推 公式 两 端 求 极限 。 因 此 如 果 没 有 给 出 递 推 公式 或 关系 ,需要 
求 出 递 推 关系 ,如 例 1. 13 。 

当然 ,对 有 些 数列 ,尽管 一 般 项 不 是 关于 的 代数 式 . 但 可 以 从 递 推 关 系 中 求 出 一 般 项 ， 
将 其 表示 为 n 的 代数 式 形式 ,再 用 常规 方法 解决 极限 问题 。 这 一 方法 在 本 节 不 青 论述 。 

证 明 ( 判 断 ) 数 列 发 散 , 是 一 个 比较 简单 的 问题 ,根据 子 数列 的 收敛 性 ,只 要 找到 这 个 数 
列 的 一 个 子 数列 的 极限 不 存在 ,或 两 个 子 数 列 ,它们 的 极限 不 等 就 证 明 该 数列 发 散 。 
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例如 : 数列 {( 一 D"} 的 偶 子 列 {( 一 1)”} 收 敛 于 1. 奇 子 列 {( 一 1)” }) 收 敛 于 一 1, 所 以 数 
列 {( 一 1)") 发 散 。 


练习 题 1-1 
1. 用 取 大 法 求 下 列 极限 : 
or i 1)(3n 十 1) (4n 十 1) 
wy lm rr (2) I 
7 十 Vn 十 1 (1 十 zz)3 一 7 
(3) ]im 3 (4) lme] an) am 
/Bn 证 二 
2. 用 有 理化 法 求 下 列 极限 : 
C1) lima( /at 3 /na ) (2) limn( VT2— Ve 2); 
十 2 
(3) lim(nt+ V4 一 三 ); (4) lim 一 一 一 一 。 
中 ” mT 


3. 用 放 缩 法 求 下 列 极限 : 


DL ( 二 十 一 一 二 一 ] 
+ + + 9 
me ns 十 1 7 十 2 7 十 3 mtn) 


、 1 EP a 
(2) Im 人 ta 让 人 
4. 用 相 减 法 ( 施 托 尔 茨 定理 ) 求 下 列 极限 : 
2 2 Pr 2 ee 
| 全 tt (2) Wt 
no n 后 了 2 
3 | 
(3) liml 二 2 二 8 十 … 十 次 ， a din (1+ 二 + + 
meo n mcoln n 2 n 
5. 用 转化 法 求 下 列 极限 : 
(1) limn(a* —1); C2) tim (1—eos mE 
1Y 
(3) lim (nsin 和 |] ; (4) lim —1)。 
moo n solnn 
6. 用 积分 法 求 下 列 极限 : 
(1) im > J (2) limlH Et + Yn 
mf 和 ~» nA 


(3) lim nl (sn Lxtsin rin 2x); (4) lim 


(5) lim(b* -DS bsin bE (6 > 1)。 


7. 用 公式 法 (重要 极限 公式 、 等 价 无 穷 小 替换 公式 ) 和 转化 法 求 下 列 极限 


bs 2n 二 1 
GD tin( 写 }) 5 (2) Ia 人 i 
NW 2 nooh 计生 认 一 3 moo n 


(4) tm (HEHE), (5) limtan” 至 + 二); C6) lim Ca! —ahiy, 
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8. 分 别 用 单调 有 界 原理 和 验证 法 证 明 : 设 x 二 10,z, 二 V6 十 x,_1)n 二 1,2,…, 则 数列 
{z,) 极 限 存在 ,并 求 此 极限 。 


9. 数列 {z,) 满 足 : 二 0 一直 (x1 十 3) sn 一 2,3,…, 试 证 ; 数列 (x, 极限 存在 ,并 求 
此 极限 。 
10. 数列 {z, } 满 足 : zo 二 1,z41 二 一 一 ,n= 二 1,2,…, 试 证 ; 数列 {z,} 极 限 存在 ,并 求 此 


1 十 z。 
极限 。 
11. 设 0<zxi 过 3,zwn 二 Vn(3 一 zw),n 二 1,2,…, 试 证 ; 数列 {z,} 极 限 存在 ,并 求 此 
极限 。 
12. 证 明 : 


1 十 去 十 … 十 二 
(1) In (1 十 轨 和 受 1 十 却 十 … 十 二 过 1+inm (2) lim 一 一 一 一 一 二 1。 
和 n wo jn (1 二 +n) 
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一 、 基 本 概念 


定义 3 函数 极限 分 两 类 : 

(1) 自 变 量 趋 于 一 点 的 极限 : limf(z)=A; 

(2) 自 变量 趋 于 无 穷 大 的 极限 : limf(z) 二 A。 

极限 limf(zx) 二 A 有 两 种 定义 方法 : 

(1) 描述 语言 : 当 z 趋 于 ze 时 ,相应 的 函数 值 f(x) 无 限 趋 于 固定 常数 A, 则 称 A 是 
f(z) 在 点 ze 的 极限 ,或 称 FCz) 在 工 趋 于 ze 的 过 程 中 极限 是 A。 

(2) e-6 语言 : 若 Ve>0,3 了 jp>0,YVzE(zo 一 9,zo)U(zozo 十 9), 有 |FCz) 一 A|< 天 se, 则 
称 A 是 f(z) 在 点 zo 的 极限 。 

事实 上 ,下 列 集合 是 相等 的 : 

(zo 一 0,zo) U (zzro 十 0) = {rz:0 <| zo 一 工 | 二 9) 一 U(zo,0)， 

于 是 zxE (zo 一 6,x0)U (zo ,zo 十 0) 还 可 用 xz:0 二 |zxo 一 x1 过 6 或 x EU(zo,60) 来 表示 。 

注 关于 函数 极限 需要 说 明 的 是 : 

函数 在 一 点 的 极限 ,是 xz 趋 于 x。 过 程 中 (但 不 等 于 zo) ,函数 值 的 变化 趋势 ,于 是 函数 在 
一 点 的 极限 ,与 函数 在 该 点 是 否 有 定义 ,以 及 函数 值 大 小 无 关 , 所 以 仅仅 要 求 在 ze 的 某 个 空 
心 邻 域 , 即 zxE(Czo 一 6,zo)U(Czo'zo 十 9) 的 自 变 量 z 满 足 | F(z) 一 A|<e。 至 于 zo 的 函数 值 
f(zo) 是 否 满足 这 个 不 等 式 和 极限 没有 任何 关系 ! 

极限 limf(z) 王 A 有 两 种 定义 方法 : 

(1) 描述 语言 : 当 |z| 趋 于 无 穷 大 时 ,相应 的 函数 值 f(x) 无 限 趋 于 固定 常数 A, 则 称 A 
是 FCz) 在 zco 时 的 极限 ,或 称 f(z) 在 x 一 吕 的 过 程 中 极限 是 A。 
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(2) e-X 语言 : 若 Ve>0,3X>0,VIzl>>X, 有 |FGz) 一 AI 天 s, 则 称 A 是 FCz) 在 z 一 
co 时 的 极限 。 

定义 4 单 侧 极限 

左 极限 : lim f(x) 一 A; 或 f(xo ) 一 A 有 两 种 定义 方法 : 


x*0 


(1) 描述 语言 : 当 工 从 ze 左 侧 (z 二 zo) 趋 于 ze 时 ,函数 值 f(x) 无 限 趋 近 于 固定 常数 
A, 则 称 A 是 f(x) 在 点 zo 的 左 极限 。 

(2) e-6 语言 : 车 Ve 二 0, 36>0,YVxE(zo 一 6,x0o), 有 |f(x) 一 A|<e, 则 称 A 是 f(zx) 
在 点 ze 的 左 极限 。 

右 极限 : lim f(x) 二 A; 或 (xi ) 一 A 有 两 种 定义 方法 : 


EE 


(1) 描述 语言 : 当 工 从 zo 布 侧 (zo 二 zx) 趋 于 xo 时 ,函数 值 f(x) 无限 趋 于 固定 常数 A， 
则 称 A 是 f(x) 在 点 xo 的 右 极限 。 

(2) e6 语言 : 若 YVe 之 0, 36>>0, VxE (zos,zo 十 6), 有 |f(x) 一 A1<e, 则 称 A 是 f(z) 在 
点 zo 的 右 极限 。 

注 关于 函数 极限 与 单 侧 极限 需要 说 明 的 是 : 

对 于 极限 limf(z) ,如 果 f(x) 在 点 zo 左右 的 表达 式 不 同 ,只 能 求 函 数 f(x) 在 点 ze 的 


左 极限 和 右 极 限 ,通过 左右 极限 情况 确定 此 点 极限 的 存在 性 和 极限 值 。 

例如 : 讨论 分 段 函数 在 分 段 点 的 极限 ,只 有 当 函 数 在 这 点 的 左 极限 和 右 极 限 都 存在 , 且 
相等 时 ,才能 说 limf(z) 存 在 并 等 于 单 侧 极限 ,否则 limf(z) 不 存在 。 

特别 地 , 当 直 接 求 这 点 的 极限 无 法 确定 的 情况 下 ,同样 需要 求 左 极限 和 右 极 限 。 

例如 讨论 极限 lime* 存在 性 ,由 于 lime* 三 e” ,而 e” 是 不 确定 的 ,这 是 由 于 e*“= 十 0， 
e ”二 0。 所 以 只 能 分 别 求 出 0 点 的 左 极限 im e* 和 右 极 限 lim es 。 

定义 5 无 穷 小 和 无 穷 大 : 

(1) 若 limf(z) 二 0, 则 称 在 ZX 了 zxo 过程 中 ,f(z) 是 无 穷 小 量 ; 


(2) 若 lim 7 一 0, 则 称 在 >Z~~zo 过 程 中 ,f(zx) 是 无 穷 大 量 。 


注 需要 指出 的 是 ; 无 穷 小 和 无 穷 大 都 是 变量 ,并 规定 : 仅 常数 0 是 无 穷 小 。 另 外 , 称 
f(z) 是 无 穷 大 量 或 无 穷 小 量 一 定 附 有 条 件 的 ,必须 指明 自 变量 z 在 何 变化 过 程 。 这 是 因为 
在 不 同 的 变化 过 程 中 ,f(zx) 的 变化 可 能 是 不 同 的 。 

例如 丽 数 f(z) 一 二 3, 仅 当 z>1 时 是 无 穷 小 量 ; 仅 当 x 一 2 时 是 无 穷 大 量 。 

定义 6 无 穷 小 的 比较 ( 阶 ) 

设 在 YA 过 程 中 ,a(x) 和 B(x) 都 是 无 穷 小 , 即 lima(x) 二 0,limB(x) 二 0: 

(1) 同 阶 无 穷 小 ”车 lima (x)/B(z) 二 CCC 去 0), 则 称 a(z) 和 B(x) 是 同 阶 无 穷 小 , 记 为 

a(z)=O[LB(z)]; 

(2) 等 价 无 穷 小 车 lima (zx)/B(z) 一 1, 则 称 a(z) 和 B(x) 是 等 价 无 穷 小 , 记 为 

a(x) ~B(z); 
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(3) 高 阶 无穷 小 车 lima(z)/B(z) 一 0, 则 称 al(Zz) 是 B(z) 的 高 阶 无 穷 小 , 记 为 
a(z)=o[LB(z)]; 

(4) & 阶 无 穷 小 若 lima(z)/B'(z) 一 C(C 天 0), 则 称 a(x) 是 B(z) 的 上 & 阶 无 穷 小 。 

注 在 zx>A 中 的 A 可 能 是 一 点 ,也 可 能 是 无 穷 大 ,以 后 也 是 如 此 1 


二 、 基 本 结论 


定理 $( 函 数 极 限 性 质 ) 
(1) 唯一 性 若 limf(z)=A,limf(x)=B, 则 A=B; 


(2) 局 部 有 界 性 ” 若 lim/(x) 存 在 , 则 3M,6>0, 使 YzEU(zo,6), 有 | f(x)1<M; 
(3) 局 部 保 号 性 车 lim f(x) 一 A>0, 则 36>0, VYxEU(zo,6), 有 f(x) 之 0; 同 样 ,车 
limf(z)=A<0, 则 36>0,YzEU(zo10), 有 f(x)<0。 


注 这 里 之 所 以 说 局 部 有 界 性 和 局 部 保 号 性 ,是 因为 这 种 有 界 性 和 保 号 性 并 非 是 在 函 
数 的 定义 域 上 ,而 是 在 点 ze 的 某 个 空心 邻 域 U(Czo 5) 内。 
定理 6( 极 限 存在 充 要 条 件 ) ”函数 在 一 点 极限 存在 全 这 点 的 左 、 右 极限 都 存在 且 相 
等 。 即 
lim 7(z) 存在 后 limf(z) = limf(z)。 


En En 


判断 分 段 函 数 在 分 段 点 的 极限 是 否 存 在 ,一 般 是 求 出 这 点 的 左 极限 和 右 极 限 , 根 据 定理 
6, 若 二 者 相等 , 则 分 段 点 的 极限 存在 。 
定理 7( 夹 逼 准则 ) 若 g(z) 近 FF(z) 近 PCz) ,xzEU(zo) 且 limg(z) 一 limh(x) 二 A, 则 
limf (zx) = A。 
定理 8( 函 数 极限 运算 法 则 ) 设 limf (xz) 二 A,limg (x) 二 B, 则 : 
(1) lim[L f(z)+g(7)] limf (x)+tlimg (zx) A 士 B; 
(2) lim[L f(x) 。 g(x)]=limf (x) “ limg (7)=AB; 


(3) kiral (2 /CA 
ag (XT) limg (zx) B 


CD) linf (7) =limf ("=A A>0). 


(BO0); 


定理 9( 两 个 重要 极限 ) 两 个 基本 公式 lim(1 二 xz) 主 一 cilimsm 工 一 1 。 
这 两 个 极限 公式 推广 形式 : 若 f(x) 一 0(f(z) 隆 0) (zx 一 A), 则 
lm [上 7Cz] 训 一 ee lim 3 = 
定理 10( 函 数 极限 运算 性 质 ) 
(1) 无 穷 小 与 有 界 函 数 的 积 是 无 穷 小 , 即 车 limf (x) 一 0， 1g(Cz)| 和 过 M, 则 
limf (zx)g(z) = 0; 
(2) 等 价 无 穷 小 蔡 换 原 理 : 当 xz 一 A 时 ,车 a(z)~ao (xz),B(z)~B(z), 则 
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lim 2 lim 2) i a(x) Pe ao(T) 
rapBCz) 一 ABCz) raB Cr) zs BO) 


(3) 洛 必 达 法 则 : 若 f(z) 和 g(x) 同时 趋 于 0 或 无 穷 大 , 目 limy7 存在 或 无 穷 大 , 则 


ln = lim f(z), 或 无 穷 大 。 
Ag(T) rag (7) 


注 ”从 替换 原理 可 以 看 出 : 替换 部 分 是 函数 的 分 子 或 函数 的 分 母 ,或 与 函数 的 分 子 或 
分 母 是 积 的 形式 。 在 替换 过 程 中 , 既 可 以 单独 蔡 换 分 子 , 又 可 以 单独 蔡 换 分 母 , 又 可 分 子 、 分 
母 同时 替换 。 

定理 11( 极 限 和 无 穷 小 关系 ) 车 limf(z) 二 A, 则 7(z) 一 A+a(z) ,其 中 lima(z) 一 0。 


注 ”这 个 结论 是 十 分 重要 的 , 它 是 将 一 个 抽象 函数 具体 化 的 有 效 方法 。 

定理 12( 无 穷 小 的 性 质 ) 

(1) 有 限 个 无 穷 小 的 和 是 无 穷 小 ; 

(2) 有 限 个 无 穷 小 的 积 是 无 穷 小 ; 

(3) 无 穷 小 与 有 界 函 数 的 积 是 无 穷 小 ; 

(4) 无 穷 小 的 运算 性 质 : 当 x 一 0 时 ,a,B 是 两 个 任意 常数 ,k,m 二 0， 

Da or)+tB* oz)=o0(z); © x" *o(zt)=o0(xtt"); 

图 o(z)/zr 一 oCzt ") (km); @ o(z") 十 o(z) 一 o(z) ,其 中 力 一 min {m,k}。 
定理 13( 无 穷 小 与 无 穷 大 的 关系 ) 


在 同一 个 变化 过 程 中 , 若 f(z) 是 无 穷 大 量 ， 则 元 5 一 定 是 无 穷 小 量 ， 反之 不 成 立 。 然 


而 , 若 f(x) 是 无 穷 小 量 , 且 f(x) 取 0， . 则 7 J 是 无 穷 大 量 。 
定理 14 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 


如 果 函 数 f(z) 在 某 个 邻 域 U(zo) 内 具有 nn 十 1 阶 导数 , 则 对 任意 的 zEU(xo), 有 
fz) = FCzo) 十 大 (xzo)(Cz 一 zo) 十 … 十 一 一 一 一 天 下 (z—x08 toL(z— 0)], 
其 中 x 一 zo。 
特别 地 , 当 z~~0 时 ,有 公式 
f(z) = f(0) 上 oz 十 人 fa +oce)。 


这 个 公式 被 称 为 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 麦克 劳 林 公式 .这 也 是 在 求 一 些 复 杂 函 数 极限 、 无 穷 小 阶 
以 及 阶 的 比较 时 常用 的 公式 。 它 的 最 大 作用 是 将 函数 表示 为 含有 olzx") 项 的 关于 zz 的 多 
项 式 。 


基本 思想 
函数 极限 有 七 种 的 未 定式 (不 确定 型 ) ,分 别 是 : 
0 oo 


0 Qo coo Ts vor 0, 
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(一 ) 求 函数 极限 的 基本 思想 

1. 对 于 由 和 三 型 的 极限 ,可 以 运用 蔡 换 、 先 算 有 理化 、 洛 必 达 法 则 
2. 对 于 0 < 型 的 极限 可 以 转化 为 4 或 王 型， 

3. 对 于 <o 士 = 型 可 以 通过 通 分 有 理化 、 倒 变换 ,化 成 "或 王 形式 ， 


4. 对 于 1” ,利用 重要 极限 公式 lim[1 十 (x)] 训 二 e, 其 中 f(x)>0(r>A), 
当 z-~A 时 , 若 xz) 一 1,uCz) 一 co , 则 


im [u(x)—1]v(z) 
li (zw = lim [1 十 (wu(z) — DJ 一 em 
a >A 


5. 对 于 0" ,co" 或 1” ,利用 恒 等 变形 公式 N= 二 e**, 将 极限 化 为 


0° = eolno oo 000 一 En” 


然后 求 指数 部 分 的 极限 , 即 


o 


oem 1™ elnl eoo ， 


€ 


lim (z)e 一 a 
大 致 地 说 ,计算 寡 指 函数 的 极限 : 1” ,oo” 和 0" ,可 用 e 抬 起 ,再 求 指数 部 分 极限 。 
(二 ) 简化 函数 极限 的 两 个 方法 : 蔡 换 、 先 算 


方法 1 替换 在 计算 函数 极限 的 过 程 中 ,函数 或 函数 的 分 子 或 分 母 常常 出 现 极限 为 零 
的 因子 , 即 无 穷 小 ,要 充分 运用 等 价 无 穷 小 蔡 换 ,简称 为 蔡 换 ,使 极限 呈现 出 简单 的 形式 。 

常用 的 等 价 无 穷 小 替换 基本 公式 : 当 x 一 0 时 

1. sin Z 一 Zytan Z 一 Zyarcsin 并 一 Zarctan 工 一 IT 

2 二 一 6os 二 

3 一 下 一 2 

4. ln (1 十 z) 一 zs 

lr, 

关于 等 价 无 穷 小 替换 公式 的 几 点 说 明 

(1) 一 般 地 , 若 f(z) 王 0(f(z) 才 0), 则 上 述 五 组 公式 的 可 以 换 成 f(z)。 例 如 

sin f(z) ~ flz); [1 十 FGz)] 一 1 一 af(z)。 

(2) 利用 等 价 无 穷 小 进行 蔡 换 ,其 蔡 换 部 分 与 函数 ,或 与 函数 的 分 子 或 分 母 一 定 是 积 的 
形式 。 

(3) 与 分 子 或 分 母 的 其 余部 分 是 和 与 差 的 形式 是 不 能 蔡 换 的 。 例 如 limtan -sm 是 


不 能 将 tan z 或 sin xz 分别 蔡 换 为 x ,这 是 因为 tan zsin z 与 分 子 不 是 积 的 形式 。 

方法 2 先 算 在 计算 函数 极限 的 过 程 中 ,函数 或 函数 的 分 子 或 分 母 常常 出 现 非 零 极限 
因子 ,利用 极限 性 质 ( 积 或 商 的 极限 就 等 于 极限 的 积 或 商 ) ,把 它 先 计算 出 来 ,简称 为 先 算 , 但 
先 算 部 分 必须 满足 两 个 条 件 : 

(1) 与 函数 ,或 与 清 数 的 分 子 或 分 母 是 积 的 形式 ; (2) 极 限 不 等 于 零 。 


例如 , 求 lim- il 一 cos 工 _ ,由 于 1 一 cos z 是 分 子 ,所 以 可 用 小 x? 替换 ,而 1 十 cos xz 是 分 
二 0Z (1 十 cos x) 2 
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母 的 一 个 因子 , 且 lim(1 十 cos Zz) 一 2, 非 零 , 可 以 先 算 , 于 是 有 


本 l=€08 1 2 1 
zo0xi(l+cosz) 0 2Z2。2 4° 


例如 : 下 面 的 计算 都 是 错误 的 ! 


工 到 一 多 


=limz=<=0 和 lim 包 十 2 一 e 一 lim 


0 "0 人工 0 北 ae0 工 


第 一 个 运算 是 利用 等 价 无 穷 小 的 蔡 换 性 质 ,将 sin zx 替换 为 zx ,但 由 于 sin z 与 分 子 不 是 
积 的 形式 ,所 以 这 样 计算 是 错误 的 ;第 二 个 运算 是 利用 先 算 性 质 , 即 先 计算 lim(1 十 zx) =e, 


但 是 由 于 (1 十 zx)* 与 分 子 也 不 是 积 的 形式 ,所 以 这 样 计算 也 是 错误 的 。 

总 之 ,不 论 是 替换 还 是 先 算 , 这 部 分 与 函数 ,或 与 函数 的 分 子 或 分 母 一 定 是 积 的 形式 ,而 
且 先 算 部 分 极限 必须 是 非 零 的 。 

四 、 基 本 方法 

题 型 3 计算 函数 极限 

计算 函数 极限 的 方法 有 : 

方法 1 有 理化 \ 恒 等 变形 ,变量 蔡 换 

(1) 当 极 限 含有 根 式 时 ,可 考虑 分 子 或 分 母 有 理化 ,经 过 有 理化 运算 后 ,去 掉 根 号 ,消去 
相同 项 ; 

(2) 常 将 宕 指 函 数 .指数 函数 做 恒 等 变换 , 即 N==e"* ,将 这 类 函数 转化 为 以 e 为 底 的 指 
数 函 数 ,或 转化 成 等 价 无 穷 小 替换 公式 e* 一 1~x 的 形式 

(3) 当 极 限 表示 为 同一 个 “函数 "为 变量 时 , 作 变 量 替换 ,从 而 简化 极限 ， 

方法 2 洛 必 达 法 则 

当 极限 型 是 也 或 之 时 ,就 可 以 运用 洛 必 达 法 则 ,并 且 可 以 连续 多 次 使 用 ,只 要 是 号 或 宇 。 
但 需要 注意 的 是 ,应 用 洛 必 达 法 则 前 ,采用 蔡 换 , 先 算 的 方法 , 尽 可 能 将 极限 化 成 比较 简单 的 
形式 ,确保 运用 治 必 达 法 则 后 ,有 更 简单 .明确 的 极限 形式 。 

方法 3 公式 法 

计算 函数 极限 时 ,可 考虑 运用 两 个 重要 极限 公式 和 等 价 无 穷 小 的 替换 公式 。 特 别 是 等 
价 无 穷 小 替换 公式 在 求 极限 时 起 到 十 分 重要 的 作用 。 

方法 4 放 缩 法 

当 极限 型 不 明确 时 ,可 考虑 放 缩 ,使 不 等 式 两 端的 极限 有 明确 的 极限 形式 ,再 求 不 等 式 
两 端的 极限 , 若 不 等 式 两 端的 极限 相等 ,根据 夹 逼 准则 ,得 到 所 求 函 数 极限 。 

方法 5 泰勒 公式 


当 极限 或 变化 后 极限 为 -或 工时 , 若 应 用 洛 必 达 法 则 变 得 更 加 复杂 ,其 他 方法 又 不 适合 


的 情况 下 ,可 考虑 利用 泰勒 公式 ,将 函数 展 成 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 关于 xz 的 多 项 式 ,再 求 极限 。 
常用 函数 的 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 : 当 x 一 0 时 ， 


er 证 
2! nl 


0 


1.2 函数 极限 的 求法 人 


hy 1 


Si 一 十 … 2m+1 2nt1 ) 。 
sin 并 一 工 ET 51™ er Fate )s 
S 1 2 加 了 Er 国 (= DD" 由 2n ) 
COS 工 2 py 到 1 Te 十 oz )5 
nl 
Ne ee i ed le NA 
2 3 n 


al(a— lm(a—n 二 + 1) 


nl 


or) 


(十 六" = 1Tar 二 于 十 … 十 


例 1.15 计算 下 列 极限 : 


(1) limam ne, 2 ; (2) limam 红 
03) lim<—z, ay ln oe 
i 二 0 他 


解 〈1) 当 z>a 时 ,极限 是 型 ,运用 洛 必 达 法 则 ,得 到 


sin 工 一 Sin w 


lim 人 一 limcos 工 一 cos a。 
(2) 当 >z~~co 时 ,此 极限 是 无 穷 小 与 有 界 函 数 的 积 , 于 是 


sin 27x 


lim lim 1 。 sin 2x = 0。 
EE 


Too ZX oo 


(3) 当 zcc 时 ,此 极限 是 三 ,但 不 能 用 洛 必 达 法 则 (分 子 与 分 母 导 数 比 的 极限 不 存在 ， 
也 不 是 无 穷 大 ) ,只 能 改 用 它 法 , 拆 分 得 到 


T— sinz ;Sin Zz 
1— lim 1 


lim L “sinz 一 1 一 0 一 1。 
工 


To Tc oo 
(4) 当 z>0 时 ,并 非 是 不 确定 型 ,而 是 无 穷 大 与 非 零 极限 的 积 ,于 是 有 


lim a ee = lim 。(1 十 cos z) = co。 
TO 并 Ze0 下 


注 计算 函数 极限 要 注意 两 个 问题 : 
(1) 自 变量 的 变化 趋势 ; (2) 判断 极限 型 。 
求 极限 的 每 一 步 都 需 判 断 极限 型 ,若是 不 确定 型 , 需 判 断 是 哪 类 不 确定 型 ,进而 采用 相 


应 的 方法 。 同时 ,在 运用 洛 必 达 法 则 之 前 ,一 定 要 检验 是 否 是 二 型 ,或 二 型 ,不 然 不 要 用 洛 必 


达 法 则 的 。 
例 1.16 计算 下 列 极限 : 
CD lim EV (2) lim 
= .ab 
CD) li WW li pe 
解 (1)【 方 法 1 极限 中 含有 根 式 ,分 子 有 理化 
lim 1 十 工 一 V1 一 工 lim Ed lim 2 
0 工 一 0Z(VWI 十 工 十 VI 一 z) ~ Viz+ VIi—z 
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【方法 2 极限 是 马 型 ,应 用 洛 必 达 法 则 ,得 到 
Vitz— Viz mm 条 三 ] js 
3 "2 V1I 十 z 2V1 一 并 


【方法 3] 分 子 提取 V1 一 zx ,将 分 子 化 成 等 价 无 穷 小 蔡 换 公式 (1 十 xz)" 一 1~az 的 形式 ,于 


lim 


0 


是 有 
| 三 = 1] 
lim te Vz lim 下 一 < 一 人 ( 先 算 VI 一 的 极限 ) 
/1 二 z_1 人 | 2 外 1 
和 一 这 。 l=—% 
lim lim 
-0 >0 TX 
1 25 
Ni 
I*0 T 
【方法 4 添加 项 , 拆 分 ,将 分 子 化 成 等 价 无 穷 小 替换 公式 (1 十 z)" 一 1 一 az 的 形式 ,于 
是 有 
首 总 4 | 是 
0 I Eee TT 
lim Mi+z—1_ lmVi-z—!1 
I*0 I 了 0 TX 
到 到 (一 z) 
lim lim ls 
I*0 TX I*0 TT 


(2) 分 子 提取 ew*, 将 分 子 化 成 等 价 替换 公式 e* 一 1~z 形式 ,有 
lim 和 二 一 lim 《6 一 上 D( 先 计算 ems 的 极限 ) 


0 如 TO T 


in 1i Ll— 06% 1 
0 区 a 2 372 6° 

(3)【 方 法 1] 将 寡 指 函数 xz” 作 恒 等 变换 ,化 为 指数 函数 , 即 x* 一 1 二 e™* 一 1, 从 而 化 成 
等 价 替 换 公式 e* 一 1~~z 形式 ,因此 有 


rmz — 1] 


| ee 
im 
人 zln I i zln I zl rln 并 


【方法 2] 将 极限 变形 ,有 lim 志 二 一 im 车 一, 变量 表示 为 ,于 是 作 变量 替换 , 令 x 一 
~1Zin Tx linz 
,显然 当 zx>1 时 ,tl1。 从 而 有 


Zln 工 


1。 


一 1 | 


lim 二 L lim < 


lim 1。 
1 Zln 工 zl ln zx ml lnt 
【方法 3] 运 用 洛 必 达 法 则 有 
E 一 虽 I 
lim lim limr 1。 


a*l 工 ln 工 1 1 十 ln z 1 


(4)【 方 法 1 分 子 和 分 母 分 别提 取 刀 和 大, 将 其 化 成 等 价 替 换 公 式 必 一 1 一 zln a 的 形 


1.2 函数 极限 的 求法 分 
式 , 于 是 有 


2 
2 ay 
A 
ji lim lw Ln 6 ,0” 的 极限 ) 
0 (a —b) 0 27 (2) 
b [ 2| 一 1 
b 
2 
对 | 一 1 
lim (# ) lim x’[lIna—lnb] 1 
ofa jl 一 了 [na 一 mn 和 lna—lnob” 
b 
[Lo 一 
【方法 2] 作 恒 等 变换 , 变 成 以 e 为 底 的 指数 函数 ,提取 ,最 后 化 成 等 价 蔡 换 公式 把 一 1 一 
工 的 形式 ,从 而 有 
1 a = 1 ea — Erinb i EInb (Er na-inb) 一 1) 
un (a py ey (em 一 em ny em CGO — 1 )? 
ti ee ji x:(Ina— lnb) 1 
ze0 《ertne 人 一 1)2 z=0 [zx(lna— ln 6b)J 


lIna—lnb" 


注 例 1.16(1) 的 [方法 1] 和 【方法 2] 是 比较 简单 的 ,之 所 以 提 到 [方法 3】 ,是 因为 有 些 
有 理化 过 于 复杂 。 例 如 对 VI 十 zx" 一 VI 十 z* 有 理化 是 不 可 想象 的 ,但 车 经 过 提取 ,将 其 转化 
成 等 价 蔡 换 公式 (1 十 xz)" 一 1~az 的 形式 ,处 理 起 来 将 变 得 简单 些 。 例 如 : 

limz (YI 二 二 一 罗干 三 ) 一 limz | /一 ] 


jm ME Tey 
—limz’ 人 IE 


间 
iimz Vitz [or] 


ee dr 3 
elm MIT 


6x°+8zxs —4x 1 
(Le 


3。 
诚然 ,此 题 可 用 泰勒 公式 法 ! 鉴于 此 部 分 是 研究 有 理化 方法 ,所 以 这 里 就 不 再 给 出 用 泰 
勒 公式 求 此 极限 ,有 兴趣 的 读者 自己 去 完成 。 


a . Vi 二 tan xz— Vitsinz 

例 1.17 计算 lim zr I 

解 ”分子 有 理化 ,分 母 提 取 x, 并 作 等 价 无 穷 小 替换 ,得 到 
i Titwnz— /lit enz li 

ee x V1 十 sinzz 一 工 


0 


1 二 tno— /lanz 
wT En = 


tan 工 一 sinz 
2 lim 


"0x sinz(Vlittan zt Vl sin xz) 
二 证 所 tan 工 一 sin 工 


0 


1 
1i tan Z(1 一 cos zx) 1 
im 5 lim 。 
x0 工 


i: 1 
3sin z 十 zzcos 一 
和 


例 1.18 计算 un (1 十 cos z)ln (1 十 z)“” 
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解 对 jn (1 十 z) 利 用 等 价 无 穷 小 替换 ,对 1 十 cos xz 的 极限 先 算 , 再 拆 分 (利用 和 的 极限 
等 于 极限 的 和 ) , 则 有 


3sin zx 十 zx?cos 38in x + xc08 2 . 
lim lim lim ns Hlimzcos 
z=0 (1 十 cos x)ln (1 十 x) z=0 2z re0 27 z=0 I 时 
两 个 函数 和 或 差 的 极限 的 运算 性 质 


(1) 根据 极限 的 运算 性 质 可 知 : 两 个 函数 的 极限 都 存在 , 则 它们 的 和 或 差 的 极限 一 定 存 
在 ,其 极限 就 等 于 两 个 极限 的 和 或 差 。 

(2) 若 两 个 函数 的 极限 一 个 存在 , 另 一 个 不 存在 , 则 它们 的 和 或 差 的 极限 一 定 不 存在 。 

(3) 若 两 个 函数 的 极限 都 不 存在 , 则 它们 的 和 或 差 的 极限 不 确定 ,可 能 存在 也 可 能 不 
存在 。 

(4) 在 求 极 限时 ,将 一 个 极限 表示 为 两 个 极限 的 和 或 差 ( 拆 分 ) ,是 常用 的 方法 。 如 果 画 
数 表示 为 两 个 函数 的 和 或 差 ,能够 确保 一 个 函数 的 极限 存在 的 ,就 可 以 拆 分 , 若 另 一 个 函数 
极限 存在 ,整体 极限 存在 ,等 于 它们 极限 的 和 或 差 ; 若 不 存在 , 则 整体 极限 不 存在 。 


当然 ,如 果 两 部 分 极限 都 不 存在 ,就 不 要 拆 分 。 例 如 lim 一 J 就 不 能 拆 分 ,这 是 因为 


lim 二 和 limsinz 都 不 存在 。 
I*0X 0 TX 
例 1.19 计算 lim zsmz。 
zx-0t 


解 极限 是 0" 型 ,做 恒 等 变 换 , 用 e 抬 起 ,化 为 以 e 为 底 的 指数 函数 的 极限 ,从 而 转化 为 
求 指数 部 分 的 极限 。 利 用 函数 极限 性 质 (4) 和 替换 公式 sin x 一 zx, 得 到 


Inz 


EE | lim sin zln z lim zln z lim -i lim —z 

lim zsnz = lim esinzmz er er a Bt 1 

xz-0t z=0t 
例 1.20 计算 lim(1 十 er sin?x) Tims, 
解 极限 是 1” 型 : 
【方法 1 利用 重要 极限 公式 ,有 

与 lim ssian2z 
lim (1 十 er sin2z)Fess = lim (1+e sinx)rar Ts 一 Ee 一 eo 


0 0 


【方法 2] 利 用 便 等 变换 N=e" ,用 e 抬 起 ,化 为 以 e 为 底 的 指数 函数 的 极限 


Fs ] 
; x on ; lin (1+ersin2z) i ,2 2 
lim [1 十 er sin2zj]ress = limeresa 一 ec =lime x 一 e。 
x0 x0 


注 计算 1” 型 极限 ,可 采用 两 个 方法 ,一 是 利用 重要 极限 公式 ;二 是 恒 等 变 换 ,这 两 者 
没有 本 质 差别 ,但 相对 来 说 前 者 更 容易 些 。 但 无 论 哪 种 方法 其 目的 都 是 将 所 求索 指 型 极限 
最 终 转 化 为 以 为 e 底 的 指数 函数 的 极限 。 


例 1.21 计算 lim [zx 一 zx?In Q+E)]. 


解 极限 是 -= -= 型, 将 其 转化 为 由 或 三 型 。 做 倒 变换 , 令 t 一 二 , 则 


ba 


lim[z zln (1+ 士 ]] im [3 Bm G+)] 
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下 Ee 
lim 


一 人 二 注 证 ji YL 
0 2t 10 2(1 十 2) pm 


lim 


"0 


例 1.22 计算 极限 pe 


0+t zarcsin zx 
解 ”将 才 指 函数 经 过 但 等 变形 ,化 成 指数 函数 ,提取 ,再 将 分 子 化 成 等 价 无 穷 小 蔡 换 公 
式 @* 一 1~~x 和 1n (1 十 x)~z 的 形式 , 则 有 


vinz in sin 工 Gramz(ernzrznsnz 1) 


wim) ad 
lim lim lim 
ot zarcsin 工 ze0t 2 + 元 
TX 
| ed | 
.Tn z—zln sinz .lnz—ln sin 工 Sin 工 
li 和 lim lim 
Ed xz-0t -0t I 
TT 
| s 
。 Sin 工 .sl 1 ek 六 
= lim = lim 一 -一 一 lim 二 一 。 
ot 工 ot TSin 工 er ”这 6 


注 在 上 述 例题 的 解 题 过 程 中 ,对 想法 和 做 法 给 予 详细 的 说 明 , 事 实 上 这 是 不 必要 的 。 
在 具体 解 题 过程 中 ,直接 计算 即 可 ,是 没有 必要 说 明 的 ,这 里 之 所 以 这 样 做 ,主要 是 因为 想 明 
确 求 极限 的 基本 思想 和 方法 ,这 样 有 利于 读者 的 阅读 理解 。 


例 1.23 计算 tim| f(t)dt, 其 中 f(x) 是 [0,1] 上 的 连续 函数 。 


解 由 于 f(z) 是 [0,1J 上 的 连续 函数 ,所 以 f(z) 在 [0,1] 上 有 界 , 即 存在 M 二 0, 使 得 
VxE[L0,1], 有 |f(z)| 三 M。 根据 积分 性 质 有 
M 


号 [1 | 
> Af 二 和 Re “dt = ， 
0 过 i erod|< 直 lercld<M| ed 四 


而 im -全 = 0， 所 以 lm | iPod = 0。 


M 
Zz 十 1 

» ,zln (1—2z*)+6(z—sinz) 
例 1.24 计算 lim 。 


5 
Xz 


分 析 此 题 极限 是 全 型 ,如 果 用 洛 必 达 法 则 ,或 许 是 可 以 的 。 但 连续 用 五 次 洛 必 达 法 则 ， 


计算 量 太 大 ,更 何况 分 子 的 导数 越 来 越 麻烦 ,以 至 于 无 法 计算 下 去 ,于 是 考虑 使 用 泰勒 公式 
解 将 函数 展 成 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 关于 z 的 泰勒 公式 


ln (1—z’) 一 一 12 一 去 z 十 oz)， 于 是 zln (1 一 x?) = 一 xz 一 去 说 十 oz; 


Sin 工 三 = 十 坷 天 十 o(zs)， 于 是 6(z 一 sin x) 一 悦 一 而 呈 十 oz)。 


31 
所 以 
“ll 5 s_1,s 
jm A D2) + 6 sing) ji [-* -a +o)]+[* -zr + )] 
I*0 Xs eg rs 
Ee 及 
es 2 320 十 DZ ) 1 1 11 
un 大 2 20 一 20° 
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关于 函数 展 成 几 阶 泰勒 公式 的 说 明 

在 计算 极限 时 ,利用 泰勒 公式 将 函数 展 成 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 关于 xz 的 泰勒 公式 ,应 该 展 
成 几 阶 泰勒 公式 , 即 展 到 哪 项 为 止 ,是 由 展开 项 对 极限 是 否 有 影响 决定 的 。 如 果 此 项 对 极限 
没有 影响 ,而 前 一 项 有 影响 , 那 就 应 该 展 到 前 一 项 为 止 ,而 且 余 项 不 影响 极限 值 ! 

在 例 1. 24 中 ,分 子 的 sin zx 展 到 zs 为 止 ,而 In (1 一 zx*) 展 到 x 为 止 ,这 是 由 于 


zln (1 一 了 2) 十 6(z 一 sinz) 台 瑟 十 ocx)， 


当 z~0 时 ,极限 是 由 一 其 决定 的 ,与 o(zs) 无 关 ( 不 影响 极限 值 ); 如 果 sin zx 展 到 xz ,而 


ln (1 一 zz?) 展 到 x 为止 , 则 有 


11 s_279 ， 7 
207 8407 v(x 3 


zln (1 一 zz) 十 6(z 一 sinz) 


此 时 极限 仍 是 由 一 其 决定 的 ,与 二 29? 十 o(z7) 无 关 ( 不 影响 极限 值 ), 所 以 各 自 多 展 一 


840 
项 是 没有 任何 意义 的 。 
如 用 泰勒 公式 计算 极限 im 人 二 过 。 丽 数 In (1 十 x) 的 泰勒 公式 是 


二 3 + Tz 十 … 才 CC DT Fo ys 
由 于 分 母 是 zx, 所 以 将 In (1 十 zx) 写成 一 阶 泰勒 公式 就 可 以 了 , 即 In (1 十 x) 二 x 十 o(z), 从 


而 有 


ln(l+zx)=7x 


| 。 工 十 o(z) 
lim lim 


x0 2 x0 


1 二 lim 202) 
-0 xT 


机 
如 果 将 两 数 In (1 十 zx) 写成 二 阶 泰勒 公式 , 即 In (1+z) 一 zx 一 立 也 十 oz) ,从 而 得 到 


2 2 
和 一 下 2 
lm + 一 im 一 2 11 tim( yz )+ lim 7 ts 
0 过 -0 EE 0 2 re0 并 


多 展 的 一 项 与 分 母 x 商 的 极限 是 0, 不 影响 极限 ,所 以 多 展 的 一 项 是 没有 任何 意义 的 ,于 是 
ln (1 十 z) 展 到 一 阶 为 止 ! 


1 十 去 忆 一 Vi 下 二 
又 如 求 极限 lim 


1 
motan2zr(cos 工 一 er ) 


wa 一 Ja 一 区 十 朱 


nl 


(1 二 zx)* =1+ or 二 人 十 … 十 x oC"), 


疏 十 zx 的 泰勒 展开 式 是 


x 


| 和 1 业 1 
本 人 1 ， nF 2) ， 
(二 1+3z 十 i be a 


如 果 展 成 一 阶 泰勒 公式 , 即 


(+zx)# = 1 十 去 习 十 oz?)， 
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则 有 1+37— V1 十 妇 一 o(z2) ,显然 分 子 极限 与 余 项 oCz:) 有关, 所 以 展 到 一 阶 是 不 够 的 ， 
因此 应 该 至 少 展 到 二 阶 , 即 
(1+z)t = 1 十 去 要 一 到 a 


则 有 1 二 二 x 一 VI 可 一 一 二 zx' 十 oCz') ,显然 分 子 的 极限 是 由 一 二 zx 决定 的 ,与 余 项 


o(z4) 无 关 。 所 以 将 1 十 xz 展 成 二 阶 泰勒 公式 就 可 以 了 ,自然 不 必 展 成 三 阶 的 。 
In (1+et) 
In dt) ] 丰 


例 1.25 设 [四 表示 不 超过 的 最 大 整数 , 试 确定 a 的 值 ,使 jm 
在 ,并 求 此 极限 。 

解 当 z->0+ 时 ,[z] 一 0; 当 z =0- 时 ,[z] 一 一 1, 所 以 应 分 别 求 z-=0+ 和 xz-=0- 时 的 
单 侧 极限 。 由 于 


ln (1 十 时 ) | 
li +e[a] lim 2 2 lim SS =—a; 
in (oT Ce “ 


EC 和 2、 := 二 ; 
i re] lim ln (1 十 er) lnGI 十 e) _ 


Ded ne le 
所 以 a 二 一 2, 且 极限 值 是 2。 
计算 函数 极限 方法 综述 


计算 函数 极限 ,首先 确定 变量 的 变化 趋势 ,其 次 确定 极限 型 。 

情形 1 确定 极限 型 

(1) 车 极限 是 针 或 王 型 : 不要 急于 应 用 洛 必 达 法 则 ,而 是 考虑 简化 极限 ,替换 、 先 算 ,有 
理化 变量 代 换 等 ,使 其 极限 有 更 加 简单 的 形式 ,然后 再 利用 洛 必 达 法 则 (如 果 有 必要 )。 

(2) 若 极限 0， 或 == 士 == 型 , 可 以 通过 适当 变换 ,使 其 变 成 或 王 型 。 

(3) 车 极限 是 1” 型 : 利用 重要 极限 公式 ,于 是 

limf (ze = lim {1+[/(7) 1} = 

其 中 f(z) 一 1,g(x)>00 (x>A)。 


(4) 车 极限 是 1” ,0° 或 oo° 型 : 客 指 型 极限 ,应 用 恒 等 变 换 公式 N=e" ,用 e 抬 起 , 变 
成 以 e 为 底 的 指数 函数 (外 函数 ) ,再 求 指 数 部 分 的 极限 : 


li (zn fr) 
limf (x)*® = em 
>A 


lim [f(2)—1Jg(z) 
Ea » 


(5) 当 极限 或 变化 后 极限 为 忆 或 宇 时, 应 用 洛 必 达 法 则 变 得 更 加 复杂 ,其 他 方法 又 不 和 


合 , 考 虑 利用 泰勒 公式 ,将 函数 展开 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 关于 zx 多 项 式 ,再 求 极 限 。 

情形 2 无 法 确定 极限 型 

如 果 函 数 极限 无 法 确定 极限 型 ,通常 利用 放 缩 法 ,放大 和 缩小 ,使 不 等 式 两 端 有 明确 的 
极限 型 ,再 求 不 等 式 两 端的 极限 。 当 然 , 放 大 和 缩小 的 目的 是 便于 求 不 等 式 两 端的 极限 , 同 
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时 ,放大 不 要 放 得 过 大 ,缩小 也 不 用 缩 得 过 小 ,否则 不 等 式 两 端 极 限 不 等 ,对 求 此 函数 极限 是 
没有 任何 意义 的 。 

情形 3 无 定义 点 、 分 段 函数 的 分 段 点 的 极限 

当 遇 到 无 定义 的 点 的 极限 无 法 确定 ,或 分 段 函数 的 分 段 点 的 极限 ,往往 考虑 求 这 点 的 左 
极限 和 右 极 限 ,以 此 确定 这 点 的 极限 。 


练习 题 1-2 
1. 计算 下 列 函 数 的 极限 : 


3 
(1) limz( VETI—z); (2) 各 A 
了 十 oo 了 人 /和 十 3zx 一 1 一 57x 
| sin 工 一 tan 工 
3 tim (Leot +); (4) lim 
-0X\T "0( 1 Ne 


—C-z)ls (+z), 


(5) lim (z 十 ec)+; (6) lim 
A 2 Sin 工 
07) im 一 so>0)， (8) lim(sin z)mzi 
z 
(9) imeotz 人 (5 1 一 )， (10) im 人 (过 一 -1 )， 
sinzx ZX lx e—l 
p> : 站 
(GD limn 一 一 一 一 一 一 ， (12) tin (7); 
™0o V1 十 zsin x— Vcos 工 2 和 一 十 了 一 
(13) lim -1 一 veos 并 ， (14) lim 一 ya 十 vz 一 ao>o) 
-0 +z(1 一 cosVZ) at+ Vr 一 CE 
(15) im ln (1 十 2*)ln +) (16) lim zln (zsin +); 
Ee | 
人 7 Im ee ia， 
pa Wai ss 
BOs 9 1 .1l—cosx Vcos 27 
(197 Br——— ey (20》 Bn — oa 
0 Sin Zz 0 1 一 cos 3z 
2. 利用 变量 替换 法 计算 下 列 极限 
(1) lim (sin 三 +eos +); (2) limtan Cin 2)— sin Csin 2). 
了 ToD Xz ° I*0 I 
3. 利用 泰勒 公式 求 下 列 极限 : 
一 二 
(1) lim (Yr Ta — Yr a); (2) limri 一 caeos cs 
Pe (1 一 cos z)Lz 十 In (1 一 z)j 


1+ 二 之 一 Vi 二 
(一 一 一 (4) lim 
on (1 08 BY -0 


4， 利 用 夹 天 准则 计算 下 列 极限 ， 
GD 求 lmz [三 ] ([ 宇 ] 表 示 不 超过 的 最 大 整数 ]， 


wan z—x(ltx) 
6 


1.3 函数 的 连续 性 全 


(2) 来 lim | 了 ee 一 -一 d 


下 | sin 上 | dz 
(3) 求 lim ; 


| tf (Ddt 


(4) 求 lim ,其 中 f(z) 是 有 界 函 数 。 
5. 利用 单 侧 极 限 , 求 下 列 函数 一 点 的 极限 : 


2 十 ef , sinz 
G) im per zj }): 


4,3 函数 的 连续 性 


一 、 基 本 概念 


定义 7 函数 在 一 点 连续 有 两 种 定义 方法 : 
(1) 若 limf(z) 一 zxzo), 则 称 f(x) 在 点 zo 连续 ,ze 是 函数 f(x) 的 连续 点 。 


(2) 设 Ax==x 一 x0,Ay 二 f(xo 十 Ax) f(zo) ,车 limAy 二 0, 则 称 f(z) 在 点 xo 连续 。 
定义 8 车 limf 了 (xz) 三 f(zo), 则 称 f(x) 在 点 zx。 左 连续 ,ze 是 函数 f(x) 的 左 连续 点 ; 


0 


若 lim f(z) 三 f(zo), 则 称 f(x) 在 点 ze 右 连续 ,ze 是 函数 f(x) 的 右 连续 点 。 


定义 9 间断 点 ”函数 的 不 连续 点 都 称 为 间断 点 。 
注 函数 f(x) 在 点 zo 连续 需要 满足 三 个 条 件 : 
@f(z) 在 zx。 有 定义 ; @limf(z) 存 在 ， @@ 极 限 值 等 于 函数 值 jim f(x) 二 f(x0)。 


若 函 数 在 这 点 不 满足 任何 一 条 ,该 点 就 是 间断 点 。 也 就 是 说 : 没 定义 的 点 一 定 是 间断 
点 ;极限 不 存在 的 点 也 是 间断 点 ;极限 存在 但 不 等 于 函数 值 的 点 还 是 间断 点 。 

定义 10 间断 点 分 类 : 

(1) 第 一 类 间断 点 : 左右 极限 都 存在 的 间断 点 , 称 为 第 一 类 间断 点 ; 

(2) 第 二 类 间断 点 : 左右 极限 至 少 有 一 个 不 存在 的 间断 点 , 称 为 第 二 类 间断 点 。 


第 一 类 间断 点 


间断 点 分 类 
第 二 类 间断 点 


定义 11 


可 去 间断 点 : 
跳跃 间断 点 : 
无 穷 间 断 点 : 
振荡 间断 点 : 
在 区 间 上 连续 ”如 果 函 数 在 区 间 内 的 每 一 点 都 连续 , 若 区 间 包 括 端点 , 左 端点 


lim f(z)= Wf) 了 (zo) ,或 无 定义 


Ene 


lim f(x) im Fn 


0 


Mn fe lim f(x) 至 少 有 一 个 是 无 穷 大 


0 


一 


tim f(z), lim f(z) 因 振荡 不 存在 


Ce Ee 


右 连 续 , 右 端点 左 连续 , 则 称 函 数 在 区 间 上 连续 。 


定义 12 


徊 函数 ,指数 函数 、 对 数 函 数 、 三 角 函 数 、 反 三 角 函 数 统称 为 基本 初等 函数 ;基本 
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初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 、 复 合 运算 得 到 的 ,可 用 一 个 式 子 表示 的 函数 称 为 初等 函数 。 
二 、 基 本 结论 


定理 15( 连 续 的 充 要 条 件 ) 函数 在 一 点 连续 后 函数 在 这 点 既是 左 连续 又 是 右 连续 , 即 
limyf(z) = fC Slmf() = fr) 且 limfz) = fz), 


x 


定理 16( 连 续 函 数 性 质 ) 若 f(z) 和 g(x) 在 点 xo 连续 , 则 它们 的 和 、 差 . 积 、 商 (分 母 函 
数值 不 为 零 ) 和 复合 函数 在 点 zx。 都 连续 。 

定理 17( 初 等 函数 连续 性 ) 一切 初 等 函数 在 定义 域内 的 区 间 上 都 是 连续 的 。 

事实 上 ,在 很 多 情况 下 ,我 们 判断 函数 是 否 连 续 ,都 是 以 定理 17 为 依据 的 。 例 如 函数 

f(x) 一 sin(e 十 ln 工 十 arctan z) 

在 点 z= 二 1 是 连续 的 ,这 是 因为 f(x) 是 初等 函数 ,zx 二 1 是 定义 域内 的 点 ;同样 f(x) 在 区 间 
[1,100] 上 是 连续 的 ,这 是 由 于 f(x) 是 初等 函数 ,[1,100] 是 定义 域内 的 区 间 。 

常见 的 非 初 等 函数 : 符号 函数 ,最 大 值 和 最 小 值 函数 , 取 整 函数 ,小 数 函 数 等 。 

注 事实 上 , 绝 大 多 数 分 段 函数 都 是 非 初等 函数 ,只 有 极 个 别 的 分 段 函 数 是 初等 函数 ， 
例如 
萄 05 
= 
是 分 段 函数 ,此 函数 还 可 以 写 出 f(x) 二 Vz ,显然 是 初等 函数 。 

为 方便 起 见 ,我 们 并 不 鉴别 分 段 函数 是 不 是 初等 函数 ,都 不 加 区 别 的 看 作 非 初等 函数 ， 
因此 以 后 所 说 的 非 初 等 函数 包括 分 段 函数 ,这 对 研究 函数 性 质 比 较 方 便 。 

定理 18( 闭 区 间 连 续 函 数 性 质 ) 

(1) 有 界 性 若 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 , 则 f(z) 在 [a,5] 上 有 和 界 , 即 3 M0， 
使 得 YrzE[La,bj], 有 |f(x)1<M; 

(2) 最 值 性 ” 若 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [La,5] 上 连续 , 则 f(x) 在 [a,b5] 上 可 以 取 到 最 大 值 和 
最 小 值 ; 

(3) 介 值 性 若 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ,m 和 M 是 f(x) 在 [a,5j 上 的 最 小 值 
和 最 大 值 , 则 对 任意 的 pw: m 壹 y 壹 M, 3cELa,bj, 使 得 f(c)==p。 

定理 19( 零 点 定理 ) 若 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,65] 上 连续 , 且 f(a)f(5) 二 0, 则 存在 &€E 
(a,6) ,使 得 f(&)==0。 

推论 1 车 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ,上 且 f(a)f(6) 三 0, 则 存在 sE [ao 使 得 
f(®=0。 

推论 2 设 函 数 f(z) 在 区 间 1 上 连续 ,车 存在 a,5E1, 有 f(a) 了 (5) 二 0, 则 存在 &€ 
(a,6) ,使 得 f(&)==0。 


三 、 基 本 方法 


题 型 4 讨论 函数 的 连续 性 、 求 函数 的 间断 点 ,判断 间断 点 所 属 类 型 
1. 讨论 函数 的 连续 性 : 

讨论 函数 的 连续 性 ,需要 做 如 下 工作 : 

加 求 出 间断 点 ,并 指出 所 属 类 型 ; @ 指 出 连续 区 间 。 


fw -lzl=1 


| 人 
2. 求 间 断 点 具体 方法 : 


(1) 无 定义 点 一 定 是 间断 点 ,是 哪 类 间断 点 需要 通过 求 这 点 的 极限 ,或 左右 极限 来 
确定 。 

(2) 分 段 函 数 的 分 段 点 (分 界 点 ) 可 能 是 间断 点 。 分 段 点 是 否 为 间断 点 ,以 及 是 哪 类 间 
断 点 ,同样 需要 通过 求 这 点 的 极限 或 左右 极限 来 确定 。 

通过 上 面 阐述 可 知 , 不 论 是 讨论 连续 性 ,还 是 求 函数 的 间断 点 ,都 是 先 找到 函数 的 两 类 
点 : 无 定义 点 ;分 段 函数 的 分 段 点 ,然后 求 这 两 类 点 的 极限 。 通 过 这 些 点 的 极限 断定 无 定义 
的 点 是 哪 类 间断 点 ;分 段 点 是 否 是 间断 点 ,若是 间断 点 ,是 哪 类 间断 点 。 

例 1.26 设 函 数 


a <0, 
ln (1 十 z)，Z 之 0， 
求 f(z) 的 间断 点 ,并 指出 间断 点 所 属 类 型 。 
解 ” 一 个 分 段 点 z=0, 一 个 无 定义 的 点 z= 一 1。 由 于 
f(0+) = limf(z) = lim ln (1 十 z) 一 0; f(0) = limf(zx) = lime = e; 
I*0 


z=0t 0 0 


(一 1+) 一 lim f(x) = lim eh = co。 


| we—l 
所 以 f(z) 在 z=0 的 左右 极限 都 存在 但 不 相等 ,是 跳跃 间断 点 ,或 称 第 一 类 间断 点 。z 一 一 1 
是 无 穷 间断 点 ,或 称 第 二 类 间断 点 。 
注 所 并 非 等 于 = ,这 是 因为 e 中 的 c= 没 有 明确 是 十 cs ,还 是 一 =, 如果 确定 是 十 =， 
则 e ”一 十 cc; 如 果 确 定 是 一 2 , 则 e “一 0。 尽 管 1 不 是 分 段 点 ,但 由 于 该 点 的 左右 
i ld 


例 1.27 讨论 函数 /Cz) 一 im 而 一 的 连续 性 ， 若 有 间断 点 ,指出 间断 点 类 型 。 


解 当 |z| 二 1 时 ,f(zx)=1; 当 |zx| 之 1 时 ,f(z) ZX; 当 z=1 时 ,f(zx)=0; 当 zz 1 
时 ,了 f(z) 三 1, 所 以 函数 f(z) 的 表达 式 为 
ek rt 
1, T=—1， 
f(x)= 41, 一 
0， 工 一 1， 
a 让 二 下 二 直 o59 
f(z) 是 分 段 函数 ,分 段 点 为 z= 一 1 和 xz 王 1。 由 于 
f= lim Foz) = lim (一 z) 一 1， 帮 1) 一 lim Foz) 一 liml=1; 


yx 一】 zl 一 一 


(1 ) 一 二 二 EY Loe) lim ( 元) 


zlt 


所 以 z= 一 1 是 连续 点 ,x 二 1 是 跳 路 间断 点 ， 函数 /Cx) 在 (一 oc， 1)U(1, 十 cc) 上 连续 。 

注 讨论 函数 的 连续 性 ,对 用 极限 形式 表示 函数 的 函数 ,其 关键 是 根据 变量 x 的 不 同 取 
值 范围 ,确定 极限 值 ,从 而 确定 函数 的 表达 式 。 也 就 是 说 ,讨论 函数 的 连续 性 , 求 出 函数 的 表 
达 式 是 必须 的 ! 
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Tz, x<0 

例 1.28 求 函数 f(x) 一 1 的 间断 点 ,并 指出 间断 点 类 型 。 
ln (1 十 z) 十 sin a > 过 0 

解 无 定义 点 : 

当 工 二 0 时 ,f(z) 于 一世, 由 sin rz 一 0 得 到 z 王 一 1, 一 2,…; 


当 z>0 时 ,jz 一 In (1 十 z) 十 sin 5, 由 z 一 1 一 0, 解 得 z 一 1。 所 以 丙 数 /(z) 在 


1, 一 1, 一 2,… 是 无 定义 点 ,当然 是 间断 点 。 
函数 f(x) 的 分 段 点 : 0 是 分 段 点 。 


当 z 一 一 2, 一 3,… 时 ,limy7(z) 一 二 二 一 co, 即 是 无 穷 间断 点 ; 


.3 
sin nz 


3 2 
人 
当 z 1 时 , lim 二 = lim = 
zlSinN TZ re-INCOS AT 


当 z=1 时 ,limf(z)=lim [In (1 十 zx) 二 sin 元 ] 不 存在 ,振荡 间断 点 ， 
当 z=0 时 ,由 于 
Fo = lim 于 = 二 ， f(07) = lim [na Hx) 十 sin 二 二 ] sin (一 1)， 
所 以 z=0 是 跳跃 间断 点 。 

注 一 般 地 ,在 讨论 函数 连续 性 时 ,通常 要 确定 函数 的 表达 式 , 然 后 找 出 无 定义 点 和 分 
段 点 ,并 求 其 极限 。 在 求 极 限时 , 若 该 点 是 分 段 函 数 的 分 段 点 ,只 能 求 这 点 的 左 极限 和 右 极 
限 。 有 时 即使 不 是 分 段 点 ,但 是 当 直 接 求 这 点 的 极限 ,而 没 办 法 确定 时 ,同样 也 需要 分 别 求 
左 极 限 和 右 极 限 。 

讨论 函数 的 连续 性 、 求 函数 的 间断 点 .间断 点 所 属 类 型 方法 综述 

(1) 对 已 知 表达 式 的 函数 而 言 , 首 先 求 两 类 的 点 : 无 定义 点 ,分 段 点 ,其 次 求 这 些 点 的 极 
限 (或 左右 极限 ) ,根据 极限 ,判断 无 定义 点 是 哪 类 间断 点 ,分 段 点 是 否 是 间断 点 ,若是 ,是 哪 
类 间断 点 ;最 后 指出 连续 区 间 ( 去 掉 间 断 点 剩余 的 区 间 ) 。 

(2) 对 未 知 表达 式 的 函数 而 言 ,如 用 极限 表示 的 函数 ,方程 表示 的 函数 ,或 两 个 已 知 函 
数 的 复合 等 ,车 讨论 函数 的 连续 性 ,必须 求 出 函数 的 表达 式 ,其 他 工作 与 (1) 相 同 。 

(3) 对 抽象 函数 而 言 ,一 般 是 没 办 法 求 出 函数 表达 式 的 ,更 多 是 讨论 指定 点 的 连续 性 ， 
问题 的 实质 成 为 求 抽象 函数 在 一 点 的 极限 ,具体 见 1. 4 节 题 型 7。 


二 ,是 可 去 间断 点 


0 


练习 题 1-3 
1. 讨论 函数 /(z) 一 lim 证 小 专 的 连续 性 。 
mo 他 
es 十 1， ZX<0, 
2. 讨论 函数 f(x) 二 1， 工 二 0, 的 连续 性 。 


1 十 zsin 本 zx>0 
这 
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3 讨论 坝 数 /(z) 一 - 1 一 的 连续 性 。 
= 
1， Zz>0， 让 一 区 中 
4. 设 f(z)= Ca 
fe 多 人 z<1， 


(1) 证 明 : gsLFGz)]=1 一 FGz); (2) 求 FLsg(Cz)] 的 间断 点 ,并 指出 间断 点 的 类 型 。 
5. 求 函数 f(z) 一 于 -的 间断 点 ,并 指出 间断 点 的 类 型 。 


Sin 工 
6. 求 函 数 /() 一 二 于 二 的 间断 点 ,并 指出 间断 点 的 类 型 和 连续 区 间 。 
7. 确定 a 和 的 值 , 使 函数 /(z) 一刀 一 二 一 ;有 无 穷 间断 点 x 一 0, 有 可 去 间断 点 
XxX—a)(z—1) 
X=1。 
sn i Ss i 人 0， Z<<0， 和 i 
8. 设 f(z)=[ ”| sn) | 0 确定 a, 的 值 ,使 得 丽 数 F(x) 
J(z) 二 g(z) 在 (一 co, 十 cc) 上 连续 。 
2 <0， 
COS, 
9. 求 函 数 f(z) 一 | “ 1 的 间断 点 ,并 指出 间断 点 的 类 型 。 
sin 2 一 1， zx>0 
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题 型 5 未 知 常数 的 确定 
基本 方法 : 建立 含有 未 知 常数 的 等 式 。 
未 知 常数 可 能 出 现在 下 列 两 种 情形 中 : 
1. 极限 中 的 未 知 常数 

(EY 


(1) 如 果 极 限 是 分 式 形式 , 且 limeCzy 一 人 : 车 g(x) 站 0, 则 limf (x) 一 0, 从 而 建立 一 个 
等 式 ; 如 还 需 建立 等 式 , 可 以 将 求 得 的 未 知 常数 代入 极限 等 式 中 ,确定 另外 一 个 常数 ;或 用 洛 


必 达 法 则 ,出 现 新 的 极限 等 式 , 即 lim 人 (加 一 ,再 利用 这 个 方法 。 


(2) 如 果 极 限 是 分 式 的 形式 , 且 lim 从 她 一 Az0; 若 /(z) 一 0, 则 limg (zx) 二 0, 从 而 建立 


g(x) 

一 个 等 式 。 

(3) 如 果 极限 是 积 的 形式 , 且 limf (zx)g (zx) 一 A: 车 g(z)> 吕 , 则 limf (xz) 二 0, 从 而 建立 
一 个 等 式 。 

(4) 利用 泰勒 公式 ,将 函数 展 成 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 关于 z 的 多 项 式 ,根据 极限 值 确定 未 
知 常数 。 

2. 函数 中 的 未 知 常数 

(1) 连续 性 : 已 知 函 数 连续 ,可 用 limf(zx) 二 f(zo) 建 立 等 式 ;已 知 zo 是 可 去 间断 点 ,可 
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Cs 全 nm f(x) 建立 等 式 。 


(2) 可 导 性 ; 已 知 函数 在 ze 可 导 , 可 用 (zo) 二 f(zo) 建 立 等 式 。 
(3) 等 价 性 ; 已 知 丙 数 f(z),g(z) 在 z 一 zo 时 是 等 价 无 穷 小 ,可 用 lim 妇 2 一 1 建立 


mm 区 ( 工 ) 
等 式 。 
确定 函数 中 的 未 知 常数 , 绝 不 是 只 有 连续 性 .可 导 性 和 等 价 性 ,还 有 许多 可 利用 的 条 件 
和 人 性质 建立 等 式 , 如 例 1. 32 的 可 去 间断 点 ,但 绝 大 部 分 最 终 都 表现 为 极限 中 未 知 常数 的 确 
定 ,特别 是 利用 无 穷 小 的 比较 建立 等 式 , 如 例 1. 33。 


例 1. 29 已 知 im[ 三 ty 一 az 一 外 一 0, 求 常数 <,0 的 值 。 
解 【方法 1] 提 取 z, 将 极限 变 成 积 的 形式 ,有 


1 
学 直 一 
se a | 0, 即 1 一 a==0, 从 而 有 a==1。 将 a=1 代 


2 
入 极限 式 中 , 则 lim (志和 一 + 一 6b] 一 0. 所 以 
2 “2 = 
a 


【方法 2] 通 分 ,将 极限 变 成 分 式 形式 , 即 
im (二 二 区 0 lim +1— (r+) (zt+1) 


zo\ZX 十 1 一 o 证 
ji (1 一 a)z2z 一 (ea 十 0 z 十 0 十 1 0 
ro 无 二】 
由 于 zco, 所 以 若 上 式 成 立 , 只 有 1 一 a 一 0,a 十 0 一 0, 解 得 一 1,0 一 一 1。 


例 1.30 若 lim [ 二 二 让 未 已 太 值 : 
0 br 一 sinz 十 在 


a 


解 ” 运 用 洛 必 达 法 则 


3 


二 2 k 2 
lim , [ 上 dt = lim -~ mm 
z=0 bx 一 Sin a z=0 b— cosr 


当 z>0 时 ,分 子 的 极限 为 0, 分 母 的 极限 lim(b coszr) 一 0. 即 0 一 1 一 0, 于 是 有 2 一 1。 将 0 一 1 代 
入 极限 式 中 ,有 


TX I 
2 
ER 
0 1— cosx z=0 1 2 a 
区 


所 以 wa 一 4。 
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a 


例 1.31 设 f(z)=lim 一 一 二] 是 连续 函数 , 求 a,b 的 值 。 
oo 这 J 


解 为 了 利用 函数 的 连续 性 ,首先 求 函数 的 表达 式 。 
当 |z| 过 1 时, f(x)=az? 二 bz; 


当 |z|>1 时 ,f(z)= 圭 ， 


当 z=1 时 ,7Cz) 一 二 (1 二 a 二 Di 


当 zx 1 时 , f(z) 一 方 ( 1 十 a 一 b)。 于 是 函数 f(x) 的 表达 式 为 


1/zs 一 co < 工 一 一 1， 
二 (一 1 十 ea 一念 ， 一 一 1， 
f(z) 一 1azr2 十 br， 一 荆 二 地 去 


到 Ga 十 包 ， ps 


/ws 1 
利用 函数 连续 性 ,f(zx) 在 z==1 处 连续 ,当然 右 连 续 ; 在 zx 一 一 1 处 连续 ,当然 左 连续 , 即 
lly: = Ps f= 
因此 有 去 (1 二 a+6) 一 1, 记 (一 1 一 ) 一 一 1, 解 得 a 二 0,6 一 1。 


2 
Te , 
例 1.32 已 知 z 一 0 是 丽 数 f(x) 一直 s4 二 Sn 各 一 Beinz 可 去 间断 点 , 求 常数 
nC(l+ 2 ) 
a 和 B。 
解 由 于 z=0 是 函数 f(x) 可 去 间断 点 ,所 以 lim 了 (x) 存在 。 因为 limln(1 十 xz?) 二 0, 所 


Mlim( V1 十 sinz 十 sin? zx 一 a 一 Bsinz) 二 0, 即 1 一 a 二 0, 解 得 a 二 1。 于 是 
jim fC) in TT nr TF ie 1 ~ Prine 
x0 0 ln(1 十 六 ) 
lm! 二 sinz+ sinz—1— 2Bsinr — B'sin’z 
本 人 十 sinz 十 sinz 十 1 十 psinz) 
lim (1—2p)sinz+ (1 —B’) sin’z 
0 (M1 二 sinz 二 sinzx 十 1 十 Bsinx) 
lim 上 二 26)sinz 十 Cl = i 
0 27 


—p2 
= im 上 + 二 全 
I*0 tr 


由 于 limf(z) 存 在 ,所 以 1 一 28=0, 即 8 上 所 以 当 s=1,8= 半 时 极限 存在 ,此 时 xz 一 0 是 


函数 f(x) 可 去 间断 点 。 
例 1.33 确定 常数 a,5, 使 得 cos4z 十 acos27z 十 0 是 关于 z 的 四 阶 无 穷 小 。 
解 【方法 1 由 已 知 条 件 可 知 : lim(Ccos4z 十 acos2z 十 6) 一 0, 从 而 有 1 十 a 十 6 二 0。 所 以 
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. COsS4T 二 acos2zx 十 b_ 1 cos4z 十 acos2rz 一 4 一 1 
lim lim 


0 5 0 党 

E (cos4z 一 1) 十 a(cos27z 一 1) 。 2 sin2z2z 一 2a sin:x 
1m | lim 3 

0 型 x0 

1 sin zx(—8 cos 2a) _ lim 二 8 oog 2 _C (Cz0), 
I*0 和 I*0 3 

根据 极限 性 质 , 有 一 8 一 2 一 0, 即 < 一 一 4,0 一 3。 
【方法 2 由 已 知 条 件 可 知 
Pe cos4 工 十 acos2 并 十 六 C (C0) 


0 x 


根据 极限 性 质 有 lim(cos4z 十 ccos2z 十 0) 一 0, 从 而 有 1 十 a 十 6 二 0。 运 用 洛 必 达 法 则 得 到 
jy COs4z + 5 tb fin 4sin4 工 一 2asin2 工 lin 三 l6cos4zx — 4acos2x c 
0 天 0 a x"0 12x? - 

根据 极限 性 质 有 : lim( 1l6cos4x 一 4acos2x) 二 0, 从 而 有 一 16 一 44= 二 0, 即 a 4,0=3。 

【方法 3] 将 函数 cos4z 和 cos2z 展 成 四 阶 泰勒 公式 , 即 


naOg nr 一 Ps 2 1 四 2 国 4 se a 2 32 4 人 
cos4 并 一 1 31 (47) 而 (47) oz 一 1 一 8z 十 3 工 4 


| 让 (2z) 广 op ns rh 


所 以 


cos4z 十 acos2z 十 0 一 1 十 4 十 0 十 (一 8 一 2a)z2: 二 (全 $a je' Holr')。 


由 于 cos4z 十 acos2z 十 0 是 关于 zx 的 四 阶 无 穷 小 ,所 以 有 1 十 a 十 6 二 0, 一 8 一 2a 二 0, 解 得 
4 一 一 4,0 一 3。 

求 未 知 常数 方法 综述 : 

确定 未 知 常数 ,关键 是 将 未 知 常数 建立 在 等 式 中 。 建 立 等 式 的 具体 方法 : 

(1) 根据 极限 性 质 ,用 确定 未 知 常数 的 基本 方法 (1) 一 (3) ,建立 等 式 。 

(2) 若 所 建立 的 等 式 是 恒等式 ,或 不 含 未 知 常数 (如 0 二 0 或 a 二 a), 这 对 求 未 知 常数 没 
有 意义 ,如 例 1. 30, 此 时 考虑 用 洛 必 达 法 则 后 ,再 用 确定 未 知 常数 的 基本 方法 (1) 一 (3) ,建立 
等 式 。 

(3) 利用 函数 性 质 建立 等 式 ,如 例 1. 31。 

(4) 利用 无 穷 小 的 比较 建立 等 式 , 如 例 1. 33 。 

(5) 求 两 个 未 知 常数 : 如 果 先 求 出 一 个 ,可 以 将 先 求 出 的 未 知 常数 代入 某 个 等 式 中 ， 
利用 这 个 等 式 求 出 第 二 个 未 知 常数 ,如 例 1. 30 和 例 1. 32; 如 果 确 定 两 个 未 知 常数 的 关 
系 , 可 以 用 一 个 表示 另 一 个 ,代入 某 个 等 式 中 , 求 出 其 中 一 个 未 知 常 数 ,进而 得 到 另 一 个 未 
知 常数 ,如 例 1. 33 的 【方法 11; 当然 也 可 以 建立 两 个 等 式 , 解 方程 组 , 求 出 两 个 未 知 常数 ， 
如 例 1. 31 。 

(6) 对 较为 复杂 的 问题 ,可 以 应 用 泰勒 公式 ,如 例 1. 33 的 【方法 3】, 将 函数 表示 为 带 有 
佩 亚 诺 余 项 的 关于 xz 的 多 项 式 ,利用 已 知 条 件 建立 等 式 。 
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题 型 6 计算 含有 变 限 积分 函数 的 极限 
基本 结论 : 
设 f(z) 在 [a, 妇 上 连续 , 则 积分 上 限 的 函数 B(x) 一 | /Cd 在 [a, 候 可 导 , 并 且 (x) 一 
fl | 
更 一 般 地 结论 : 设 /(zx) 连续 ,p(z) 与 Wz) 可 导 , 则 变 限 积分 函数 FCz) 一 [ou 
可 导 , 且 
F(z) = FLp(z)]w(Cz) 一 FLWCz)]wCz)。 


基本 方法 : 应 用 洛 必 达 法 则 ,将 变 限 积分 函数 转化 为 初等 函数 。 
例 1.34 求 下 列 含 变 限 积分 函数 的 极限 : 


1 2 
| ed cost dt 
(1) lim 一 一 了 (2) lim 一 一 一 一 一 


a or( ViTFI—1)" 
解 (1) 应 用 洛 必 达 法 则 ,使 分 子 变 成 初等 函数 ,从 而 有 


(2) 先 将 分 母 作 等 价 无 穷 小 替换 ,再 应 用 洛 必 达 法 则 


Pz? 2 
| cost2 dt | cost2 dt 
li 0 0 
1m 


lim 
rz(Vz+1—1) 全 0 工 


计算 含有 变 限 积分 函数 的 极限 方法 综述 : 


计算 含有 积分 的 极限 ,不 论 是 变 限 积分 函数 ( 例 1. 34) ,还 是 二 重 积分 ( 例 9. 9) 乃至 三 重 
积分 (练习 题 9-2 的 4 和 5) ,都 是 将 积分 部 分 通过 适当 变换 ,化 为 可 以 求 导 的 变 限 积分 函数 


上 ”Cod 的 形式 ,然后 应 用 洗 必 达 法 则 ,使 其 变 成 初等 丽 数 的 极限 .因此 说 求 此 类 型 的 极 


限 , 其 关键 将 积分 化 为 变 限 积分 函数 ,独立 出 现在 分 子 或 分 母 中 ,应 用 洛 必 达 法 则 ,使 其 转化 
为 初等 函数 的 极限 。 

对 一 些 比 较 复杂 的 积分 ,如 果 没 办 法 转化 为 变 限 积 分 函数 可 求 导 形 式 , 可 考虑 应 用 积分 
中 值 定理 , 见 例 9. 11。 

题 型 7 计算 抽象 函数 的 极限 

我 们 将 已 知 表达 式 的 函数 称 为 具体 函数 ;未 知 函 数 表 达 式 , 仅 用 一 个 符号 表示 的 函数 ， 
如 f(z), 称 为 抽象 函数 。 求 抽象 函数 的 极限 有 两 个 方法 : 

方法 1 变形 法 

所 谓 变形 法 就 是 对 所 求 极限 ,通过 变形 ,化 为 可 以 利用 已 知 条 件 的 极限 形式 ,或 变化 已 
知 条 件 , 获 得 简明 结果 ,利用 这 个 结果 计算 抽象 函数 的 极限 。 

方法 2 具体 函数 法 

所 谓 具体 函数 法 ,就 是 利用 极限 和 无 穷 小 的 关系 ,将 抽象 函数 表示 为 带 有 无 穷 小 项 
a(z) 的 “具体 函数 ”, 将 这 样 的 抽象 函数 代入 所 求 极限 中 ,从 而 得 到 所 求 的 抽象 函数 的 极限 。 
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例 1.35 计算 下 列 抽 象 函数 的 极限 : 


二 下 已 知 lm 二 ed 下 lim 1+ A] ; 
: i mn 
0 已 知 lim 元 (TI 一 cosz) 05 Et 


(3) 设 f(z) 具 有 连续 导数 , 且 lim 全 一 0,17(0) 一 4, 求 im [1+ 人 呈 ] 。 


解 (1D 【方法 1] 变 形 法 , 因为 lm 全 一 im 于 于 一 4, 所 以 jim 站 好 一 2。 由 于 
es , 
I 


COST r=0 
2 


lim/ (2) lim 一 2, 所 以 lim 帮 2 
Te0 


Er 0 


一 0, 于 是 


fz) 1 
六 议 


lim /2 


加 [+ 人 ] -加 [+ 二 


【方法 2 具体 丽 数 法 : 由 于 limT 妊 -一 4 所 以 T 妈 2 一 4 二 ae(z), 其 中 lima(z) 一 0。 
z=0l—cosz 1 一 cosZ x0 
于 是 f(x)==[4 十 a(x)](1 一 cosz) ,因此 


Pe 0 iia 和 | [4 十 ce(z)](1 eo ei 
Te0O 并 0 
lim Ltn) ， 
一 er 7 一 e。 


(2)【 方 法 1 变形 法 ， 因为 limsin6z 十 7Cz) 六 则 Himsim6z 十 Hz) 0。 于 是 
m0 Z(1 一 cosZ) 0 TE 
同人 本 et ape) PE 6zr— sin6z+t sin6zt+ zf (x) 


me 0 E> 0 2 


6z 一 sin6z | sin6zxt zf (x) 
[| 
ww E 


本 6z 一 in 年 向 sin6z 4 fn) 


xz-0 zx’ I>0 
lim i= evan 2 lim l= a 36。 
TO 32z2 I—*0 XT 
【方法 2] 具 体 函 数 法 ; 由 于 li 和 a 所 以 lm 人 2 0, 根 据 极限 
0 XT(l1—cosz) 
与 无 穷 小 的 关系 ,得 到 Sez /2 一 0 二 ae(z) 一 e(z) ,其 中 lima(zx) 一 0, 即 
2 _ Sin6 工 
f(x) = za(z) a 
于 是 


i 一 lim [<= te 加 lim 6z 一 nx = 36, 
TT 站 


0 0 


(3) an, 于 是 


CD 
[+ 和 ] az 全 全 


业 站 z 
im 1 +4] =- ”em em., 


0 
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f(z) jm £ i f(z) 
T 


z=0 < 0 六 


f (0) 


lim 


Te0 2 


和 
0 攻 
所 以 
+ 六 = 
I 


lim |1 


计算 抽象 函数 的 极限 方法 综述 

计算 抽象 函数 的 极限 有 两 个 方法 : 变形 法 和 具体 函数 法 。 

(1) 变形 法 就 是 通过 变形 ,简化 极限 ,实现 已 知 和 所 求 的 转换 。 这 种 方法 存在 的 最 大 问 
题 是 : 在 变形 过 程 中 ,可 能 没 办 法 应 用 已 知 条 件 , 无 法 求 出 抽象 函数 的 极限 。 

(2) 具体 函数 法 是 根据 已 知 条 件 将 抽象 函数 表示 为 带 有 无 穷 小 项 a(xr) 的 具体 函数 。 再 
将 这 个 “具体 函数 ”代入 所 求 极限 中 ,利用 常规 求 极限 的 方法 ,就 可 以 求 出 含有 抽象 函数 的 
极限 。 

(3) 对 于 比较 简单 的 函数 可 考虑 变形 法 ,对 于 比较 复杂 的 抽象 函数 最 好 应 用 具体 函 
数 法 。 

题 型 8 求 无 穷 小 的 阶 数 和 阶 的 比较 

方法 1 定义 法 

根据 阶 无 穷 小 的 定义 : 若 lima (zx)/B*(x) 二 CC(C 取 0), 则 称 a(z) 是 B(z) 的 阶 无 穷 
小 。 也 就 是 说 , 若 求 a(z) 是 B(z) 的 多 少 阶 无 穷 小 .我们 只 需 确定 极限 

i Q(Z) 
apP(r) 

式 中 的 ,使 该 极限 是 非 零 常数 ,这 个 k 值 就 是 无 穷 小 a(z) 关 于 无 穷 小 BCz) 的 阶 数 ,我 们 将 
这 一 方法 称 为 定义 法 。 

方法 2 等 价 无 穷 小 替换 法 

将 所 求 无 穷 小 作 等 价 无 穷 小 替换 ,使 无 穷 小 有 更 简单 的 形式 ,最 后 确定 无 穷 小 的 阶 数 ， 
我 们 将 这 一 方法 称 为 等 价 无 穷 小 替换 法 。 

方法 3 求 导 法 

对 不 易 蔡 换 的 无 穷 小 ,可 以 求 导 , 对 求 导 后 的 函数 再 应 用 等 价 无 穷 小 替换 ,这 样 得 到 的 
等 价 无 穷 小 的 阶 数 加 求 导 次 数 ,就 是 原 函 数 无 穷 小 的 阶 数 ,我 们 将 这 一 方法 称 为 求 导 法 。 

例如 , 当 变量 z>0 时 ,f(z) 是 无 穷 小 ,车 f(z) 是 关于 zz 的 二 阶 无 穷 小 , 则 f(z) 是 关于 
工 的 三 阶 无 穷 小 。 

方法 4 泰勒 公式 

对 一 些 不 适宜 上 述 方法 的 函数 ,判断 其 关于 zz 的 阶 数 ,可 以 将 函数 展 成 带 有 佩 亚 诺 余 项 
的 关于 z 的 泰勒 公式 ,从 而 确定 关于 工 的 阶 数 。 

注 “事实 上 , 求 无 穷 小 的 阶 数 是 不 必要 等 价 蔡 换 的 ,只 要 同 阶 无 穷 小 替换 即 可 ,这 里 之 
所 以 用 等 价 蔡 换 ,是 因为 我 们 熟悉 等 价 无 穷 小 蔡 换 公式 ,而 且 表 示 也 很 方便 。 

例 1.36 当 zx>0 时 , 求 下 列 无 穷 小 关于 工 的 阶 数 : 


(1) -2 —1s (2) (1 十 tan2z)sm 一 13; cay 


一 C (C0) 
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1 一 cosr 一 sinr 
(4) 工 一 SinZs ‘| sint? dz; (6) | ln(1 十 tdzr。 
0 
解 (1) 当 z 一 0 时 , 国 - 一 1 一 性 一 2 妇 一 一 2 妇 , 所 以 侣 -2 一 1 是 关于 = 的 二 阶 无 
穷 小 。 
(2) 当 zx 一 0 时 ， 
(1 tam rz) 一 1 = eite Dn 一 1 一 sinzln(1 十 tan2z) ~ sinz tan2z ~ xz’, 
所 以 (1 十 tam?x)*Y 一 1 是 关于 的 三 阶 无 穷 小 。 
过 8(1 十 Wcosz2 ) 2 Zz 
(3) 当 z0 时 ,一 六 三 ~ 4z4 ,所 以 是 关于 
1 一 Vcosx’ 1 一 cosz” 到 1 一 Vcosz? 


的 四 阶 无 穷 小 。 
(4)【 求 导 法 】 由 于 (xz 一 sinz) “一 1 一 cosz 一 二 ,所 以 x 一 sinz 是 关于 z 的 三 阶 无 穷 小 。 


| = 
(5) 【定义 法 ] 由 于 lim 于 一 == lim Siz "sinQ 一 cosz) 
TO a I*0 kr 
Ep 
lim < (1— coszr)’ 1 有 区 1i Ts c 
= kz! 0 Rr 2 4 


若 C 关 0, 只 需 k 一 1 二 5, 即 6, 所 以 | “sine dr 是 关于 zx 的 六 阶 无 穷 小 。 


1 一 cosr 
【 求 导 法 】 休 sint dr) = sinzsin (1 — cosz)* ~ x (1—cosr)’: ~ 于 
所 以 | ”sinzzde 是 关于 x 的 六 阶 无 穷 小 。 
(6)【 求 导 法 ] 由 于 
(| na 十 oOd ln[1 十 (z 一 sinz)](] 一 cosz) 。 
0 


又 由 于 工 一 sinz 一 bl COsT 一 了 ,所 以 | nl 十 t)dt 是 关于 zx 的 1 十 3 十 2=6 
阶 无 穷 小 。 
例 1.37 当 >z 一 0 时, 求 1 一 coszcos2zcos3z 关于 无 穷 小 z 的 阶 数 。 


(2z) 
区 


“2 
解 cosz 一 1 一 过 二 区 过 ) ,cos2z 一 1 一 十 o(z2) 一 1 一 2z2 十 o(zz)， 


2 
cos37 一 1 to 


(zx’)=1 gz? +olz’), 
所 以 
1 一 coszcos2zcos3z 一 7z2 十 Aizt 十 Azzs 十 o(Cz2)。 

于 是 1 一 coszcos2zcos3z 是 x 的 二 阶 无 穷 小 。 

注 例 1.37 中 的 Ai,As 是 两 个 数值 ,不 影响 无 穷 小 的 阶 , 没 必 要 算出 具体 结果 。 当 然 
也 可 以 不 写 ,因为 它们 都 是 x? 的 高 阶 无 穷 小 ,Aix’ 十 Asx 十 o(x?) 二 o(z?)1 

求 无 穷 小 的 阶 数 或 阶 的 比较 方法 综述 

(1) 求 无 穷 小 的 阶 数 有 四 个 方法 。 解 题 时 首先 考虑 等 价 无 穷 小 替换 法 ,如 例 1. 36 中 的 


1.4 关于 函数 、 极 限 与 连续 的 常见 考研 题 型 人 


(1) 一 (3) 题 , 它 是 最 实用 的 、 简 单 、. 易 求 的 方法 ;对 没 办 法 直接 作 等 价 替 换 的 无 穷 小 ,如 (4)， 
(5) 题 ,用 求 导 法 , 求 导 后 再 考虑 作 等 价 无 穷 小 替换 ,如 (5) 题 。 如 果 求 导 后 对 整体 或 局 部 仍 
没 办 法 判断 无 穷 小 的 阶 数 ,可 以 考虑 对 整体 或 局 部 再 求 导 , 直 至 可 以 判断 ,如 (6) 题 。 

(2) 无 穷 小 阶 的 比较 ,无 非 是 计算 一 个 函数 是 另 一 个 函数 的 高 阶 \, 低 阶 , 同 阶 .& 阶 和 等 


价 无 穷 小 ,可 用 蔡 换 法 和 求 导 法 , 求 出 两 个 函数 关于 变量 x 的 无 穷 小 阶 数 ,然后 青 作 比较 。 
当然 也 可 用 定义 法 , 求 极限 1 号 ,或 确定 im 梨 E 一 C(C 天 0) 中 未 知 常数 的 人 ,使 C 是 非 
零 常数 ,从 而 得 到 所 需 结论 。 


(3) 对 应 用 定义 法 或 求 导 法 ( 洛 必 达 法 则 ) 后 更 加 复杂 的 函数 ,可 以 用 泰勒 公式 ,如 
例 1. 37。 


练习 题 1-4 
1. 求 下 列 含有 变 限 积分 函数 的 极限 : 
sinr 2z 
| In(1 + Dd [| In(1 + sin) dt 
; 0 - i 0 
人 RE 
了 2 
-zfz ， [ea 
(3) lim | 人 el dt; (4) lim -re 一 
ro Xo 0 [ee dt 
0 


2. 求 下 列 各 式 中 的 未 知 常数 : 
(GD 已 知 im[ 二 到] 二 8, 求 常数 a; 


(2) 如 果 lim (V2z’ 十 47 一 1 一 ax 一 6b) 二 0, 求 a,b 值 ; 
(3) 当 zxz0 时 ,e* 一 (ax? 十 bx 十 1) 比 x? 是 高 阶 无 穷 小 , 求 a,b 值 ; 


1 
sinz， zx>0, 
CD) EW 数 /C9 inz， zx 一 0 连续 , 求 常数 ui 
24 十 到 ， AS0 
22 一 0Z 十 六 z>1 
(5) 设 本 数 09 | Te “车 limf(z) 存 在 , 求 常数 a,6 的 值 ; 
1 十 zz， zr<l, 
(6) 已 知 lim ze 十 42 寺 乞 一 <, 求 常数 ob，c 的 值 ; 
(7) 车 函数 f(x) 一 一 区 -二 4 有 可 去 间断 点 ， , 求 < 值 ; 
(8) 如 果 lim 二 全 5 一 -5 一 2010, 求 a,b 的 值 ; 
az — Sin 
(9) 确定 常数 a,6b， “3 dtr nt ee 0s 


(10) 已 知 当 zxz>0 时 ,zx 一 (a 十 be”)sinz 是 关于 xz 的 五 阶 无穷 小 , 求 常 数 a,b 的 值 。 
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3. 当 z~~0 时 , 求 下 列 无 穷 小 量 关 于 z 的 阶 数 : 


(1) 1 一 cos2z; (2) sinz 一 tanzj; (3) ee *— 2 


1 一 cosr 
< | (Ce 一 yd (53 (6) ee 一 cosr。 
0 


4. 试 确定 常数 A,B,C 的 值 , 使 得 ef(1 十 Bz 十 Cz2) 王 1 十 Az 十 o(zs), 其 中 o(zs) 是 当 
ZX 了 0 时 比 x 的 高 阶 无 穷 小 。 


5. 


求 下 列 抽象 函数 的 极限 : 
f(x) 


oll ee 
(1) 已 知 lim [se ] 3, 求 lim 对。 
er 0 工 


(2) 设 函 数 f(z) 在 z==2 处 连续 , 且 limx? 一 4, 求 f(2) 和 (2)。 


(3) 已 知 lim[1 | 
-0 


sinaxz 


f(x) 1m 
在 一 1 


一 2, 求 im 妈 3) 。 
0 I 


(4) 设 函 数 f(z) 在 z=0 点 处 有 f(0) 一 0, (0) 一 一 1, 求 lim [1 二 2f(z)] 记 。 


(5) 设 /() 是 连续 丙 数 ,lim [1+z 十 芝 ] = , 求 im [1+ 人 2] 。 


人 EL5_ 数列 .函数 ,极限 与 连续 考研 真题 


、 数 列 、 函 数 、 极 限 与 连续 考研 数 一 真 题 分 布 . 考 点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 数列 、 函 数 、 极 限 与 连续 的 考研 数 一 真 题 共 出 了 25 道 
题 , 题 型 分 布 在 : 


起 


计算 函数 极限 : 共有 8 个 题 , 分 布 在 2003 年 ,2006 年 ,2008 年 ,2010 年 ,2011 年 ， 


2014 年 ,2015 年 和 2016 年 。 


数列 收 散 性 的 证 明和 讨论 : 共有 7 个 题 ,分 布 在 2003 年 ,2006 年 (i),2007 年 ,2008 


年 ,2011 年 ,2018 年 和 2019 年 。 


3. 


1 


计算 数列 极限 : 共有 2 个 题 ,分 布 在 2006 年 (iD 和 2017 年 。 


4. 未 知 常 数 的 确定 : 共有 5 个 题 ,分 布 在 2009 年 ,2013 年 ,2015 年 ,2017 年 和 2018 年 。 
5. 
6. 点 的 性 质 讨 论 : 有 1 题 , 分 布 在 2016 年 。 


无 穷 小 的 比较 : 共有 3 个 题 ,分 布 在 2004 年 ,2007 年 和 2019 年 。 


数列 函数、 极限 与 连续 考研 数 一 真 题 题 型 分 析 


1. 计算 函数 极限 : 2003 年 ,2010 年 和 2011 年 考 了 短 指 函数 的 极限 ;2006 年 和 2015 年 
考 了 初等 函数 的 极限 ;2008 年 考 了 利用 变量 替换 和 等 价 无 穷 小 蔡 换 求 函数 的 极限 ;2014 年 
和 2016 年 考 了 含有 变 限 积分 函数 的 极限 。 


2. 


数列 敛 散 性 的 证 明和 讨论 : 2003 年 考 了 数列 极限 的 性 质 ,2006 年 ,2018 年 和 2019 


年 考 了 利用 单调 有 界 原理 证 明 数 列 收敛 ,并 求 该 数列 极限 ;2007 年 和 2008 年 考 了 利用 函数 
单调 性 .单调 有 界 原理 判断 数列 收敛 性 ;2011 年 考 了 利用 单调 有 界 原 理 证 明 数 列 收敛 。 


1.5 数列 .函数 .极限 与 连续 考研 真题 > 


3. 计算 数列 极限 : 2006 年 (ii) 考 了 用 转化 法 计算 数列 极限 ;2017 年 考 了 用 积分 法 计算 
数列 极限 。 

4. 未 知 常数 的 确定 : 2009 年 ,2013 年 和 2018 年 考 了 极限 中 未 知 常数 的 确定 ,这 两 个 题 
的 解法 是 类 似 的 ;2015 年 考 了 利用 等 价 无 穷 小 确定 函数 中 的 未 知 常数 ;2017 年 考 了 利用 连 
续 性 确定 函数 中 的 未 知 常数 。 

5. 无 穷 小 的 比较 : 2004 年 考 了 三 个 无 穷 小 比较 ;2007 考 了 判别 四 个 无 穷 小 哪个 与 Vz 
是 等 价 无 穷 小 。 前 一 个 可 用 求 导 方法 (积分 上 限 函 数 的 导数 ) 确 定 阶 数 ,后 一 个 可 用 等 价 无 
穷 小 替换 方法 确定 ;2019 年 考 了 求 无 穷 小 的 阶 。 

6. 点 的 性 质 讨 论 : 2016 年 考虑 讨论 了 分 段 函数 在 分 段 点 的 连续 性 和 可 导 性 。 

2 数列 函数 .极限 与 连续 考研 数 一 真 题 

1 (2003, 一 (1)(4 分 )) 求 lim(cosz) mm。 


考点 与 解法 : 计算 寡 指 函数 的 极限 。 用 重要 极限 公式 或 用 e 抬 起 ,计算 指数 部 分 的 
极限 。 

2. 《2003, 二 (2)(4 分 )) 设 (a,),{b} 和 (6) 均 为 非 负数 列 , 且 lima, 二 0, limb, 二 1, imc, 二 
co, 则 有 

(A) w < 对 任意 成 立 ; (B) b, 达 cs 对 任意 成 立 ; 

(C) 极限 limac, 不 存在 ; (D) 极限 limbwc, 不 存在 。 

考点 与 解法 : 数列 极限 性 质 。 利 用 收敛 数列 的 定义 和 性 质 。 

3,(2004, 二 (7)(4 分 )) 把 x 一 0+ 时 的 无 穷 小 量 c 一 | costarsp 和 『 tan ffdi,y = 


sine a 排列 起 来 ,使 排 在 后 面 的 是 前 一 个 的 高 阶 无 穷 小 , 则 正确 的 排列 顺序 是 
(A) a,B,Y; (B) a,y,B; (C) Basy; (D) 8,y,a。 


考点 与 解法 : 无 穷 小 的 比较 。 利 用 求 导 法 ,判断 每 一 个 求 导 后 关于 无 穷 小 工 的 阶 数 。 


4. (2006, 一 (1)(4 分 )) 求 limzlnCL 十 z) 。 
0 一 COSZ 


考点 与 解法 : 计算 初等 函数 的 极限 。 利 用 等 价 无 穷 小 替换 或 直接 应 用 洛 必 达 法 则 。 
5. (2006 ,三 (16)(12 分 )) 设 数列 {z,} 满 足 0 过 x1 过 x ,zn 二 sinzn(n 二 1,2,*…)。 


考点 与 解法 : 单调 有 界 原 理 、. 计 算 宪 指 型 数列 的 极限 。(i) 利 用 单调 有 界 原理 证 明 极 限 
存在 ,根据 递 推 公式 求 极 限 ; (ii 利用 转化 法 ,将 数列 极限 转化 为 函数 极限 ,再 用 重要 极限 公 
式 或 用 e 抬 起 ,计算 指数 部 分 的 极限 。 

6. (2007 ,一 (1)(4 分 )) 当 xz 一 0+ 时 ,与 Vr 是 等 价 无 穷 小 量 是 


le OY Es. ,DWT od 


l=yz 


(iD 证 明 limz, 存在 ,并 求 极限 ; (i) 计算 lim 写 2 


ZZ 


(A) 1—er; (B) ln 


考点 与 解法 : 无 穷 小 的 比较 。 利 用 等 价 无 穷 小 替换 ,确定 哪 一 个 与 Vz 是 等 价 无 穷 小 。 
7. (2007, 一 (5) (4 分 )) 设 函数 f(x) 在 z==0 具有 二 阶 导数 , 且 户 (z) 二 0。 令 好 一 
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了 (nn) , 则 下 列 结论 正确 的 是 : 
(A) 若 刀 二 xi, 则 {u) 收 敛 ; (B) 若 旭 二 ze , 则 {z} 发 散 ; 
(C0) 车 妈 过 ww; 则 {fu} 收 化 ; (D) 车 如 二 wz;, 则 {uw) 发 散 。 


考点 与 解法 : 判断 数列 敛 散 性 。 用 拉 格 朗 日 定理 和 单调 有 界 原 理 讨论 {f (nw)} 的 敛 
散 性 。 

8. (2008, 一 (4)(4 分 )) 设 函数 F(z) 在 (一 =, 十 co) 内 单调 有 界 ,{z, } 为 数列 ,下 列 命题 
正确 的 是 

(A) 车 数列 {zx} 收敛 , 则 {了 Cz,) 收 化 ; (B) 若 数 列 {z,}) 单 调 , 则 {了 (zx,)}) 收 伊 ; 

(C) 车 数列 {f(z,)) 收 伍 , 则 {xz} 收 化 ; (D) 若 数 列 {7Cz,)} 单 调 , 则 {z,} 收 敛 。 

考点 与 解法 : 判断 数列 敛 散 性 。 利 用 函数 的 单调 性 和 单调 有 界 原理 判断 (zx,} 和 
{f(z,)}) 的 化 散 性 。 


9. (2008, 三 (15)(9 分 )) 求 极限 lim 
一 0 


考点 与 解法 : 计算 函数 极限 。 利 用 等 价 无 穷 小 替换 sinz 一 zx 和 变量 替换 。 
10. (2009, 一 (1)(4 分 )) 当 xz 一 0+ 时 ,f(zx)==x 一 sinazx 与 gCz) 一 zln(1 一 0z) 是 等 价 无 
穷 小 , 则 


(A) a=1,6 


[sinz 一 sin(Csinz)]sinz 


i (B) ea 一 1.0 一 下 (C) a=—1,6 CD) a Wh i 
考点 与 解法 : 函数 中 未 知 常数 的 确定 。 利 用 等 价 无 穷 小 建立 极限 等 式 , 再 用 洛 必 达 法 
则 ,建立 等 式 。 求 出 一 个 未 知 常数 , 代 回 原 极 限 中 , 求 出 另 一 未 知 常数 。 
11. (2010, 一 (1)(4 分 )) 极 限 lm[ 二 CD] 一 
CA) 1; (By es (C) et, (D) ee, 
考点 与 解法 : 计算 备 指 函数 极限 。 用 重要 极限 公式 或 用 e 抬 起 ,计算 指数 部 分 极限 。 
12. (2011, 三 (15)G10 分 )) 求 极限 lim[ | 。 


考点 与 解法 : 计算 寡 指 函数 极限 。 用 重要 极限 公式 或 用 e 抬 起 ,计算 指数 部 分 极限 。 
13. (2011, 三 (18)(10 分 )) 


(iD 证 明 : 对 任意 的 正 整数 六 都 有 让 < 14+ 寺 = 二， 


(ip 设 由 一 11+ 十 … 十 二 Inn(n 一 1,2,…) ,证 明 数 列 {a,} 收 敛 。 


考点 与 解法 : 证 明 不 等 式 和 数列 收敛 。(i) 利 用 拉 格 朗 日 定理 证 明 不 等 式 ; (ii) 利 用 单 
调 有 界 原 理 证 明 数 列 {a,) 收 敛 。 


14.(2013, 一 (1) (4 分 )) 已 知 极限 limz 一 ea 一 ,其 中 心 c 都 是 常数 , 且 c 基 0, 则 


1 1 1 和 
(A) k=2,c 2 (B) k=2,c 2 3 3 (D) k=3,c 3° 
考点 与 解法 : 极限 中 未 知 常数 的 确定 。 应 用 洛 必 达 法 则 ,建立 等 式 。 
[ec —D -a 


ze 人 (1+ 二 】 
br 


(C) k=3,c 


15. (2014, 三 (15)(10 分 )) 求 极限 lim 


1.5 数列 、 函 数 、 极 限 与 连续 考研 真题 他 


考点 与 解法 : 计算 含有 积分 上 限 函 数 的 极限 。 分 母 作 等 价 无 穷 小 替换 后 ,用 洛 必 达 
法 则 。 
ln(Ccosz) 


16. (2015, 二 (9)(4 分 )) 计 算 极限 lim > 
0 


考点 与 解法 : 计算 初等 函数 的 极限 。 应 用 洛 必 达 法 则 。 

17. (2015, 三 (15)(10 分 )) 设 函数 f(z) 二 zx 十 aln(1 十 x) 十 bxsinzx 是 函数 g(Cz) 一 Azs 在 
Zz 了 0 时 为 等 价 无 穷 小 , 求 常数 a,5,k。 

考点 与 解法 : 函数 中 未 知 常数 的 确定 。 用 等 价 无 穷 小 建立 等 式 , 青 用 洛 必 达 法 则 ,建立 
等 式 ; 也 可 以 利用 泰勒 公式 。 


[ana + tsint)dt 
18. 〈2016 ,二 (9)(4 分 )) 求 极限 lim 一 一 一 一 一 一 一 
0 


1 一 cosz2 四 
考点 与 解法 : 计算 含有 积分 上 限 函 数 的 极限 。 等 价 无 穷 小 替换 后 ,再 用 洛 必 达 法 则 。 
T， zx<0, 
19. (2016 ,一 (4)(4 分 )) 已 知 函 数 ro | 1 则 
= ZT,n=1,2,°， 
n 7 十 1 n 
(A) z=0 是 f(x) 的 第 一 类 间断 点 ; (B) z=0 是 f(x) 的 第 二 类 间断 点 ; 
(C) f(z) 在 x=0 处 连续 但 不 可 导 ; (D) f(z) 在 x=0 处 可 导 。 
考点 与 解法 ; 点 的 性 质 讨论 。 求 极限 lim f(z) 和 lim 人 如 二 大 人 2, 利用 间断 点 的 定义 和 
导数 的 定义 。 
1l—cosVz >0 
20. (2017, 一 (1)(4 分 )) 若 函数 f(z) 二 1 ar ”在 zx=0 处 连续 , 则 
BD x0 
(A) 0 一 起; (B) ab 一 一 去 ; (C) ab=0; (D) ab=2。 


考点 与 解法 : 函数 中 未 知 常数 的 确定 。 利 用 f(x) 在 z=0 处 连续 , 左 极 限 等 于 右 极 限 ， 
建立 等 式 。 


21. (2017, 三 (16)(10 分 )) 求 lim > Am(1 + 二 )。 
考点 与 解法 : 计算 数列 极限 。 利 用 积分 法 ,将 极限 转化 为 定 积分 , 求 定 积分 值 。 


a 
22. (2018, 二 (9)(4 分 )) 若 im 人 ] Mn ”一 ,求人 的 值 。 
z=0\l1 十 tanz 


考点 与 解法 : 极限 中 未 知 常 数 的 确定 。 求 出 极限 ,建立 含有 k 的 等 式 , 从 而 求 出 k 的 值 。 

23. (2018, 三 (19)(10 分 )) 设 数列 {z,} 满 足 : zi 二 0,zrves+ 一 扩 一 1(0z 一 1,2,…) 证 明 : 
{zs} 收敛 ,并 求 limz。 网 

考点 与 解法 : 证 明 数 列 收 敛 ,并 求 极 限 。 证 明 数 列 {fz,} 单 调 递减 ,有 下 界 , 收 敛 ;对 递 推 
公式 两 端 取 极限 。 

24. (2019, 一 (1)(4 分 )) 当 x0 时 ,车 zx 一 tanz 与 x* 是 同 阶 无 穷 小 , 则 k= 

(A) 1; (B) 2; M3 (DY 4. 

考点 与 解法 : 求 无 穷 小 的 阶 数 。 可 以 利用 定义 法 ,也 可 以 利用 求 导 法 和 等 价 替换 法 。 
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1 
25. (2019, 三 (18)(10 分 )) 设 a, 二 | a Wl— a d= 0 2 
o 


GD 证 明 数 列 {a,}) 单 调 递 减 , 且 a a (n=2,3,.)s 


(ii 求 lim-。 

考点 与 解法 : 证 明 数 列 单调 递减 , 求 递 推 公 式 ; 求 数列 极限 。(i) 作 差 ,证 明 积 分 小 于 0; 
用 三 角 代 换 计算 a, ,得 到 递 推 公 式 ; (让 根据 结论 (i) ,利用 夹带 法 则 求 出 极限 或 对 递 推 公式 
两 端 同 除 a,_1 ,再 取 极 限 。 


二 、 数 列 函数 .极限 与 连续 考研 数 三 真题 分 布 ,考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 数列 .函数 极限 与 连续 的 考研 数 三 真题 共 出 了 47 道 
题 , 题 型 分 布 在 7 类 题 型 中 

1. 计算 数列 极限 : 共有 5 个 题 ,分 布 在 2006 年 ,2013 年 ,2016 年 ,2017 年 和 2019 年 。 

2. 判断 数列 敛 散 性 ; 共有 2 个 题 ,分 布 在 2014 年 和 2015 年 。 

3. 计算 函数 极限 : 共有 17 题 ,分 布 在 2004 年 ,2005 年 (2 题 ) ,2006 年 ,2007 年 ,2008 
年 ,2009 年 ,2010 年 ,2011 年 (2 题 ) ,2012 年 (2 题 ),2014 年 ,2015 年 ,2016 年 (2 题 ) 和 
2017 年 。 

4. 点 的 性 质 讨 论 : 共有 6 个 题 ,分 布 在 2003 年 ,2004 年 ,2006 年 ,2008 年 ,2009 年 和 
2013 年。 

5. 未 知 常数 的 确定 : 共有 10 个 题 ,分布 在 2004 年 ,2008 年 ,2009 年 ,2010 年 ,2011 年 ， 
2013 年 ,2014 年 ,2015 年 ,2017 年 和 2018 年 。 
. 无 穷 小 (大 ) 的 比较 : 共有 3 个 题 ,分布 在 2007 年 ,2010 年 和 2013 年 。 
.函数 性 质 的 讨论 : 共有 2 个 题 ,分 布 在 2003 年 和 2004 年 。 
. 证 明 数 列 收敛 ,并 求 极限 : 共有 2 个 题 ,分 布 在 2018 年 和 2019 年 。 

1 数列、 函数、 极限 与 连续 考研 数 三 真题 题 型 分 析 

1. 计算 数列 极限 : 2006 年 考 了 客 指 型 数列 的 极限 ,可 用 e 抬 起 ,计算 指数 部 分 极限 ,也 
可 利用 子 数列 的 收敛 性 ;2013 年 考 了 利用 转化 法 求 数列 的 极限 ;2016 年 和 2017 年 考 了 利用 
积分 法 计算 数列 极限 ;2019 年 考 了 利用 重要 公式 求 数列 极限 。 

2. 判断 数列 的 敛 散 性 : 2014 年 考 了 收敛 数列 的 性 质 ;2015 年 考 了 子 数列 的 收敛 性 。 

3. 计算 函数 极限 : 2004 年 ,2005 年 (2 题 ),2008 年 ,2009 年 ,2011 年 ,2012 年 和 2015 
年 考 了 求 初等 函数 的 极限 ,包括 应 用 有 理化 法 、 便 等 变 换 法 、 变 量 蔡 换 法 、 公 式 法 、 等 价 无 穷 
小 蔡 换 法 , 洛 必 达 法 则 ;2006 年 考 了 二 元 函数 的 累 次 极限 ,表示 为 一 元 函数 的 极限 ;2007 年 
考 了 无 穷 小 与 有 界 量 的 积 是 无 穷 小 ;2010 年 ,2012 年 和 2016 年 考 了 短 指 函数 的 极限 ;2014 
年 和 2017 年 考 了 变 限 积分 函数 的 极限 ;2011 年 和 2016 年 考 了 抽象 函数 的 极限 。 

4. 点 的 性 质 讨论 : 2003 年 考 了 求 函 数 在 点 z=0 的 极限 ,根据 极限 情况 确定 选项 ;还 考 
了 补充 区 间 端 点 的 定义 ,使 之 变 为 闭 区 间 上 连续 函数 ;2004 年 考 了 求 点 x=0 的 极限 ,根据 
极限 情况 确定 选项 ;2006 年 考 了 讨论 函数 在 点 z==0 处 的 单 侧 导数 的 存在 性 ;2008 年 考 了 求 
含有 变 限 积分 函数 在 无 定义 点 z=0 处 的 极限 ,从 而 确定 间断 点 的 类 型 ;2009 年 和 2013 年 


oo 习 吕 


1.5 数列 .函数 .极限 与 连续 考研 真题 > 
考 了 求 可 去 间断 点 的 个 数 。 


5. 未 知 常数 的 确定 : 2004 年 ,2010 年 和 2018 年 考 了 极限 中 未 知 常数 的 确定 ;2008 年 
和 2017 年 考 了 函数 中 未 知 常数 的 确定 ,利用 连续 性 建立 等 式 ;2009 年 ,2011 年 ,2013 年 ， 
2014 年 和 2015 年 考 了 孔 数 中 未 知 常数 的 确定 ,利用 等 价 无 穷 小 、 高 阶 无 穷 小 建立 关于 极限 
的 等 式 , 从 而 确定 未 知 常数 。 

6. 无 穷 小 (大 ) 的 比较 : 2007 年 考 了 四 个 无 穷 小 哪个 与 V+ 是 等 价 无 穷 ;2010 年 考 了 三 
个 无 穷 大 的 比较 ;2013 年 考 了 无 穷 小 符号 运算 性 质 。 

7. 函数 性 质 的 讨论 : 2003 年 考 了 补充 区 间 端 点 的 定义 , 变 为 连续 函数 ;2004 年 考 了 判 
断 函 数 在 哪个 开 区 间 有 界 。 

8. 证 明 数 列 收敛 ,并 求 极限 : 2018 年 和 2019 年 考 了 证 明 数 列 收敛 ,并 求 极限 。 

2 数列 函数 .极限 与 连续 考研 数 三 真题 

1. (2003, 二 (1)(4 分 )) 设 函数 f(x) 为 不 恒 为 零 的 奇 函 数 ,上 且 广 (0) 存 在 , 则 函数 g(Cz) 一 
f(x) 


z 


(A) 在 zx=0 处 左 极限 不 存在 ; (B) 有 跳跃 间断 点 z 一 0; 

(C0) 在 zx=0 处 右 极 限 不 存在 ; (D) 有 可 去 间断 点 z= 二 0。 

考点 与 解法 : 点 的 性 质 讨论 。 利 用 f(z) 为 不 便 为 零 的 奇 函 数 ,得 到 f(0) 二 0, 于 是 
了 (0) 存 在 ,推导 出 g(x) 在 点 z=0 处 极限 存在 。 


2. (2003, 三 (8 分 )) 设 F(z) 一 二 十 二 
nr sinxr (1 一 Z) 


,ze | 2 ,1]. 试 补充 定义 f(D) 使 
得 f(z) 在 ze [ 评 ,1] 连 续 。 


考点 与 解法 : 函数 性 质 的 讨论 。 补 充 定义 ,使 f(x) 在 区 间 端 点 x 二 1 处 左 连续 , 即 
f(D)= lim f(x). 


zl 


3. (2004,—(1)(4 分 )) 若 lim 


(cosr 一 ) 一 5, 求 4 和 5。 值 。 


考点 与 解法 : 极限 中 未 知 常数 的 确定 。 建 立 等 式 求 出 a, 代入 原 极限 中 ,再 求 5。 


4. (2004, 二 (7)(4 分 )) 函 数 F(z) 一 -|sin(Cz 一 2)》 在 下 列 哪个 区 间 中 有 界 
T(z—1)(z—2) 


(A) (—1,0); (BY COs (C) (1,2); (DY (23 

考点 与 解法 : 开 区 间 上 连续 函数 的 性 质 。 如 果 函 数 在 开 区 间 连 续 , 左 端点 的 右 极 限 和 
右 端点 左 极限 存在 或 有 界 , 则 函数 在 该 开 区 间 上 有 界 。 只 需求 每 个 开 区 间 的 左 端点 右 极 限 
和 右 端点 的 左 极限 。 

5. (2004, 二 (8)(4 分)) 设 函数 f(z) 在 (一 ,十 吕 ) 内 有 定义 , 且 limf(x)==a,g (zx) 一 


ft zs 
0， Z 一 0， 

(A) z=0 必 是 g(z) 的 第 一 类 间断 点 ; (B) z=0 必 是 g(x) 的 第 二 类 间断 点 ; 

(C) z=0 必 是 g(x) 的 连续 点 ; (D) g(z) 在 点 zx 二 0 处 的 连续 性 与 a 有关。 
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考点 与 解法 : 点 的 性 质 讨论 。 计 算 g(xz) 在 点 z=0 处 的 极限 。 
6. (2004, 三 (15)(8 分 ) 求 ia[ 二 二 ss]. 


考点 与 解法 : 计算 初等 函数 极限 。 通 分 ,等 价 无 穷 小 替换 , 洛 必 达 法 则 。 
7.(2005, 一 (1)(4 分 )) 计 算 极限 limzsin -2 。 
2 


考点 与 解法 : 计算 初等 函数 极限 。 利 用 等 价 无 穷 小 葵 换 sin 于- 一 -2 
8. (2005, 三 (15)(8 分 )) 求 im 人 1 于 5 二]. 
考点 与 解法 : 计算 初等 函数 极限 。 通 分 ,等 价 无 穷 小 替换 , 洛 必 达 法 则 。 


9. (2006 ,一 (1)(4 分 )) 求 lm| 呈 


考点 与 解法 : 计算 数列 极限 。 利 用 子 序列 收敛 性 : 偶 子 列 与 奇 子 列 的 极限 相等 ;也 可 用 
恒 等 变 换 , 用 e 抬 起 ,计算 指数 部 分 的 极限 。 


10. (2006, 二 (8)(4 分 )) 设 函数 f(x) 在 zx 一 0 处 连续 ， 有 iim 人 一 1, 则 


| ] 


(A) f(0)==0 且 六 (0) 存 在 ; (B) f(0)==1 且 产 (0) 存 在 ; 
(C) f(0)==0 且 1 (0) 存 在 ; (D) f(0)=1 且 (0) 存 在 。 
考点 与 解法 : 点 的 性 质 讨论 。 利 用 左 、 右 导数 定义 , 求 极限 。 

1 一 ysin 之 
11. (2006, 三 (15)(7 分 )) 设 f(z， 2 一 二 一 a ,zyy>0。 求 
(DD 8(7)= lim f(z,y); (ii) Uinta 


考点 与 解法 : 二 元 函数 的 累 次 极限 。 当 > 十 = 时 ,是 常量 ,得 到 g(z), 青 求 lim g(x)， 


实际 是 计算 累 次 极限 。 
12. (2007 ,一 (1) (4 分 )) 题 目 同上 小 节 6. (2007, 一 (1)(4 分 )) 题 。 
13. (2007, 二 (11)(4 分 )) 计 算 极 限 并 
考点 与 解法 : 计算 初等 函数 极限 。 利 用 无 穷 小 与 有 界 函 数 的 积 是 无 穷 小 。 于 是 只 需 说 


明 直 站 1 二 十 1 是 无 穷 小 ,sinz 十 cosr 是 有 界 函 数 。 


(Csinz 十 cosZ) 。 


“fCOD dt 
14. (2008, 一 (1)(4 分 )) 设 函 数 f(x) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 连续 ,x 二 0 是 g(x) | 的 

(A) 跳跃 间断 点 ; (B) 可 去 间断 点 ; 

(C) 无 穷 间 断 点 ; (D) 振荡 间断 点 。 

考点 与 解法 : 点 的 性 质 讨 论 。 求 函数 g(xz) 在 z=0 处 的 极限 ,根据 极限 确定 间断 点 
类 型 。 


1 sles 


15. (2008, 二 (9)(4 分 )) 设 函数 f(x) 二 | 2 [ale 在 (一 ,十 co) 内 连续 , 求 c。 
zh 将 | 


1.5 数列 、 函 数 极 限 与 连续 考研 真题 人 


考点 与 解法 : 函数 中 未 知 常数 的 确定 。 利 用 函数 在 c 点 连续 ,有 f(c )= cr ) ,建立 
等 式 。 


16. (2008, 三 (15) (9 分 )) 求 极限 im 点 In 于 Se 


考点 与 解法 ; 计算 初等 丽 数 极限 。 A ne [1+ (一 1)]~ 时 一 ,再 用 洛 
EN 


17. (2009 ,一 (1)(4 分 ))) 函 数 = 


(A) 1; (B) 2; (C) 3; (D) 无 穷 多 个 。 

考点 与 解法 : 求 间断 点 。 找 出 所 有 间断 点 ,并 判断 类 型 。 

18. (2009, 一 (2)(4 分 )) 当 x 一 0 时 ,f(x)==x 一 sinax 与 g(z) 一 zzln(1 一 0z) 是 等 价 无 
穷 小 , 则 


1 Sy 下 1 
(A) a=1,6——F; (B)a=l;bd=; (Ca=—1,6——#;(D) 一 一 1,0 一 襄 。 


考点 与 解法 : 函数 中 未 知 常数 的 确定 。 利用 等 价 无 穷 小 ,建立 等 式 lim 人 3 一 1， 以 此 确 
定 函 数 中 的 未 知 常数 。 


19. (2009, 二 (9) (4 分 )) 计 算 极限 lm- 于 二 一 1 

考点 与 解法 : 计算 初等 函数 极限 。 利 用 等 价 蔡 换 公 式 (1 十 zx)* 一 1~azr 和 对 一 1 一 xz 再 
用 洛 必 达 法 则 。 

20. (2010,—(D( 分 )) 郑 im [二 一 (a) ]=1: 求 4 的 值 。 

考点 与 解法 : 极限 中 未 知 常数 的 确定 。 化 为 分 式 形式 , 洛 必 达 法 则 ,建立 等 式 。 

21. (2010, 一 (4)(4 分 )) 设 f(z) 二 Inn*z,g(z) 二 zx,h(z) 二 eW, 则 当 z 充 分 大 时 有 

(A) g(xz)<h(z)<f(z); (B) h(x)<=g(x)=f(7x); 

(C) f(x)<g(xz)<h(r); (D) g(x)=f(x)=h(x),。 

考点 与 解法 : 无 穷 大 的 比较 。 计 算 当 z 一 十 cc ,计算 两 个 函数 比 的 极限 ,若是 无 穷 大 ,分 
子 大 于 分 母 , 若 是 0, 分母 大 于 分 子 。 

22. (2010 ,三 (15)(10 分 )) 求 极限 lim (zx 一 1) 记 。 

考点 与 解法 : 计算 客 指 函数 极限 。 用 。 抬 起 ， 计算 指数 部 分 的 极限 。 

23. (2011, 一 (1) (4 分)) 已 知 当 xz>0 时 ,函数 F(z) 一 3sinz 一 sin3z 与 cx* 是 等 

价 无 穷 小 , 则 

(A) k=1,c=4; (B) k=1,c=—4; (C) k=3,c=4; (D) k=3,c=—4。 

考点 与 解法 : 两 数 中 未 知 常数 的 确定 。 利 用 等 价 无 穷 小 ,建立 等 式 lim 人 如 一 1, 以 此 确 
定 函数 中 的 未 知 常数 c 和 的 值 。 


24. (2011, 一 (2)(4 分 )) 设 f(z) 在 zx=0 可 导 , 且 f(0) 0, 则 lim 


3 A Ce ) 
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(A) —2f (0); (B) —f (0); (C) f (0); CD)0s 
考点 与 解法 : 计算 抽象 函数 的 极限 。 利 用 广 (0) 的 定义 


f (0)=lm SA lm 有 f(x) 二 zf (0) 十 za(x), 其 中 a(zx) 一 0。 利用 


sz-0 


eh 
Vii2sinz—z—1 
Zln(1 十 z) 
考点 与 解法 : 计算 初等 函数 的 极限 。 有 理化 ,等 价 无 穷 小 替换 , 洛 必 达 法 则 。 
26. (2012, 二 (9)(4 分 )) 求 limtanzsssss 。 


x 
x 


4 


考点 与 解法 : 计算 寡 指 函数 极限 。 利 用 重要 极限 公式 或 用 e 抬 起 ,计算 指数 部 分 的 
极限 。 


2 G2012, 三 (015)040 分 )) 求 限 lm 全 一， 


考点 与 解法 : 计算 初等 函数 极限 。 分 子 提取 e*™ ,等 价 无 穷 小 替换 , 洛 必 达 法 则 。 
28. (2013 ,一 (1)(4 分 )) 当 xz-~>0 时 ,用 *o(Cz)” 表 示 比 工 高 阶 的 无 穷 小 , 则 下 列 式 子 中 错 


2 《2011, 三 (15)(10 分 )) 求 极限 lim 


误 的 是 
(A) x» o(z’)=0(7x’); (B) o(z) » o(x’)=o(7’); 
(C) o(z2) 十 o(z2) 一 o(z2)3 (D) o(z) 十 o(z2) 一 o(z2) 。 


考点 与 解法 : 无 穷 小 符号 运算 性 质 。 根 据 o(c) 的 定义 。 
29. (2013 ,一 (2)(4 分 )) 函数 FCz) 一 -1 的 可 去 间断 点 的 个 数 为 


zz 十 1)ln|z 
(A) 0; (B) 1; (C0 (DY):3: 
考点 与 解法 : 点 的 性 质 讨论 。 找 出 间断 点 ,并 判断 所 属 类 型 。 
30. (2013, 二 (9)(4 分 )) 设 曲线 y= 二 f(z) 与 y=zx? 一 z 在 点 (1,0) 处 有 公共 切线 , 求 极限 


lima/ (a3) 


考点 与 解法 : 求 数列 极限 。 应 用 转化 法 ,将 数列 极限 转化 为 函数 极限 ， 即 取 - 半 5 一 Z, 则 


Lim (; | lim Ef(z) =—2 lim LS 
31. (2013, 三 (15)(10 分 )) 当 xz 一 0 时 ,1 一 coszcos2zcos3z 与 az" 是 等 价 无 穷 小 , 求 n 
与 a 的 值 。 
考点 与 解法 : 函数 中 未 知 常数 的 确定 。 利 用 泰勒 公式 或 添加 项 组 合 。 
32. (2014, 一 (1) (4 分)) 设 lima, 二 a, 且 a 去 0, 则 当 充 分 大 时 有 


(A) lal>ls!, (B) le,l<， (C) ww>a 一 二 (D) ww<a+ 二 。 


考点 与 解法 : 收敛 数列 的 性 质 。 利 用 数列 极限 的 定义 。 


33. (2014, 一 (3)(4 分 )) 设 p(z)==a 十 bzx 十 cz? 十 dx?, 当 zx>0 时 , 若 p(z) 一 tanz 比 x? 
高 阶 的 无 穷 小 , 则 下 列 选项 中 错误 的 是 
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(A) a=0; (B) 6=—1; (C) c=0; (D) 4= 于 。 
考点 与 解法 : 函数 中 未 知 常数 的 确定 。 利 用 高 阶 无 穷 小 定义 ,有 lim ez) 一 0, 利 用 洛 必 
达 法 则 或 泰勒 公式 确定 函数 中 的 未 知 常数 a,b,c 和 d 的 值 。 
[ec —1)—td 
zrln(1+ 十 ] 
考点 与 解法 : 求 含 有 变 限 积分 函数 的 极限 。 等 价 无 穷 小 替换 、 洛 必 达 法 则 。 
35. (2015 ,一 (1)(4 分)) 设 {zx,} 是 一 数列 ,下 列 命题 中 不 正确 的 是 : 


(A) 若 limz, 二 a@; 则 limzz 二 limzati 二 a; (B) 若 limzz 二 limzznti 二 4a, 则 limz, 二 a; 


34. (2014, 三 (15)(10 分 )) 求 极限 lim 
io 


(C) 若 limz， 4., 则 limza limzsnti a; (D) 车 limzs 二 limza+i 二 a, 则 limz, 二 a。 

考点 与 解法 : 子 序列 的 收敛 性 。 利 用 收敛 数列 性 质 和 子 序列 的 收敛 性 质 , 确 定 选项 。 

36. (2015, 二 (9)(4 分 )) 题 目 同 上 小 节 16. (2015, 二 (9)(4 分 )) 题 。 

37. (2015, 三 (15)(10 分 )) 设 函数 f(z) 二 x 十 aln(1 十 x) 十 bxsinz 是 函数 g(x) 二 kzi 在 
Z0 时 为 等 价 无 穷 小 , 求 常数 a,b,k。 

考点 与 解法 : 函数 中 未 知 常数 的 确定 。 利 用 等 价 无 穷 小 ， 建立 等 式 lim 人 如一 0， 应 用 洛 
必 达 法 则 或 泰勒 公式 ,建立 等 式 。 


a . sl > 四 
38，(2016, 二 (9)(4 分 )) 已 知 函 数 F(z) 满 足 limy LE. As 二 2, 求 lim7(z)。 


考点 与 解法 : 求 抽象 函数 的 极限 。 用 具体 函数 法 , 求 抽象 函数 的 极限 。 

39. (2016, 二 (10)(4 分 )) 计 算 极 限 lim 志 (sin 二 十 2sin 芋 二 二 usimn 全]。 
n>oo7 n n n 

考点 与 解法 : 求 数列 极限 。 用 积分 法 求 数列 极限 。 

40. (2016 ,三 (15)(10 分 )) 求 极限 lim (cos2z 十 2zsinz) 支 。 


考点 与 解法 : 求 宕 指 函 数 的 极限 。 用 e 抬 起 ,计算 指数 部 分 的 极限 。 
41. (2017 ,一 (1)(4 分 )) 题 目 同上 小 节 20. (2017 ,一 (1)(4 分 )) 题 。 


Vr—ted 
42. (2017 ,三 (15)(10 分 )) 求 极限 lim 汪 一 一 一 。 
r=0t Vr 


考点 与 解法 : 求 含 有 变 限 积分 函数 的 极限 。 通 过 变量 代 换 ,化 为 可 利用 求 导 公 式 求 导 
的 变 限 积分 函数 ,再 应 用 洛 必 达 法 则 。 

43. 〈2017 ,三 (17)(10 分 )) 题 目 同 上 小 节 21. (2017 ,三 (16)(10 分 )) 题 。 

44. (2018 ,三 (15)(10 分 )) 已 知 实数 a,6 满足 lim[(az 十 b)er 一 +] 一 2, 求 a,b 的 值 。 

考点 与 解法 : 极限 中 未 知 常数 的 确定 . 利用 倒 变换 ,将 极限 化 为 商 的 形式 ,建立 等 式 。 

45. (2018 ,三 (19)(10 分 )) 题 目 同 上 小 节 23. (2018 ,三 (19)(10 分 )) 题 。 


46. (2019, 二 (9) (4 分) 计算 lim [T51351 +a] . 
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考点 与 解法 : 求 数列 极限 。 化 简 , 利 用 重要 公式 。 
47. 〈2019 ,三 (18)(10 分 )) 题 目 同 上 小 节 25. (2019 ,三 (18)(10 分)) 题 。 


Ql,6_ 本章 练 习题 答案 与 提示 


练习 题 1-1 答案 与 提示 


1. (1) 言 。 提示 : 分 子 分 母 同时 除 以 3" 或 3fi。(2) 中 。 提 示 ， 分 子 分 母 同时 除 以 由 。(3) 1。 提 
示 : 分 子 分 母 同 时 除 以 n。(4) 3。 提 示 : 分 子 拆 开 ,消去 w ,分 子 分 母 同时 除 以 m2。 

2. (1) 2。 提 示 : 分 子 分 母 同时 乘 以 Va 十 3 Vin 十 Vn 一 Vn, 化 简 ,再 同 除 Jn。(2) 2。 提 示 : 分 子 分 母 同 
时 乘 以 VE 十 2 十 VE 一 2, 化 简 , 再 同 除 n。(3) 0。 提 示 : 利用 公式 : a 十 态 二 (a 十 b)(a? 一 ab 十 大) ,分 子 分 


母 同 乘 刀 一 (4 一 本 ) 寺 十 (4 一 本 ) 生 ,再 同 除 丰 。(4) 2。 提示: 分 母 有 理化 ,分 子 分 母 同 乘 VBCn 十 1) 十 
妈 ， 分 子 分 母 再 同 除 nm。 


3. (1) 1。 提 示 : 


n ol 十 1 站 1 nn 


< < . 
十 nm 7 十 1 2 十 2 n+n 和 十 
1 1 和 
FF < oo Ee 
(2)0。 提示 GT GT tit ttn nn 
, 和 
未 SiO<IE :<r,0<| 2 <| ar = 
(3) 0。 提示 : 由 于 0 寺 z 寺 1 所 以 0 并 0o< ,I ,dr Ei 
4 2 十 生 十 .十 (2702 (2n 十 2)2 (2n 十 2)3 
Dn 加 hn = 
1 Pb hd .NR mm | ,十 
全 2 提示 和 JGTTD 严 一 21 
a 
(3) 1。 提示: lim1Y2tY3 二 和 Val JimnyaTI1。 
re n ~_(n+1)—n bed 
i 
本 1 1、 ， nti 1 
(9 1。 提示: limpnx (1 十 到 十 ”十 页 ) 一 IT 一 一 Ji 5 一] 


一 mn (+ 二 ) 
| 


5. (1) Ina。 提示 : 令 工 一 z, 则 limn(o 一 1) 一 limt 
n mr I 


-0 


一 lna。 


(2) 工 。 提示; 令 二 ==z, 则 li [1 一 cos -=liml 一 2 二， 
2 n mr n m0 工 2 


(3) e 于 。 提 示 : 令 二 一 z, 则 


2 


和 加 
ji ("sn 本 | lim (ey) lim 人 (1 pes 下 


oo 0 I I>0 并 
王 i 
ji (: + ne < 的 =。 
EE 
(4) 1。 提示: 令 闹 一 zz1。 于 是 lm (六 一 1) lim limz 一 1 一 1 。 


| ng | 1 | 1 
6. (1) 于 提示: ja 天 下 让 一 名 放 疡 天 直 一句 放 闷 于 天 忆 


mm Nfl 
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三 :这 ， 
= arctanz 4° 
区 1 十 2 十 … 十 内 -| 1V 大 『 
(2) 可。 提示 : lim 本 吉 友 之 /站 = ,vr= 3 
1 
(3) 之 。 提示: lim 了 (sn 1 x 十 sin 2 x 十 … 十 sin 2x) 一 lim 1 Dsin kr = | sinrrdz 
LL mo 了 2 n n n me Nl 好 0 
5 光 
一 一 -一 COST 并 be 
(4) 十。 提示 : 利用 恒 等 变 换 ,将 积 的 形式 化 为 指数 部 分 为 和 的 形式 
tim 工 [Clnl 十 la2 十 十 Inn) 一 alnnm] i bp In 上 1 1 
lim “= Er" Enicl " lima 一 ec | 和 % 
(5) 1 一 cosb。 提示 : lim(b* 3 sinb = Inb tim 十 吕 成 sinb5 ,由 于 
k=0 ee k=0 
Ln 业 另 其 sinb 人 ， 
n km0 n Am0 km0 
lim nt lim i = | wsinbrdz = 1 GE 一 oo 号。 
mo Nf i lnb 
a 天 1 To 5 E 
(We 提示 lim (5 二 5) lm (1+ a) er er 
1/ 亚 十 3n 十 1 + 2nt4 "tl tm et 
(2) ez 。 提 示 : lin (4 ) lim (1+ 5 er Ha =e, 
2 2 
(3) 1。 提示: lim(z2 十 2n 十 1)sinz 育 =limGw +2n+D (二 ) =lim® tt 


Mr 
《和 Me, 提示 :lim (多) ee 下 ,利用 转化 法 ,有 


a 
[ie ois oh st lin a hs oh ied lim $Calna t+ blnb+ eIne) = In Yabe, 


mm 3 下 0 3 并 0 


(5) ef 。 提 示 : 利用 两 角 和 正切 公式 及 重要 极限 公式 ,有 


lim ton ( + i) im (入 Eee in (I) 


mo 1 一 tan(1/z) r-0\ 人 1 一 tanz 
J 
ji fi ) es 一 ee。 
-0 1 一 tanz 
(6) lna。 提 示 : im (at —atti) =limn a (aaarn —1) = limn’astt 。lna 。 
Pe Pe n(nt1) 
Fn mm- Js 


8. 提示 :【 方 法 1] 单 调 原 理 : zi 之 zz ,假设 ro- 二 zo, 则 Vzo-i 十 6> Vz 二 6, 即 zzuti, 于 是 单调 
减少 。 由 于 对 任何 n,zx,0, 于 是 数列 有 下 界 。 所 以 数列 极限 存在 。 对 递 推 公式 取 极 限 , 求 得 limz, 一 3。 
【方法 2 ] 验 证 法 : 利用 递 推 公式 , 求 得 limz, 一 3。 由 于 


EE 1 1 
i 二 六 fw 
lw —3 1&1 Vs 十 6 一 3 a 3|< 3 1m 3|< <aln 31 
而 limae 一 3| 一 0, 根 据 夹 逼 准则 ,lim|zo 一 3| 一 0, 即 limz, 一 3。 


9. 提示 : 对 递 推 公式 两 端 取 极 限 ， limz, =lim 十 (mi 3)s 得 到 limz, 一 1。 利用 验证 法 。 
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| 11< | 于 ce t+» 1| Flee i 


Eo 


le = 
此 题 可 以 用 单调 有 界 原理 证 明 。 
10. 提示 令 limz, 一 4, 对 递 推 公式 两 端 取 极 限 , 求 出 ao 一生 二 1 ,再 证 明 


i a . 1 
a l+x, 1l+a 


1 
其 中 i 十 a<1。 


1 
(1 十 a)(C1 十 Zn) 


1 
al<arsl™ al, 


hs 


11. 提示 : 利用 单调 有 界 原理 证 明 : 由 于 0 过 zi 过 3,zoti 二 Vxn(3 一 Zz,), 则 z+l 一 Vr,(3 一 zx,) 寺 
吉 [zs 十 (3 一 z,)] 一 训 , 所 以 {z,} 有 上 界 。 又 由 于 


(3 一 zm) 一 好 Za (3 — 2z,) 
,一 Var 二 已) 一 mm 一 -到 和 : "> 0。 
Ss I 


所 以 单调 递增 , 故 收 俯 。 对 递 推 公式 两 段 取 极限 , 解 得 limz, 一 子 。 


12. 提示， (1) 利用 拉 格 朗 日 定理 In(1 十 ) 一 lnn 一 二 芝士,n<&<n 十 1, 则 


§ 
2 一 ml <1ln3 一 2 二 二 ,lno+D 一 Im 区 二 ,lnG 二 办 入 1 十 去 十 沪 十 二 
再 利用 拉 格 朗 日 定理 Inn 一 In(n 一 1) 一 上 证 之 十,n 一 1<é<n, 则 
1 1 1 1 1 
In2 一 ln1l 宇 二 ,ln3 一 ln2 宇 二 lnn 一 ln(n 一 1) 之 一 ;1 十 二 十 十 一 声 1 十 lnn。 
2 3 n 2 n 
(2) 根据 结论 (1)1<i Re a 
Se ntn) In(l+n) 7° 
练习 题 1-2 答案 与 提示 
5 CN 1— 2)CVe + 还 
《1 ol 提示 : lim x( A Tl—2) lim BT dim Te 


1 1 


mt VITIE+H1 2° 
(2) 士 。 【方法 1] 用 公式 a 一 成 二 (a 一 了 (a? 十 ab 十 矿 ) 有 理化 ， 
lim viz— Vi—2z 
/tar™— w= 
s 


Vi 二 二 一 Yi—3[( VIFTz) + YITz YI-2z+ (Viz I(VIT3z+ Vi—5z) 
| 


本 3zCVI 十 红 十 VIi—5xz) 1 
20 8z[( MITz) + VIFTz Yi—2z+(Vi—2z)] 4 


【方法 2] 将 分 子 变 成 等 价 蔡 换 公式 形式 ,并 计算 部 分 因子 的 极限 ,得 到 
5 Vy =z( /EE-1) VTE+ VI—5z) 
lim Tlim = 
0 VT 二 Vi 0 (VIT3z— Vi—5r)( ViTar+ Vi~5z) 
W/E-1)-? 


2z 
0 8z 0 8z 


3 
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了 工 。 3z 
lim3 il 
二 和 
(3) 土 。 提示 : lim-l ( corz) liml ( | limS nz Xe0s — limSinz — xeosx 
全 re0 工 人 工 mr\r Sinz z=0 X'sinr 0 2 


, coOsZ 一 cosZz 十 zsinz _ |，sinz _ 1 
lim 3 lim . 
3z xm0 3 工 3 


Cy 三 3 提示 ji -Sn 一 ten .tanz(cosz—1) 


lim- mm 
mo VI 十 亚 一 1D)CVITSinz 一 1) Te -了 sinz 0 


= 
acz+ez) jm lte Ne 
(5) e。 提示: lim (x 十 er) 二 lim et 富 一 or 站 -一 er 是 -rt 一 er 生 -it 一 e。 
一 + rt 
(6) 1 世宗 ， limz 二 CQ 十 z)ln(1 十 z) limz 二 CI 十 z)lnC1 十 工 ) liml 一 1] 一 InG 十 z) 
人 sinz 9 了 2 4 2x 
jimnd+te)__ 1 
a 
a 2 1. l—cosr_ |,. acos zr* sinr_ a 
Wp RR 27 | 
jn Sinsins jm laaaz im ose 
(8) 1。 提示: lim(sinz) "二 limewii 二 en 一 en 一 el。 
一 到 一 至 
1 二 | , (Z 一 sinz)cosrz _ |，Z 一 sinrz _ |，1 一 cosz 1 
0 提示 :limeotz (snz 党 ) in Xxsinz * sint ws EE a I 6° 
和 尘 二 硫 1 1 | st =1—% ed i | 
Us ls z=1) i 
(11) 全。 提示 : lim 到 lime CV-zsinet Veosr) lm 2 
We 1+zsinz—cosz 01 二 zsint—cosz 
1i 工 li 4 4 
aozcosz 十 2sinz 03cosz 一 zsinz 3° 
1 3 一 人 
二 要 im 人 1 x) lm I pm 3z’ 了 


未 i 1— Vcosr lim (1— Vcosz)(1 十 Vcosz) 上 
2 ”orz(1 一 cosVE) orz(l 一 cosVE)GI 二 VEOSED) sot 到 =， 2 2 


(13) 


1 二 
(14) 一 一 。 提 示 : 1 
V2a 2 Xi 一 人 一 + VZ 一 4。Vz 十 a 2a 一 + 


rat Vz 一 a_ jim Vz—Vat Vr-a 车 四 [+ 
im im 十 1 


站 一 和 
1 二 | mm CE 一 e+ | 了 (im Vz— Et) 1 
V2 Vr—a* (Vr+Va) V2 ew V2a 
(15) 3ln2。 提 示 : lim inG+20n(1+ 过 3 lim 1+2) 一 3 jm 2 2 sln2, 
r+ . soto 1 十 2° 
1 本 一通 
(16) 一 噩 。 提 示 : 令 二 元， 则 
并 
cost _ 1 
lim zln (xsin ) lim Sint— nt 一 lim Sint zt 
zt 工 je t to 2 
li tcost — sint . tcost— sint 1i cost 一 tsint 一 cost 


ot 2 esint ot 27 pk 6¢: 6° 
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B= | i LANL 
(17) 1。 提 示 : lim 一 i im 一 = 
I*0 sinzt— xcoszr -0 Sin 工 一 工 COS 工 0SINT™ XCOST 0SINT™ XCOST 
sec*z—1_1. tan’z 
=lim————=lim—s—=1。 
-0 xsinz Te0 并 
a 
lle! Sin? 工 到 


(18) e。 提 示 : lim- = 一 lim: lim 二 e。 
一 0(e 十 Z) 一 em 一 oer[erm(t+ 二 ) 一 1] zin(1+ 专 ) 


Ws 
V cosz 十 zsin = 


1 一， 让 3 3 cosZ 一 1 1 
人 4° 提示 : Zsinr ue I sy 于 he 2( Vcosz 十 1) 4° 
(20) EE 提示 ， lim1 一 cosz Cos2x li 1 一 cosz 十 cosz 一 cosz Vcos2x 
3 0 1 一 cos3z 0 9 » 
人 
2 
i .1000 i 2 cos2z) | 
+1) 一 
z im InCsin2r 十 cos) 2cos2x 一 sinr 
2. (1) e:。 提 示 : 全 二 60, 则 lim (sin = 十 cos ) e ce — er , 


(2) 吉 。 提示: 令 sinz 一 4, 则 当 z>0 时 ,t>0。 所 以 


lim tan(sinz) 一 sin(Csinz) 本 tan(sinz) — sin(sinz) , (sinz)’ lim tant 一 Sint 
0 2 0 (sinz)3 2 0 ts 
= tant(1 一 cost) _ 1 
0 本 2°" 
3 1 
3 了 。 提示 : 令 z 一 二， 则 t->0, 于 是 
lim (Yr TI — Yr —2r) 一 lim IF VI, 
rt Be 
3 二 琶 二 (1 十 3D+ 一 1 十 寺 *34 十 oD, YI 寻 = (1 一 20)+ 二 1 二 +: (一 21) +o(t), 
Fw ito 3 
1l+3t— V1 一 2 一 tt ole D im o 
VIT3— Via = (D ,所 以 lim “一 1 7 
te0t #0t 
(2) 读 。 提示 : 由 于 cosz 一 1 一 到 着 十 十 十 ez)5 
2 
ei =1+ (-3* ) 坟 ( 雯 <) 十 oCzt) ,所 以 cosz 一 e-* = 一 十 x 十 oCz'): 
又 由 于 z+In(1 一 zx)=z++[( 一 一 语 ( ai, 到 之 十 oz2 ,所 以 
三 二 1 oz) 
lim costr— et” i i Fo(a™) ji 12 EE 1 
mr0 (1 一 cosz)[Lz 十 ln(1 一 z)] 一 i a 0 1 — 14+oz) 3° 
3 ] 一 [二 +] 


(3) 一 直 。 提示: VI 一 (1 十 xz? 六 二 1 十 去 x 一 去 2 人 坟 )z+ocz)， 


1 十 于 辽 一 VIT 到 一 下 忆 十 oz)， 


一 1 十 之 十 o(z)icosr 一 1 一 于 辽 十 oz) vcosz 一 时 = 一 二 +o(z’), 
y 
1+ 广 一 VI 二 z'+o(z') 言 + 和 > 


lim- i 
2 后 ) 一 " 区 [-3 +] 0 一 + 12 
e 


1.6 本 章 练习 题 答案 与 提示 全 


(4) 3 。 提示 : er 一 1 十 z 十 + oz) ssinz—z 一 言 z 十 0(z)， 


ersinz 一 工 十 也 十 $e 二 十 om) 吉 才 到 二 $x +olz’), 


a 
im Sine— zto pm 3 jl 1 
0 EE 0 E42 x0 EE ] 3° 
此 题 还 可 以 用 洛 必 达 法 则 。 


4 (1) 2。 提示: 由 于 二 一 1 多 [过 ]< 二 ,四 此 当 z>0 时 ,2 一 z<z[ 二 ]<2, 于 是 


tmz[ 记 恬 2; 当 z<0 时 ,2 一 xz>z[ 二 ]>2， 于 是 lmz[ 二 | =2。 次 limz [ 记 ] 一 2 


(2) 0。 提 示 : 在 [0,1] 上 有 0<I 生 <r ,根据 定 积分 的 保 序 性 得 
1 


o<| 证 Td < ea= 村， 


当 z-~ 十 cc 时 ,不 等 式 的 两 端的 极限 为 零 。 
(3) 二 。 提示: 对 讽 分 大 的 ,一定 有 AEZ+ ,使 得 kx<<z<(k 十 Dx, 因 为 


是 De 
2k 上 sm ae_ snl _| |sint|dt 2 十 2 
(k++ Dx (k++Dr ~ 元 > kn kr 
当 xz 一 十 co, 一 十 oo, 不 等 式 两 端的 极限 都 等 于 一 。 
(4) 0。 提 示 : 由 于 f(x) 有 界 ,所 以 3M>0 有 一 M<f(x) 志 M, 当 zx 一 十 2 时 ， 
i I — Mdt 站 rou | Ma i 
2z 3 < rr’ < 3 2z” 


当 z~ 十 co 时 ,不 等 式 两 端的 极限 是 零 。 
5. (1) 1。 提 示 : 由 于 函数 中 含有 |z|, 且 有 e” ,所 以 只 能 求 0 点 的 左右 极限 ,进而 判断 函数 在 这 点 的 


极限 。 


人 


1 
ez 十 1 1 
(2) 到 提示 : mm (所 era 过】 lim le fies Li 于 一 到， 


ot otl—e 工 一 0 


ro ez 一 1 ro 


二 十 1 1 
lim 气 + arctan lim 等 和 lim arctan Ls = 三 。 
匡 三 加 z 2)=& 


0 \ EF 


练习 题 1-3 答案 与 提示 


1. 提示 : 当 |z|1<1 时 ,F(z) 一 1 十 z, 当 |z|>>1 时 , f(z) 二 0, 当 工 二 1 时 , f(x) 二 1, 当 
ZZ 二 一 1,f(z) 二 0, 于 是 函数 的 表达 式 为 


0， El 

1+zx, rE€ (一 1,1)， 
f(z) = 

1, 工 一 1， 


0， zE(1, 十 co)。 


人 第 1 章 数列 \ 函 数 ,极限 与 连续 


函数 有 两 个 分 段 点 ,在 zx 一 一 1 处 连续 ,在 z 二 1 是 跳跃 间断 点 ,所 以 函数 7(z) 在 区 间 ( 一 co,1)U(1, 十 cc) 
上 连续 。 
2. 提示 : 函数 F(z) 在 z 一 0 是 分 段 点 , 且 


lim f(z) = tim (1+ zsin )= 1+ limzsin ld =1= f(0); 
0t 可 工 + I 


0 -0 


lim f(z)= lim (et 十 1 二 1 二 (0), 所 以 函数 在 二 0 既是 右 连续 ,又 是 左 连 续 ,所 以 函数 x 一 0 连续 ,在 


一 ==,0) 上 ,jz) 一 时 十 1 是 初等 函数 ,有 定义 ,连续 ,在 (0, 十 cc) 上 函数 J(z) 一 1 十 zsin 工 是 初等 函数 ,有 


定义 ,连续 。 所 以 函数 F(z) 在 (一 co ,十 co) 上 连续 。 

3. 提示 : 函数 f(x) 在 zx 二 0 和 xz 一 1 是 无 定义 的 点 ,当然 是 间断 点 。 根 据 在 这 两 点 的 极限 可 知 ,z 一 0 
是 无 穷 间断 点 (第 二 类 间断 点 ),z 一 1 是 跳跃 间断 点 (第 一 类 间断 点 ) ,函数 在 (一 ,0)U(0,1)U(1, 十 cc) 
上 连续 。 


Z>0， 人 Z 过 1， 


4. 提示 : 由 于 /(z) 二 1 (z)= 则 gCf(z)) 一 [9 ”>0' 于 是 g(f(z)) 一 
5 站 全 Es a ps dd 必 xX<0, Se 


1 一 f(x)。 复 合 函 数 


1， Zz<<1， 
race Z 一 1, 于 是 z 一 1 是 f(g(z)) 分 段 点 ,显然 也 是 间断 点 ,是 可 去 间断 点 。 
了 


5. 提示 : z 一 0, 士 r, 士 2r,… 是 无 定义 点 ,当然 是 间断 点 ,函数 在 z 一 0 的 极限 存在 ,所 以 x 二 0 是 可 去 
间断 点 (第 一 类 间断 点 ), 其 他 点 的 极限 都 是 无 穷 大 ,所 以 是 无 穷 间 断 点 (第 二 类 间断 点 )。 

6. 提示 : 无 定义 的 点 是 z 一 0,1, 一 1, 当 然 是 间断 点 ,通过 求 各 点 的 极限 或 左右 极限 可 知 , 其 中 一 0 是 
跳跃 间断 点 5z 一 1 是 可 去 间断 点 5Z 一 一 1 是 无 穷 间断 点 。 

7. 提示 : 显然 函数 在 zx 一 ayz 一 1 是 无 定义 点 ,当然 是 间断 点 ,其 他 点 连续 。 0 Z 一 0 是 


无 穷 间断 点 仅 当 一 0。 车 使 函数 在 二 1 是 可 去 间断 点 ,当然 极限 存在 ,limy(z) 一 li limzGTT 存在 ,因为 
分 母 极限 是 0, 那 么 分 子 极限 只 能 是 零 , 所 以 0 一 e。 


= 


0 十 并 Z<0， 
8. 提示 ;函数 F(z)= (rz) 二 g(z)= 12z+2， 0<z<l, 根 据 下 (0+) 一 下 (0-) 知 ， 
z 十 2 十 ae， z>1， 
0 一 2; 根 据 F(1+ ) 一 F(I- ) 知 ,a 一 1。 
Z(Cr 十 2z) _ 
2 


coszt 


9. 提示 : 无 定义 的 点 是 z 一 1,z 一 一 Ar 十 于 (一 1,2,…) ,分 段 点 二 0, 由 于 lim f(z)== lim 


一 一 sinl,z 一 0 跳跃 间断 点 ;z 一 1] 是 振荡 间断 点 ,x 一 一 也 是 可 去 间断 点 ,一 


0; lim f(x)= lim sin 并 
x0t et 立 一 


1 


一 tr 十 于 (一 2,3，) 是 无 穷 间 断 点 。 


练习 题 1-4 答案 与 提示 


站 ma+apd 人 
1. (1) 1。 提示: lim > mi Lt sine)ooer 二 [in Sineeoss 二 省。 
0 工 一 cosz 0 sinz z=0 Sin 
r 2z 1 
站 ma +sinpd 站 ma +sinpd 上 In(1 + sint) dt 
(2) 4。 提示 : lim 一 lim 一 2 lim = 
a 


Vl+tanz—l1 一 " 方 tan2 工 a 


1.6 本 章 练习 题 答案 与 提示 全 


2 lim mL 十 sin2z) » 2 _ ?lim sin2z 4 
一 0 2z 0 工 
Ef [ee dt 2 1 
(3) 二 。 提示: lim [ee d= lim ”一 lim 一 -到 
2 rt To He rer rt 2zrzer 十 er 2 
(fs d] 2| ea er” | edt E 
(4) 2。 提示 : lim ~ lim — 2 lim > 2 lim 一 
a0 Fe dd ze 0 pr 
。 
是 
a 
Bz 34 \ 宇 .到 由理 
2. (1) ln2。 提 示 : 由 于 lim (= ) lim (1+ = ) 全 一 er 一 ep 一 8, 所 以 o 一 In2。 
Teco\ 工 a I 并 a 


(2) a=6=V23。 提示: lim (V2z7 二 47 一 1 一 ax 一 二 mx 人 + 二 一 走 -e 一 全] 一 0 所 以 
eo + EE 4 


lim (2+ 和 一直 a 各 0, 得 到 a 一 VE。 将 a 一/ 代入 极限 中 ,得 到 


un, 
b= lim(Vazr Far—1—yaz) = li 全 4 一 V5。 
/oe 

(3) 【方法 1] 依 题 意 有 : lim。 一 (4 于 6 十 凡 一 0, 应 用 洛 必 达 法 则 ,ims 一 如 < 一 一 0, 于 是 分 子 的 机 


限 一 定 是 零 , 即 lim(e" 一 2az 一 6) 一 0, 得 到 5 一 1, 代 入 极限 中 ,再 运用 洛 必 达 法 则 ,得 到 lim 人 一 各 一 一 


， er 一 2a 品 重 
lim 一 0, 于 是 < 一 本 。 
2 
【方法 3] 泰勒 公式 : er 一 1 十 z 十 去 导 十 oz) ,所 以 limS 一 Co 寺 z 二 了 
Ei 


1 十 z 十 于 也 十 oCz) 一 (az 十 bz+D) (1 一 b)z 二 2 +oCz’) 


i 到 EE 
于 是 1 一 6=0, 吉 一 a=0, 所 以 6 二 1.4 一 二 。 


(4) a 二 1。 提 示 : 利用 f(0+) 二 (0”) 即 可 。 
(5) a 一 4,b 一 3。 提 示 : 由 于 limf(z) 存 在 ,所 以 有 /(1*) 一 (1 ), 即 


lim f(z) = lim = Fe ly = 

rl relt En ml 

由 于 分 母 极限 是 零 ,所 以 分 子 极限 一 定 是 零 , 即 lim (x? 一 qx 十 b) 二 0, 从 而 得 到 1 一 a 十 b 二 0。 对 极限 运用 洛 
zlt 


必 达 法 则 有 lim 了 eb 一 lim 224 一 一 2 十 a 一 2, 解 得 a 一 4.6 一 3。 


lt lt 


(6) a 一 一 3,0 一 一 2,c 一 1。 提 示 : 由 于 分 母 的 极限 是 零 , 所 以 分 子 的 极限 一 定 是 零 , 即 im (x tazrtb)= 
0 过 一 1 一 a 十 6 二 0, 应 用 治 必 达 法 则 ， 得 到 lim 忆 


三 c, 显 然 分 母 极 限 是 零 , 于 是 分 子 极限 是 零 , 即 


3 l i Ca—1)(x+1) 
Tez 2 一 -1 zz+1) 


人 


lim 3zx* ta 0 过 3 十 a 二 0, 即 a 3, 将 a 3 代入 极限 中 ， 得 lim 总 和 


c。 根 据 a 3 和 一 1 一 a 十 6 二 0, 显 然 6 2。 
(7) 1 或 e; 提 示 : a 


-一 生存 在 ,根据 分 母 极限 是 零 ,得 到 lim(e* 一 a) 一 0, 即 a 二 1, 并 且 limf (zx) 一 


则 limf (zx) = lm 1 


> 1 章 数列 ` 函 数 ,极限 与 连续 


lm 一 一 1 存在 ; 


xz 
车 x 一 1 是 可 去 间断 点 , 则 limf(zx) 一 limzezTy 和 存在 ， 根据 分 母 极限 是 零 ， 得 到 lim(e 一 a) 一 0， 即 
a 一 ,并且 limf(D) 一 lm 一 9 ep e 存在。 
(8) ao 一 一 多 ,6 一 59。 提示 ， lim 二 区 一 记 oz 站 血红 lm 
E 
2010, 于 是 得 到 a 一 5 十 1 一 0, 记 一 2010。 


(9) a 二 16 二 0c 一 去。 提示 : 因为 c 闫 0, 而 分 于 的 极限 是 零 ,所 以 分 母 的 极限 一 定 是 零 , 即 


lim| 十 站 gr = 0=>b 一 0( 不 论 5>> 0 还 是 6<<0, 被 积 函 数 不 变 叶 , 所 以 积分 值 都 不 为 零 ,所 以 只 能 


0 
a— cosz , a— coszt 1 
5 二 0), 运 用 洛 必 达 法 则 得 到 lim 二 CT 二 二 7 lim 7 Cy 显然 a 二 1,c po 
I 
4 
(10) oa 一 号 ,0 一 二 。 提示: of 一 1 十 袜 十 于 十 oz0)vsinz 一 z 一 瑟 十 各 二 oz)。 
二 = at+b PI a g 
zx—(atbe” )sinr=(1—a 0z+( 气 外 (等 6 二 亲 )z 十 o(z5)， 


atb 


则 得 到 1 一 a 一 6 二 0,6 


一 0 一 0。 

3. (1) 2。 提 示 : 1 一 cosz 一 (1 一 cosz)(1 二 cosz) 一 二 于 。2 一 x? ,是 二 阶 无 穷 小 。 
(2) 3。 提 示 : sinz 一 tanz 一 tanz(cosr 一 1) 一 一 翅 忆 ,是 三 阶 无 穷 小 。 
= 2z 


i 2 
人 2。 提示 Fi 六 lm mr ln Rr li 


lcosr 
(4) 4。 提示: [| (ez 一 ld:] = [es0r-"w) 一 1]sinz ~ 2(1 一 cosz)sinz ~ x’。 
o 


3 一 4 5 
te es 和 一 4 一 3 一 0 一 4 一 3。 


0 I 0 


(6) 2。 提 示 : ee 一 cosz 一 (ee 一 1) 十 (1 一 cosz) 一 3 


4. A= 二 ,B= 一 也 ,C= 十。 提示 :【 方 法 1] 泰勒 公式 为 @* 二 1+z 十 十 民 十 十 吉 十 0(z'), 于 是 


er(1 十 Br 十 Cr2) 一 1 十 (1 十 B)z+ ( 计 +B+C)z*+( 言 + 全 +C)z?+ocz') 一 1 十 4z 十 oza)， 


章光 
则 1 十 B 一 A, 玛 十 B 十 C 一 0, 计 十 于 十 C 一 0。 
【方法 2] 洛 必 达 法 则 。 出 lim B+ Ce ) 1—Az ji 0+BetCe +B+2Ce)—A 0 
oe 0 


所 以 lim[e* (1 十 Bz 十 Cx* 十 B 十 2Cx) 一 A]=0, 即 1 十 B 一 A 二 0。 而 
0 
lim®e 十 Bz 十 Cz: 十 B 十 2Cz) 一 A lim e[1+B+2C+(B+4C)z+Cz’] 


0 3 0 6z 


0， 


于 是 有 1 十 B 十 2C 一 0,B 十 4C 一 0。 


1 ( 2) 
Sin 工 f(x) Fy 多 
| in 


1.6 本 章 练习 题 答案 与 提示 从 


3z(27 一 1) 十 c(z)z(2 一 1), 于 是 有 


lm A a At lim3 (2 — Dim 2: 1) 一 3ln2。 
0 工 0 于 0 工 0 工 


f(z) 


(2) f(2) = 二 0; 了 (2) = 二 4x。 提 示 : 【方法 1 由 limsinxz 一 4 7(z) 一 4sinrz 十 a(Z)sinrz, 其 中 


lima(z)=0。 于 是 f(2) =limf(z) =lim[4sinrrta(z)sinrr] =0, 


12. 


21. 


1 


21. 


32. 


41. 


= 经 ji 4sinnr t+ a(x)sinxz in 一 富 li im a(z) 。 Si 


x2 工 一 2 xz~2 工 一 工 一 2 


f (2) lim 


= lim4rcosrz = 4r。 
【方法 2] 因 为 连续 , 则 fC2) 一 limf Cz) 一 0, 了 7(2) lm i 


4n。 
z=2Sinnr 工 一 2 


(3) 一 (In 2)?。 提示: bin [+ ]™ = 2 ,所 以 [1+ 丰 分 a 2 十 a(z) ,其 中 a(z) 一 0， 


mn [i+ 一 In[2+a(z)Jin eos z ,所 以 人 一 全 1eretroew 一 1]， 


lim /CD =limt Flrerete er — 1]=In ni =—D] (2):, 


0 Ti 0 TX pr 
ia Citaro] 。 im 2KG 。 sim Kg) 
(4) e 于 。 提 示 : lim[1++2/(z)] 志 Eo er0 Emm0 二 er 一 er 。 
x 
(5) 提示 : lim let {| = t+ 人] [I] [全] 


R x 二 人 
tim[1+ A ] 5, 是 lim -2 lin 1+ io]+t A a 


0 0 


考研 真题 答案 


数 一 真 题 答案 ; 1，e- 主 ; 2. DD; 3. B; 4. 2; 5. 0,e 二; 6. B; 7. D; 8. B; 9. 十 : Io: Ar It. 6; 


ce 13. 路 ; 14. Di 15. 小; 16. 一 二 ;17. a 一 一 于 ,6 一 一 去 愉 一 一 十; 18. 去 ， 19. Ds; 20. Ai 


于; 22. 一 2; 23. 0; 24. C; 25. (iD 略 ,(ii)1。 


数 三 真题 答案 1. Di 2. 十 ; 3.a 一 1 一 一 1 4. As 5. Di 6. 二 ;7. 2; 8. 二 9. 1; 10. Ci 


Bg(2)= 1 — le x 12. By 19., 0 14. Bi 16, 1 16, =Ly 17. Ci 18. Ms 19. Zer 20, 24 
工 arctanzx 6 2 
Ci 22. 071s 23. Cs 24. B; 25. —; 26. et; 27. 十 ; 28. Ds: 29. Cs 30. 一 2; 31. n=2,4=7; 
和 1 由 未 
As 33. Di; 34. 于; 35. D; 36. 一 二 ;37. a 一 一 1,0 一 一 于, 一 一 二 ;38. 6; 39. sinl 一 cosl; 40. 3， 
A; 42. 二 3 43. ; 44. a=b=1; 45. 0; 46. e 1; 47. 1。 


注 eg 


第 C2》 章 


导数 与 微分 


基本 概念 


1. 一 点 可 导 , 一 点 的 导数 、 左 导数 、 右 导数 、 导 函数 ; 
2. 可 微 、 函 数 在 一 点 的 微分 、 函 数 的 微分 ; 
3. 一 点 的 高 阶 导 数 、 高 阶 导 函数 。 


基本 结论 


. 连续 、 可 导 、 可 微 三 者 关系 ; 
. 一 点 可 导 充 要 条 件 ; 
. 求 导 法 则 , 求 导 公式 ; 
. 变 限 积分 函数 的 求 导 公式 ; 
. 莱 布 尼 芯 公式 ; 
.推导 或 牢记 指数 函数 .正弦 函数 .余弦 函数 、 宕 函 数 、 一 次 分 式 和 对 数 函 数 的 高 阶 导 
数 公 式 。 
基本 方法 
1. 计算 函数 在 一 点 的 导数 ; 
2. 计算 初等 函数 的 导数 ; 
3. 计算 非 初 等 函数 的 导数 : 由 参数 方程 确定 函数 的 导数 、 隐 函数 的 导数 ,每 指 函 数 的 导 


数 、 变 限 积分 函数 的 导数 ,分 段 函 数 的 导数 和 抽象 函数 的 导数 ; 
4. 计算 函数 的 高 阶 导 数 、 函 数 在 一 点 的 高 阶 导 数 。 


,1 导数 的 求法 


-2 mn 


一 、 基 本 概念 


定义 1 导数 (可 导 ) 设 f(z) 在 点 zo 的 邻 域 U(zo) 内 有 定义 , 若 极 限 
ns Ay lim f(zxo EA) ji i 


Ar-=0 Ar-=0 Az xz 着 一 Go 


2.1 导数 的 求法 全 


存在 , 则 称 f(z) 在 点 ze 处 可 导 , 极 限 值 称 为 fCz) 在 点 ze 的 导数 , 记 作 


dy (zo) 或 yy (zo)。 
dz |:=zo 


定义 2 单 侧 导数 ” 左 导 数 和 右 导 数 统称 为 单 侧 导 数 。 左 导数 和 右 导 数 分 别 记 为 
天 (zo), 撕 (zo) ,它们 的 定义 分 别 为 
左 导数 万 (xp) 一 lim 外 ir 2 A A 


ar-0 AT ar-o- Ar ms TX To 


a 


z=70 


右 导 数 六 (Czo) im 外 lim A+ en Je 

注 表示 导数 、 左 导数 和 右 导 数 的 极限 有 三 种 形式 ,这 是 必须 掌握 的 。 用 定义 求 一 点 的 
导数 ,讨论 极限 存在 性 或 求 极限 值 ,讨论 函数 的 可 导 性 都 将 不 同 程度 的 涉及 这 些 极限 ,并 利 
用 这 些 极限 。 

导数 的 几何 意义 : 

(1) (zo) 是 曲线 y= 二 f(x) 在 点 M(xzo ,yo) 处 切线 的 斜率 , 即 (xo)==tana, 其 中 a 是 点 
M(xzo ,yo) 处 的 切线 与 x 轴 正 向 所 成 的 夹 角 。 

(2) 了 (xo) 的 大 小 表示 函数 f(z) 在 点 zo 附近 的 变化 率 。 导 数 的 绝对 值 越 大 ,函数 值 变 
化 得 越 快 ,图 像 陡峭 ;导数 的 绝对 值 越 小 ,变化 得 越 慢 ,图 像 扁 平 ; 当 导 数 为 零 时 ,曲线 在 该 点 
的 切线 平行 于 工 轴 。 

定义 3 微分 (可 微 ) 设 f(z) 在 zo 的 邻 域 U(zo) 有 定义 , 若 

Ay = f(zot Ax)— f(z0o) = AAz + ol(Ax), 

其 中 A 是 不 依赖 于 Az 的 常数 , 则 称 f(z) 在 zo 点 可 微 ,并 称 AAz 是 f(z) 在 点 zo 的 微分 ， 
记 作 dy 二 AAz, 或 df(zo)= 二 AAxr。 

可 以 证 明 , 自 变量 的 改变 量 和 微分 相等 ;函数 值 改变 量 与 微分 近似 相等 , 即 

dr = Azr; Ay 一 dy。 


于 是 有 微分 公式 : 

(1) 函数 在 一 点 的 微分 : dy(Czo) 一 dfF(zo) 一 广 (zo)Az 一 广 (zo)dz。 

(2) 函数 的 微分 : dy 二 df (x)= (x)Az= 了 (zx)dzr。 

微分 的 几何 意义 : 微分 df(zo) 是 曲线 y 二 f(z) 上 的 点 M(xzo ,f(zo)) 的 切线 的 纵 坐标 相 
应 自 变 量 改 变量 Az 的 增 量 ,是 函数 值 改变 量 的 近似 值 , 即 df (xo) 守 Ay。 当 |Az| 越 小 时 ， 
df(zo) 和 Ay 之 间 的 近似 程度 越 好 。 

导数 和 微分 的 区 别 : 

(1) 一 点 的 导数 六 (zo ) 是 一 个 常量 ,而 一 点 的 微分 df (zo) 二 (zo)Az 是 一 个 变量 ,是 
一 个 Ax0 时 的 无 穷 小 量 。 

(2) 导数 (zo) 的 大 小 仅 与 x。 有关, 而 微分 df (zo) 二 f(xo)Az 不 仅 与 x。 有 关 , 而 且 
还 与 Az 有 关 。 

(3) 一 阶 微分 具有 形式 不 变性 ,而 导数 不 具有 这 个 性 质 。 因 此 求 导数 时 应 指明 对 哪个 
变量 ( 自 变量 还 是 中 间 变 量 ) 求 导 , 而 求 微 分 则 无 须 指明 是 对 哪个 变量 求 微 分 。 
(4) 导数 和 微分 的 几何 意义 是 不 同 的 。 
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二 、 基 本 结论 

定理 1( 可 导 、 可 微 和 连续 的 三 者 关系 ) 

(1) 可 导 和 可 微 是 等 价 的 , 即 可 导 则 可 微 ,反之 亦 然 ; 
(2) 可 导 ( 可 微 ) 一 定 连续 ,连续 未 必 可 导 。 


定理 2( 可 导 的 充 要 条 件 ) f(x) 在 xo 处 可 导 扎 左右 导数 都 存在 且 相 等 , 即 
(rzo) 存在 全 f(zo) = f(zo)。 

定理 3( 求 导 法 则 ) ”车 函数 f(z) 和 g(x) 可 导 , 则 : 

(1) [f(r)+tg(x)] =f (zx)+g’(z); 

(2) [fz) » gx) =f (x)gCr) tg (x) f(z); 

fz) 记 Cz)8(z) 一 8 Df, 

g(x) g(r) 

(4) [flg(z))]=f [g(x)]* g(x)。 


(3) [ (z) 天 0); 


定理 4 ( 求 导 公 式 ) 

(1) (C) 一 0; 

(3) (sinz) 一 cosz; 

(5) (tanz) 一 seczzrs 
(7) (secz) 一 Secztanzs 


(9) (az) 一 azlna; 


| 
(11) (log.z) 于 
(13) (arcsinz) 一 ; 
1 一 元 
(15) (arccosz) “一 一 
一 站 


三 、 基 本 方法 


题 型 1 求 函数 在 一 点 的 导数 
求 函 数 在 一 点 的 导数 有 两 个 方法 : 


(2) (x°)’ =azx"!; 


(4) (cosr)’=—sinr; 
(6) (cotzr) 一 一 csczzs 
(8) (cscz) 一 一 csczcotzi 
(10) (er) 一 e; 
(12) (Inz)" 一 荆 ; 
这 
(14) ee ey 
1+z*” 
(16) areeota) = = 
lt 


方法 1 公式 法 ”所谓 公式 法 就 是 用 求 导 法 则 和 求 导 公式 求 出 导 函 数 ,再 求 导 函 数 在 该 


点 的 函数 值 ; 


方法 2 定义 法 ”所谓 定义 法 就 是 用 一 点 导数 的 定义 求 一 点 导数 。 
公式 法 适合 于 求 初等 函数 ,具体 函数 的 导数 ;定义 法 适合 于 求 分 段 函 数 在 分 段 点 的 导 


数 ,抽象 函数 的 导数 。 


例 2.1 求 下 列 函 数 在 一 点 的 导数 : 
(1) 设 f(x) 二 zxsinz, 求 7( 中 )， 


(2) 设 f(z)==(zx’ 一 1])g(zx),g(z) 在 zx 二 1 连续 且 g(1)==2, 求 (1); 
(3) 设 f(z)==zx(x 一 1)…(z 一 2018), 求 (0), 了 (2017)。 


解 (1) 导 函 数 (zx) 二 sinz 十 zcosz, 于 是 


2 1 导数 的 求法 > 


f( 皇 )= | 全 Csinz + zeosz) | ,车 
J 


(2) 由 于 g(x) 在 x=1 连续 ,上 且 g(1)==2, 则 有 
本 
fy lim £D = 7 lm = Da) 


zl rz—1 


lim(x 1)g(Cz) = 2g(1) = 4。 


(3) FO)=lim HE LY lm 1) —2018) =2018!; 


i 2 = A200 三 i ts = Ds 0 = == Wi 
im, 地 一 2017 2017 


注 例 2.1 的 (2) 题 不 能 用 公式 法 求 导 ,只 能 用 定义 法 ,这 是 因为 g(z) 未 必 是 可 导 的 。 
也 就 是 说 ,下 面 解法 
jz) 一 2xzg(z) 十 (zz 一 1)g(z)，F(G) 一 2g8(0) 十 (1 一 1)g' (1) 一 4 
是 错误 的 。 


f (2017) 


Wr, XZ0, 


例 2.2 设 f(z)= 6 求 了 (0)。 


: ee | 
sin2zsin 一 ， x>0， 


解 z=0 是 f(z) 的 分 段 点 ,用 定义 求 出 该 点 的 左 导数 和 右 导 数 ,从 而 确定 这 点 的 
导数 。 


ar 
f°_(0) m ££ 一 EON lim 袜 lim zez = 0; 
-0 一 0 ze0 TX 0 
| Pp | 
人 sin? xsin 一 zx?sin— 
f4(0) = lim sd ml A) lim lim E lim zsin . 0 
0+ Z 一 0 0+ I 0+ I z=0t I 


由 于 扩 (0)= 凤 (0)=0, 所 以 (0)==0。 

注 求 分 段 函 数 在 分 段 点 的 导数 ,一 般 用 定义 法 . 求 出 函数 在 这 点 的 左 导 数 和 右 导 数 ， 
若 左右 导数 相等 ,该 点 的 导数 存在 , 且 等 于 左右 导数 ,否则 该 点 导数 不 存在 。 

题 型 2 求 初等 函数 的 导数 

从 总 体 上 看 ,每 一 个 初等 函数 一 定 是 下 列 三 种 情况 之 一 : 

@ 基 本 初等 函数 ; @ 四 则 运算 函数 (加 , 减 , 乘 和 除 得 到 的 函数 ); @ 复 合 函 数 。 于 是 ,对 
初等 函数 的 每 一 次 求 导 ,都 需要 确定 函数 是 哪 种 情形 。 如 果 是 基本 初等 函数 , 那 就 应 用 导 天 
数 的 公式 :如果 是 四 则 运算 函数 , 那 就 应 用 四 则 运算 求 导 法 则 ;如 果 是 复合 函数 ,需要 确定 复 
合 函 数 的 外 函数 和 内 函数 。 复 合 函 数 的 导数 等 于 外 函数 的 导数 乘 以 内 函数 的 导数 ,对 外 函 


数 求 导 时 ,把 内 函数 看 作 单 个 变量 。 
例 2.3 求 下 列 初等 函数 的 导数 : 
(1) y=xarcsin2x+ V1—4zr’; (2) y=tan (a +1); 
(3) y= Inlnlnlnz; (4) y 一 Vz 十 Vz 十 Vz 二 NMVz 。 


解 (1) 函数 是 两 个 函数 的 和 ,根据 求 导 法 则 有 
yy 二 (zarcsin2z) 十 (V1L 一 4z)” (前 者 两 个 函数 的 积 ,后 者 复合 函数 ) 
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二 arcsin2z 十 z。 2 十 小 。 二 8 (复合 函数 外 函数 是 备 函 数 ) 
1—4z 2 1— 4 


有 2% 
一 arcsin27 一 一 -一 。 
V1 一 4 
(2) 函数 是 复合 函数 ,外 函数 是 tanv ,内 画 数 是 w 一 ax+: 十 -nz ,根据 复合 函数 的 求 导 


2 十 1 
法 则 有 


lnz lnzx 
这 三 se 人 on 圭 三 本- Cas 二 二 ) 


= sec’ (a + 时) [ee™ ) ”十 于] ， 
内 函数 是 两 个 机 数 的 和 ,前 者 是 复合 函数 ,后 者 是 两 个 函数 的 商 , 于 是 


(asrtl) = azrtllnae。(2z 十 1) = 2a2zrtlilna， 


1 
和 pp 
( lnz ) (zz 十 1)(lnz) 一 lnzCzz 十 1) We . le 
Z2 十 1 (z2 十 1)2 (zz 十 1)2 


所 以 


1 ln 上 2rt1 (zx: 二 1)=2z°Inz 
y 一 sec (< tr [2 Inat Trl Ce 二 Ts ]. 


(3) 函数 是 复合 函数 ,外 函数 是 对 数 函 数 Inu, 内 函数 是 v 一 Inlnlnz, 于 是 
1 


lnlnln> 


而 内 函数 Inlnlnz 还 是 一 个 复合 函数 ,外 函数 为 对 数 函 数 Inv, 内 函数 为 v=Inlnz, 所 以 


y = (lnlnlnlnz) = 。 (lnlnlnz)’。 


(lnlnlnz)” = LS (lnlnz)’。 
lnlnz 
同样 Inlnz 也 是 一 个 复合 函数 ,外 函数 为 对 数 函 数 lnw, 内 函数 为 w= 二 lInz, 所 以 
(lnlnz)’ = be (lnz)’ = a 
lnz Zlnz 
所 以 
/ 1 


znz. Ininz « nnmnz* 


(4) 函数 是 复合 函数 ,外 函数 为 宕 函数 好 ,内 函数 为 =z 十 Vz 十 Vz 十 Vz 是 两 个 函数 
的 和 ,于 是 


1 
y 一 诗 (z 二 Vz+ Vetye) 。(zZ 十 Vz 十 Vz 十 VD) 


一 去 (z+ 0 


函数 Vz 十 Vz 十 Vz 是 一 个 复合 函数 ,外 函数 为 过 函数 大 ,内 函数 v=z 十 Vz 十 \r 是 两 个 函 
数 的 和 ,于 是 


人 


2 


2.1 人 


= 去 Cz+Vz 二 AD) [+ Vrtya)], 


函数 Vz 十 Vz 是 一 个 复合 函数 ,外 函数 wz ,内 函数 w= 二 x 十 VT, 是 两 个 函数 的 和 ,于 是 
(Vz 二 VD = 到 (十 VD) 到 。 (1+#]). 
所 以 


一 二 
y = 去 (xz 十 Vz 十 z 十 Vz) 。 


全 4 去 (zx 十 z 十 VE) + el 


题 型 3 求 非 初 等 函数 的 导数 


(1) 由 参数 方程 确定 的 函数 的 导数 


参数 方程 (确定 的 丽 数 y 一 y(z) 的 导数 ， 
并 一 并 (zt) 


dy dy. dd YY 
阶 导数 ，dz di dz dr x(t) 


dy 
t 


dt 
a dy d ( 坚 ) 4 (0). dt xDYD—x Dy) /dz 
二 阶 导数 ; dz2 dzrldzr dz (1) dz [zx’ CF dt 
TDY DD -ADy CD) 
[zx DB 时 


注 求 径 , 由 于 函数 3 一 y(1) 是 关于 变量 上 的 函数 ,不 含 变 量 z, 所 以 没有 办 法 对 工 直 接 
求 导 ,但 可 对 变量 上 求 导 , 即 中 间 变 量 求 导 (将 上 看 作 中 间 变 量 ), 再 乘 以 : 对 z 的 导数 , 即 


的 
a 1/ 等 ,所 以 有 


dy 
dy dy, dt y (2) 
dz dt dz dz 于 着 
dt 
由 参数 方程 确定 的 函数 的 求 导 原 理 : 函数 对 自 变量 的 导数 ,等 于 此 函数 对 中 间 变 量 的 
导数 , 除 以 自 变量 对 这 个 中 间 变 量 的 导数 , 即 


dy 
dy_ dy 
dd 
dt 


其 中 上 是 中 间 变 量 。 事 实 上 ,参数 方程 确定 的 函数 的 导数 ,不 论 一 阶 导数 还 是 二 阶 导数 都 是 
利用 这 一 原理 。 
T= cost:, 
dy 
dr 


例 2.4 已 知 re cosue |， 求 虹 和 


y= teosr 一 | 
1 2Vu 
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cost’ 


解 由 于 zx (1)== 一 2tsint?,y (1) 二 cost? 一 2f2 sint? 一 2t BE 21 sint? ,于 是 
dy dy/dr _y(D = ng 
dr dt/dt z(t) 一 2tsint 
对 工 再 次 求 导 , 得 到 
dy d (时 ) d d dz 1 
dr’ dzr\dz a hd dt — 2tsint?” 
y=al(sint—tcost), ,dr dizx 
例 2.5 已 知 R= 
a dy dy 
解 由 于 x (4) 二 atcost,y (1) 二 atsint, 于 是 
dr _ dzr/dy _ atcost 和 
dy di/dt atsint POs 
dz _d ( 坚 ) d= d /下 一 csczt 
dy dy\dy oy 二 (名 网 dt atsint “ 


注 ”此 参数 方程 确定 的 函数 是 x 二 x(y) ,zx 是 因 变 量 ,y 是 自 变量 。 

从 例 2.4 和 例 2.5 可 知 , 由 参数 方程 确定 的 函数 ,可 能 y 是 zx 函数 ,也 可 能 zx 是 y 的 函 
数 , 究 竞 谁 是 谁 的 函数 ,有 时 试题 本 身 给 出 ,如 参数 方程 确定 的 函数 为 y= 二 y(z), 自 然 明确 
了 ,否则 可 以 通过 所 求 问 题 来 判定 。 

(2) 隐 函 数 的 导数 

由 方程 FCz,y) 一 0 所 确定 的 隐 坝 数 y 一 >(z) 的 导数 和 的 求法 ， 

方法 1 方程 两 边 求 导 ”将 方程 两 边 对 变量 z 求 导 ,y 是 x 的 函数 > 一 >(z) ,再 从 方程 

dy 

中 解 出 

方法 2 公式 法 “把 方程 转化 为 FCz,y) 一 0 形式 (一 端 是 零 , 另 一 端 就 是 FCz,y)) 有 

dy_ F. (zy) 


dr FF,(z,y)° 
例 2.6 求 下 列 隐 函 数 的 导数 : 
(1) @ 二 e 一 zy, 求 y 和 yy (0); (2) yy 一 37y= 二 1, 求 yy。 


解 (1)【 方 法 1] 将 方程 两 边 对 变量 zx 求 导 ,y 是 zx 的 函数 , 则 有 ，y 一 一 > 一 zy ， 
解 得 


二 
和 
由 于 当 xz=0 时 ,有 ee*==e, 所 以 y= 二 1。 因 此 
1 了 = 六 
人 @ 十 工 |z=o,y=1 e” 
【方法 2 公式 法 : 令 FCz,y) 一 所 十 zy 一 e, 则 F.。 (zy) 一 yF, (zy) 一 e 十 z, 于 是 
/ FE (zx,y) y 


> F(z,y) 本 


(2) 对 方程 两 边 的 变量 z 求 导 ,y 是 z 的 函数 , 则 有 3yy 一 3y 一 3zy 一 0, 所 以 有 


2 1 导数 的 求法 > 


yyy x)— yyy 一 1) yy—zr)—y2yy 一 1) 2zy 
党 (yO) (元 到 (yy —7x)" 
注 (1) 对 y" 的 变量 xz 求 导 , 应 是 (y") 二 ny”!。y ,而 不 是 (y") 二 ny"”!。 这 是 因为 
我 们 是 对 变量 z 求 导 , 而 > 是 z 的 函数 y 一 >(z),y 实质 是 复合 函数 Ly(z) 了 ,并 非 是 短 函 
数 。 如 果 对 y" 的 变量 y 求 导 , 才 是 (y") 一 ay。 
(2) 公式 法 只 适合 求 一 阶 导数 ,车 求 隐 函 数 的 二 阶 导 数 ,只 能 在 一 阶 导 函数 的 基础 上 ， 


再 对 自 变量 xz 求 导 ,y 是 zx 的 函数 ,再 用 已 经 求 得 的 9 蔡 换 二 阶 导 丽 数 中 的 4, 从 而 求 得 
dy 


dz”” 


济 


如 例 2. 6(2)。 
(3) 一 般 地 , 隐 丽 数 的 导数 或 高 阶 导数 ,往往 不 仅 含有 自 变 量 x, 更 多 时 含有 因 变 量 y， 
于 是 这 对 求 一 点 导数 虹 | 。 或 4 学 | 。 来 说 ,仅仅 将 x 二 zs 代入 导 丙 数 中 是 不 够 的 ,还 要 


确定 当 z 二 zo 时 ,y 的 取 值 y= 二 yo ,需要 同时 将 + 二 xo,y 二 yo 代入 导 函 数 中 , 方 可 得 到 一 点 的 
导 函 数值 。 而 y= 二 yo 的 确定 ,我 们 只 要 将 z= 二 zo 代入 原 方程 中 ,就 可 以 求 得 y。 

(3) 寡 指 函数 的 导数 

方法 1 指数 求 导 法 : 对 军 指 函数 F(z) 王 wx (z)”” 做 恒 等 变 换 , 将 寡 指 函数 转化 为 指数 
函数 (外 函数 ), 即 f(zx)==u (zx)"*? 一 er ,于 是 有 


f(x) = ur) [cmecz? +v(z》 


u (x) 
u(rz) J 


方法 2 对 数 求 导 法 : 对 函数 f(x) 二 u(xz)" 两 边 取 对 数 ,Inf(z)= 二 v(x)lnu(z), 青 对 
变量 xz 求 导 , 得 


1 / = "PR OR 
元 二 。 f(x) = [uCz)lnue(z)] = v(x)lnu(zr) + vr) i (x), 


从 而 得 到 


, a / 好 (z)1 _ wa [2 w(x) 
A= Ry [” (zx)lnu(z) 十 wz) a 人 = u (zx) [ (xz)1nu(z) 十 wz) u(xz) 1° 


上 述 两 种 求 导 方 法 没有 本 质 区 别 , 当 然 也 不 必 记 住 推出 的 导数 公式 ,只 要 掌握 求 导 方法 
就 足够 了 。 

例 2.7 设 F(z) 一 ze(z>0), 求 PCz)。 

解 1CD=[eme] ew (cosrlne tS -ecosrnztaa]。 

(4) 多 因子 相 乘 除 的 导数 

若 函 数 是 多 因子 相 乘除 ,可 以 取 对 数 使 其 变 成 和 或 差 的 形式 ,从 而 使 求 导 运算 变 得 简 
单 ,此 方法 又 称 对 数 求 导 法 。 


3 _ /De 7 
例 2.8 设 /Co 一 /CC 和, 求 凡 z)。 
解 取 对 数 mn| fCz)|= 寺 (lnlz 一 1| 十 nlz 一 ?1 一 Inlz 一 3 一 Inlz 一 41) ,两 边 求 导 


f(z) } (2 1 
f(x) Sh 和 


和 1 ) 
TY 
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所 以 
/ 1 /ZTC 二 2 1 1 1 1 
了 GE ?( 让 


注 求 时 公式 (lnlz|)' 一 二 ,请 读者 自己 推导 。 
(5) 变 限 积分 函数 的 导数 
定理 车 f(z) 连续 ,g(x) 和 ylz) 可 导 , 则 变 限 积分 函数 F(z) 一 [ou 可 导 , 且 


F(z) = fly(x)Jy C(x) 一 FLWCz)]WCz)。 
根据 定理 的 形式 可 知 ,在 对 变 限 积分 函数 求 导 时 , 变 限 积分 函数 的 被 积 函 数 不 能 含有 变 
量 z+。 如 果 含 有 变量 xz, 可 以 通过 下 面 三 种 方法 ,使 被 积 函数 中 不 再 含有 zx, 然后 应 用 求 导 法 
则 和 变 限 积分 函数 的 求 导 公 式 计算 导数 : 


Ax) Ax) 
方法 1 提取 : F(x) = | CODg(CZ)dt 三 sc ,f Dats 


Hr) AI) x) 
方法 2 拆 分 : F(x) = | (t+x)f d= | tf (Ddt +z| f Dd; 
Hx) HT) HI) 


方法 3 ” 换 元 ; 令 : 十 x 二 wu, 有 F(x) 一 [fat nd = 全 reoau。 

注 方法 1 将 F(x) 表示 两 个 函数 的 积 ,第 二 个 函数 是 可 以 利用 公式 求 导 的 变 限 积分 函 
数 ; 方 法 2 将 F(z) 表示 为 两 个 函数 的 和 ,其 中 前 者 是 可 以 利用 公式 求 导 的 变 限 积分 函数 ,后 
者 是 两 个 函数 的 积 ; 方 法 3 将 F(z) 表示 为 可 以 利用 公式 求 导 的 变 限 积分 函数 。 

例 2.9 设 f(z) 为 连续 函数 , 求 下 列 变 限 积分 函数 的 导数 : 


进 让 2 AT 
(1) 是 | sinidrs (2) Bi Xf Dd; 

a 人 , a = 

(3) Ef tr ds (4) a of t)dt。 


解 (1) 根据 变 限 积分 函数 的 求 导 公式 得 到 

| .sinrd 一 一 zzsinz2 。2z 一 一 2zssinz23 
(2) 将 工 提取 到 积分 号 前 面 ,成 为 两 个 函数 的 积 , 从 而 有 

是 | reod = El 。 | rod]= 全 rod azrea “= [feart 2rf 20): 
(3) 被 积 函 数 中 含有 工 , 不 能 直接 求 导 ,利用 拆 分 .提取 方法 得 到 
Af ator d= E(u + rod] 
= [part zf) +zf(z) = [art 2zf (zx) 

(4) 利用 换 元 法 , 设 一 + 二 4, 则 dt 二 一 du, 于 是 
d 1 d xz 一 1 d 一 1 
A Pr Ddt 也 (ax) (一 da) azl [ fdu)= 一 一 


(6) 分 段 函数 的 导数 
基本 方法 : 在 开 区 间 上 用 公式 求 导 ,在 分 段 点 上 用 定义 求 导 。 


2.1 导数 的 求法 > 


注 这 里 所 说 的 开 区 间 ,一 般 是 指 分 段 函 数 的 定义 域 去 掉 分 段 点 剩余 的 区 间 ,在 这 些 区 
间 上 ,一 般 可 以 用 求 导 公 式 和 求 导 法 则 , 求 出 导 函 数 ;而 在 分 段 点 上 ,根据 导数 的 定义 , 求 出 
分 段 点 的 左 导 数 和 右 导 数 , 从 而 确定 分 段 点 的 导数 。 
i 4 、 
例 2.10 设 f(z)=| 工 讨论 函数 f(z) 的 连续 性 ,并 求 其 导 
ln(1 十 z) 一 zcosz， xz 之 0， 


函数 。 
解 当 z<0 时 ,7(z) 一 sz 一 1 ,为 初等 丽 数 ,有 定义 ,连续 。 


当 z>0 时 ,jz) 王 In(1 十 z) 一 zcosz ,为 初等 函数 ,有 定义 ,连续 。 
当 z=0 时 ,f(0-)==f(01)==f(0), 所 以 函数 f(x) 在 点 x=0 连续 。 
综 上 所 述 ,函数 f(x) 在 R 上 连续 。 


当 z<0 时 , 即 在 开 区 间 (一 0,0) 内 ,f(z) 一 


当 xz 记 0 时 , 即 在 开 区 间 (0, 十 ==) 内 ,f (2)=T cosrtzsine, 


Zz 二 0 是 分 段 函 数 的 分 段 点 ,根据 单 侧 导 数 定义 得 


sinz _] 
天 0)》 lim fz) —f(0) lim 一 这 lim SD =0, 
0 并 0 并 0 并 
六 (0) lim f(x) 一 lim ln(1 人 0， 
I*0 >0 
所 以 广 (0) 王 0。 于 是 
zesz sinz ， 元 05 
f (xz) = 10， r=0, 
IT 过 一 cosz 十 Zainzw 让 Per05 
或 
ZXCOST — sinz z=0, 
f(x) = ca 
1 _ 
es 这 0 
注 在 例 2.10 中 ,函数 f(z) 在 点 z=0 的 右 导数 ,实质 就 是 f(x) 二 ln(1 十 x) 一 xcosz 


的 导数 在 zx 二 0 的 函数 值 ,也 就 是 说 可 以 不 用 定义 求 记 (0) ,只 需 将 zx 二 0 代入 函数 在 0 点 的 
右 侧 的 导 函 数 


fz) 三 让 二 一 cosz 二 zsinz， 世人 
TX 


中 ,就 得 到 片 (0)。 而 函数 f(z) 在 点 z=0 的 左 导 数 产 (0) 就 不 能 直接 代入 ,这 是 由 于 函数 
在 0 点 的 左 侧 的 导 函 数 
ae RO r=0, 


在 点 x 二 0 没有 定义 ,所 以 只 能 用 定义 。 
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注 这 里 所 说 的 右 侧 的 导 函 数 与 右 导 数 是 不 同 概念 , 右 侧 的 导 函 数 是 右 邻 域 上 函数 的 
导 函 数 。 同 样 , 左 侧 的 导 函 数 是 左 邻 域 上 函数 的 导 函 数 。 

用 公式 法 求 一 点 的 单 侧 导 数 必须 满足 : 

(1) 左 导数 : 函数 在 这 点 左 连 续 , 左 侧 导 函数 在 这 点 有 定义 , 则 该 点 的 左 导数 就 是 左 侧 
导 函 数 在 这 点 的 函数 值 ; 

(2) 右 导 数 : 函数 在 这 点 右 连续 , 右 侧 导 函 数 在 这 点 有 定义 , 则 该 点 的 右 导数 就 是 右 侧 
导 函 数 在 这 点 的 函数 值 。 


例 2.11 设 f(z)= J 1t 一 xz | dt, 求 了 (zx)。 
解 首先 求 f(x) 表达 式 。 
当 z 志 0 时 ,f(z) jes 工 | dz i x)dt 


Ts 


1 | 
3 2 


1 人 1 
当 0<z<1 时 ,Fz) jel 元 | fts zldt [ltald 


Es 和 
= [uc —Ddt +| t(t— x)dt 


吧 1 
一 J — Dd +| t(t— zx)dt= 


yx 所 以 


1 
当 工 之 1 时 ,f(z) Pas Ddt 
0 


9 
四 
人 


| 


~ vu 
8B 3 
十 


f(x) 一 


SP ol wl 


9 

| 
oo| 一 
8 

V 


在 开 区 间 ( 一 co,0) (0,1) 和 (1, 十 cc) 上 ,用 求 导 公式 求 导 ,得 到 
下 去 0y 


ec 一 避 | 一 


a 
Sa, 


0 二 ls 


~ 
8 
| 
| 


zx>1。 


在 分 段 点 z=0 和 z=1 上 , 先 计算 单 侧 导 数 。 将 z=0 和 z=1 分 别 代 入 左 侧 导 函数 和 右 侧 
导 函 数 中 ,得 到 


f- (0) 


S| 


1 
2 


1 
二 


因此 广 (0) 一 一 六 ,大 (GD 一 去。 所 以 f(z) 处 处 可 导 , 导 西数 为 


及 (0) 1 gb) 


2 


1 
2 ， 


一 壮 ， 全 
FY = 一 去 十 m， 0 运 去 去 瑟 
去 和 


2.1 导数 的 求法 全 


注 ”将 一 些 非 初 等 函数 表示 成 分 段 函数 或 变 限 积 分 函数 ,是 求 非 初 等 函数 的 导 函 数 的 
常用 方法 。 

例 2.12 讨论 下 列 含有 绝对 值 函数 的 可 导 性 : 

(1) f(z)=|z—1|" (x+1)f,a,B>0,7ER; 

(2) f(z)=|z—1|" (x—1),a,B>0,7ER; 

(3) f(z) 二 |z 一 11(z 一 2) (zx 一 1)? ,讨论 f(z) 在 z=1 处 最 高 有 几 阶 导数 。 

解 (1) 不 可 导 的 点 仅仅 可 能 是 z==1 和 z= 一 1。 利 用 导数 定义 

VW= lmLS TAD = im! +1 


End 
显然 , 当 0 天 入 1 时 , 广 (1) 不 存在 ; 当 v>>1 时 , 广 (1)=0, 存 在 。 
Fr) 一 FCD 1 (r+) 
丰 (一 1) lim 二 lim | |z—11°, 
当 0 一 5 一 1 时 , 广 (一 1) 不 存在 ; 当 p>1 时 ,ff(1) 存 在 。 
(2) 不 可 导 的 点 仅仅 可 能 是 z==1, 利 用 定义 
FD= lm = im leo G1), 


ae 一 


zx-—l 


根据 (1) 题 结果 , 当 a1 或 81 时 ,了 (1) 存 在 ;在 0<a<<1 且 0<B<1 时 , 当 a 二 B81 时， 
(1) 存在 ; 当 a 十 8 二 1 时 ,了 (1) 不 存在 。 当 a 十 8 二 1 时 ,函数 在 zx 一 1 处 的 可 导 性 不 确定 。 
(3) 将 函数 表示 为 分 段 函数 


t= 5 9 =7 才 十 和 2; zz 之 1， 
f(x) 一 4 3 | 2 | 
和 5 十 9x 7 十 2 zl 
则 一 阶 导 函数 
fn 4z3 一 15z2 十 18z 一 7， Zz 宇 1, 
二 
人 me ly 
二 阶 导 函 数 
Pa 12z? 一 30z 十 18， ts 
二 
La Tls 
三 阶 导 函数 


24z2 一 30， ls 

= Wo r<l 
显然 函数 f(z) 在 z=1 处 的 三 阶 导数 不 存在 。 因 此 f(x) 在 z=1 处 最 高 有 二 阶 导 数 。 

本 题 用 定义 求 含有 绝对 值 函数 在 一 点 的 导数 ,但 是 如 果 求 一 点 的 二 阶 导 数 或 三 阶 导 数 ， 
只 能 把 函数 表示 为 分 段 函 数 , 求 其 函数 在 分 段 点 上 的 左 导数 和 右 导 数 , 进 而 确定 分 段 点 的 高 
阶 导数 。 

本 例 说 明 两 个 问题 : 

(1) 带 有 绝对 值 函数 在 绝对 值 等 于 0 的 点 的 求 导 方法 ( 求 一 阶 导数 可 以 用 定义 , 求 高 阶 
导数 可 以 将 函数 表示 为 分 段 函 数 ,再 利用 分 段 函 数 的 求 导 方 法 ); 

(2) 判断 含有 绝对 值 函 数 在 函数 值 等 于 0 的 点 ,在 什么 情况 下 可 导 , 什 么 情况 下 不 可 
导 , 以 及 最 高 有 几 阶 导数 。 
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(7) 计算 抽象 函数 的 导数 

计算 抽象 函数 的 导数 ,一般 有 两 个 方法 : 

方法 1 根据 已 知 条 件 ,利用 定义 求 导数 ; 

方法 2 利用 极限 ,将 抽象 函数 表示 为 含有 无 穷 小 量 的 “具体 函数 ”, 再 利用 定义 求 导 。 


例 2.13 设 丽 数 /(z) 在 xz 一 2 连续 ,是 lim27G 二 2 一 一 1, 求 曲线 y 一 7(z) 在 点 


(2,f(2)) 的 切线 方程 。 
解 ” 求 切线 方程 的 关键 是 求 切 点 (2,f(2)) 和 和 斜率 f(2)。 根 据 极限 性 质 可 知 
lim[2f(3—z)—3] =0, 
由 于 函数 f(x) 在 z=2 处 连续 ,所 以 2F(2) 一 3 一 0， 即 fC2) 一 子 。 由 于 
f(D)—f2) 1 m2 3 
工 二 2 3 i 
令 z=3 一 t, 则 zx 一 2= 一 (1 一 1), 且 xz 一 2 时 ,it 一 1, 于 是 


0 
和 2 


f(2)= lim 


天 《2 


于 是 所 求 切线 方程 为 y 一 方 z 十 方 。 


例 2.14 设 丽 数 /(z) 在 z=0 的 某 个 邻 域内 具有 二 阶 导数 , 且 lim2sinz- ja 一 0, 求 
JRKO75 大 《05 产 (0075 
解 由 于 lim 站 0, 利 用 极限 和 无 穷 小 的 关系 有 


2sinz + zf (zx) 


i = 0 二 a(z)， 


其 中 lima(z)==0, 所 以 f(x)= 一 2 二 xza(z), 于 是 有 


f(0)= limFCz) lim[ i 一 一 2 
I>0 I*0 到 


fio = hin 一 A | 本 2 一 2 Za(x) 
z=0 工 一 x0 工 


PV)= lim {E70) ye C2) Bn 2) = F000) 


0 东 过 烛 lim z=0 2 
= 
2 


03 


2 a 
i of i zaa(zr) 一 2sinz 十 2z 
二 x: T°0 zx’ 


2sinz 十 2 
TX 


= 2lima(z) 二 4lim 工 一 Snz 一 2. 
x0 证 工 3 
计算 非 初等 函数 的 导 函 数 方法 综述 


(1) 对 由 参数 方程 给 出 的 函数 、 由 方程 确定 的 隐 函 数 、 短 指 函 数 、 变 限 积 分 函数 等 函数 
有 各 自 固有 的 求 导 方 法 。 


2.1 导数 的 求法 © 


(2) 对 分 段 丽 数 的 导 丽 数 ,在 开 区 间 上 ,用 公式 求 导 ;在 分 段 点 上 ,用 定义 求 导 , 即 用 
定义 分 别 求 出 这 点 的 左 、 右 导数 ,车 相等 , 则 表明 两 数 在 分 段 点 上 可 导 , 其 导数 就 是 单 侧 
导数 。 

(3) 求 一 点 的 左右 导数 ,有 时 也 可 以 用 公式 。 具 体 来 说 ; 如 果 丙 数 在 这 点 左 连续 , 且 左 
侧 ( 左 邻 域 ) 的 导 丽 数 在 这 点 有 定义 ,那么 左 侧 的 导 函 数 在 这 点 的 函数 值 就 是 这 点 的 左 导数 ， 
同样 ,如 果 琢 数 在 这 点 右 连续 , 且 右 侧 ( 右 邻 域 ) 的 导 丙 数 在 这 点 有 定义 ,那么 右 侧 的 导 琢 数 
在 这 点 的 丽 数值 就 是 这 点 的 右 导数 ,这 种 方法 计算 的 单 侧 导数 ,有 时 比 用 定义 计算 左右 导数 
要 简单 一 些 ! 
ms 
例如 ,分 了 数 Fa 一: 一 ”在 分 段 点 x 一 1 处 是 连续 的 ,在 1 的 左 侧 的 导 隐 数 
为 3z ,于 是 瑚 GD) 一 3 妇 | := 一 3; 在 1 的 右 侧 的 导 函 数 为 2rz, 于 是 片 (1) 一 2z|:-: 一 2, 所 以 ， 
这 点 导数 不 存在 。 

当然 ,如 果 左 侧 、 右 侧 的 导 函 数 在 这 点 没有 定义 ,那么 只 能 用 定义 求 单 侧 导 数 了 ! 同时 ， 
用 这 个 方法 一 定 是 连续 的 ,如 果 不 连 续 , 自 然 就 不 可 导 了 。 

(4) 求 抽象 丽 数 在 一 点 的 导数 ,都 是 用 定义 法 ,其 本 质 与 求 抽象 丽 数 的 极限 是 类 似 的 。 


练习 题 2-1 
1. 求 下 列 初等 函数 的 导数 : 
(1) y=1lm (1 二 cosz); (2) y 一 In ln’? In’ (2x++1); 
(3) y= V1—zx’:+zarcsin Vl—zx’; (4) ye (z- 旦 ]。 
2， 求 下 列 由 方程 确定 丽 数 y 一 y(z) 的 导数 牧 ， 
(1) zy 一 er+y3 (2) 2z 一 tan(z 一 y) 一 站 :era 
0 

(3) z? 一 大; (4) ysinz 一 cos(Cz 一 y) 一 0。 
3. 求 下 列 由 参数 方程 确定 函数 > 一 >(z) 的 一 阶 、 二 阶 导 数 : 

一 此 一 1， 一 上 一 Sint， 
CD) | ， (2) | 

3 一 如 十 1; 3 一 1 一 cost。 
4. 求 下 列 宕 指 函 数 的 导数 ， 
(1) > 一 (sinz)eee+z5 (2) y= (arctan VD 
5. 用 对 数 求 导 法 求 下 列 函 数 的 导数 : 

_CGL 二 cosz)CI 二 Inz) _ /FD Tt) 
Dy arcsiner 人 (CZz 十 3)(Z 十 4)” 
6. 求 下 列 分 段 函 数 的 导数 : 

Fl 元 六 05 i—1|, lsl21; 


cos Tz, |z|<1。 


(1) f(xz)= (si 
ha EE, xz<0; 
让 2 


(2) r=-| 
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Zsin 1 » 0, 
洲 


7. 设 f(z)==10， Zz 二 0, 求 (xz) ,并 讨论 f(z) 的 连续 性 。 

1—cosz’ 
TT 

8. 若 f(z 十 y)= 二 f(z) 十 f(y), 且 (0) 存在 , 求 了 (zx)。 

9. 设 f(z)=|z 一 lly9(x),yp(zx) 在 zx=1 连续 ,车 f(z) 在 x=1 可 导 , 求 pg(1)。 

10. 设 f(z)=3z? 十 x?|z|, 求 f(z) 在 z=0 处 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 。 

11. 求 函 数 f(z)==(zx? 一 x 一 2) |z’ 一 zx| 的 不 可 导 点 。 

12. 设 f(z)=zx(z 十 1) (zx 十 2)…(z 十 2012), 求 (一 2012)。 


2 3， ZS0, 在 R 上 可 导 , 求 a,6 的 值 。 
zx>0 


Z<0， 


13. 设 /= 
应 孙 十 5 


g( 工 ) 一 cOSI 0 
14. 已 知 7 工 "其 中 gCz) 有 二 阶 导数 , 且 g(0) 一 1。 


Q， 均一 0 


(1) 确定 < ,使 f(z) 在 z=0 连续 ; (2 Os 
15. 设 f(z) 连续 , 且 lim 全 =2,9(z) 二 | /GDdr, 求 (x), 并 讨论 pCz) 的 连续 性 。 


I 


16. 设 对 任意 的 zx 恒 有 f(x 二 1)=f*(x), 且 f(0)= 了 (0)=1, 求 了 (1)。 

17. 设 函 数 f(z) 在 z=0 的 某 个 邻 域内 具有 连续 导数 , 且 lim [ 当 攻 十 全 型 ] 一 2, 求 f(0) 
和 (0)。 

18. 设 函 数 f(z) 在 x 二 1 处 连续 , 且 lim 一 一 3, 求 f(1) 和 (1)。 


19. 设 函 数 F(z) 在 zx 天 0 有 定义 , 且 对 任何 非 零 实数 z,y 恒 有 f(zy) 二 f(z) 十 f(y), 且 
(1) 王 1, 试 证 : 对 一 切 zx 关 0, 了 (zx) 存在 ,并 求 f(x)。 
20. 计算 下 列 函 数 的 导数 : 


(GD 设 f(z) 在 xz 一 0 处 可 导 , 且 六 (0) 一 言 , 且 对 任意 的 z, 有 (3 十 z) 一 37(z), 求 


PSY 
(2) 设 函 数 f(x)==3 (x 一 1); 十 (zx 一 2)?|zx 一 1|, 求 f(x), 了 (zx)。 


C2;2 高 阶 导数 的 求法 


f(r) =3 
Ed 


一 、 基 本 概念 


定义 4 高 阶 导数 ”二 阶 和 二 阶 以 上 的 导数 统称 为 高 阶 导数 。 
定义 5 7 阶 导 数 
(1) 一 点 的 nn 阶 导 数 
fo Ceo) im /+A =/ C0) lim Co) 一 PCzo)， 


Arz 0 Ty 


2.2 高 阶 导数 的 求法 © 


(2) n 阶 导 函 数 9 EE = coJ。 


高 阶 导数 是 在 前 一 阶 导 函 数 基 础 上 定义 的 , 即 对 前 阶 导 函 数 对 自 变 量 求 导 。 
二 、 基 本 结论 
定理 $( 莱 布 尼 茨 公式 ) 车 u(xz) 和 w(xz) 具 有 阶 导 数 , 则 


[u(xz)v(z)]™ = Ne (z)ub (zx) 


k=0 
一 wm (rvz) tC ?rv zr) + CurTd zr) yz) 十 … 十 
C(x) (z), 
定理 6( 常 用 函数 的 n 阶 导数 公式 ) 


(1) (a)® =a’ lm'a; 


(2) (sinkzx)™ 一 sin zw 可 ] ,Ceoskm 一 cos[ kz 号 )， 


(3) (ze) 四 一 a(a 一 1)…(a 一 2 十 1)ze ”3 
1 (nm) _ 

pi =(—1)n!l a* nt1) 。 

(4) (ss) (—D"™n! a” (art+b) ; 


Cn 一 1D) 


一 (一 1)”: (2 一 1)! a (az 十 0 一。 


| ( 一 a 
(5) [ln(Caz 十 0)] (二 


定理 7( 和 与 差 的 n 阶 导数 ) 若 f(zx).,g(z) 具 有 nn 阶 导 数 , 则 和 与 差 的 n 阶 导数 就 等 于 
nn 阶 导数 的 和 与 差 , 即 
[F(z) 士 g(z)] 吧 一 fm(z) 士 gm(z)。 
注 定理 6 中 的 n 阶 导数 公式 是 没有 必要 死记 硬 背 的 。 我 们 只 需 知道 : 指数 函数 、 三 角 
函数 (正弦 和 余弦 ) 、 窜 函数 ,一 次 分 式 、 对 数 函 数 及 n 阶 导数 公式 ,在 具体 解 题 时 ,可 以 归纳 、 
推导 ,得 到 这 些 函 数 的 n 阶 导 数 。 


三 、 基 本 方法 

题 型 4 计算 高 阶 导 函数 和 一 点 的 高 阶 导数 

计算 高 阶 导 数 有 4 种 方法 : 

方法 1 逐次 求 导 法 “” 低 阶 导数 可 以 采用 逐次 求 导 方法 ,如 求 yy ,y 等 。 对 一 些 函 
数 的 高 阶 导数 ,也 可 以 应 用 逐次 求 导 ,推导 或 归纳 出 函数 的 高 阶 导 数 。 

方法 2 高 阶 导数 公式 法 ”把 函数 变形 ,将 其 表示 为 一 次 分 式 、 指 数 函 数 、 对 数 函 数 和 正 
弦 函 数 、 余 弦 函 数 的 和 或 差 的 形式 ,再 用 高 阶 导 数 公式 。 

方法 3 莱 布 尼 世 公式 法 ”函数 表示 为 两 个 函数 的 积 , 而 每 个 函数 都 可 以 求 出 阶 导 
数 , 此 种 情况 可 以 利用 莱 布 尼 芯 公式 。 特 别 是 形 如 

zer， zisinz, ztln(z++1), esinz, ercosz 

函数 的 高 阶 导数 ,一 般 都 应 用 莱 布 尼 茨 公式 。 

方法 4 泰勒 级 数 法 求 一 点 的 高 阶 导数 ”将 函数 展 成 麦克 劳 林 级 数 或 泰勒 级 数 ,根据 麦 
克 劳 林 级 数 或 泰勒 级 数 的 展开 公式 , 即 


所 以 1 一 181 


于 是 逐 项 积分 ,有 
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麦克 劳 林 级 数 f(x) 一 >) 人 CO) 或 泰勒 级 数 CD) 一》 人 (9 Cr 一 ov， 


实际 展 成 的 麦克 劳 宁 级 数 或 泰勒 级 数 与 上 述 公式 的 麦克 劳 林 级 数 或 泰勒 级 数 是 同一 级 数 ， 
所 以 对 应 项 系数 相等 ,从 而 得 到 fw (0) 或 f(a)。 


例 2.15 用 高 阶 导数 公式 求 下 列 函 数 的 n 阶 导数 : 
CD) y=—3e3; 


(2) y 一 In(z2? 一 3z 十 2); 
(3) y 一 sin4z 十 costzs (4) y 一 ezz+l。 


解 (1) 将 函数 变形 ,有 y 一 池 二 3 一 1 一 3- 叶 5, 于 是 


(nm) 


y (— Dn!3" 


(2) 将 函数 变形 ,有 y 


i CD 


本 
(3z 十 2)r0 "7 
ln(z2: 一 3z 十 2) 


ln(z 一 了 ) 十 ln(x 一 2)s 于 是 


L 器 了 
(CD nl 1 wl 1 
y C= DI + ED D Iay 
1 1 
nl 1 | 
(— DD™(n D! [Gy FH 
(3) 将 函数 变形 ,有 
y= sintz 十 cos4z = (sin2z 十 coszz)2 一 2 sin?z cos’z 
1 了 sin22z 一 1 Ga cos4z) 3 + Tcostz, 
于 是 
2 = 本 ， teos(4z+n 。 皇 )= tieos (tz+n ， 至 )， 7 之 1。 
(4) 逐次 求 导 , 有 四 一 2"ezr+l。 
例 2. 16 用 莱 布 尼 芯 公式 求 下 列 函 数 的 高 阶 导 数 : 
(1) FGz) 一 zzer, 求 Fo (7); (2) F(z) 一 zln(z 十 2), 求 Fo (0)。 
解 〈1) 利用 莱 布 尼 茨 公式 


Jo z= (er) z+ Cl (er)G92(z2) 十 Ci Cer) (zx) = er(x? 二 40x 二 380)。 
(2) 利用 莱 布 尼 茨 公式 


f(z)= [LnCrt 2 r+ [ln(z 十 2)]09(z) 
= zx[ln(z 二 +2)]J®? ++20 [ln(z+ 


| 2)1% 
1 

=—191 一 了 -十 20 X18! 一 一 15， 

(Ft “(z+2)™ 


25 DT 


例 2.17 


设 f(x) 二 xarctanz ,计算 F2zl8 (0)。 
解 


为 了 求 0 点 的 高 阶 导数 ,将 函数 f(z) 展 成 麦克 劳 林 级 数 。 因 为 


(arctanz)” = ee i= >》 (一 Drzm，xze (一 1,1)。 
并 n=0 


2.2 高 阶 导数 的 求法 人 


SN (一 1)” oh 


arctanz 一 站 ereanzydz = >) (一 D"| "dr 一 人 
o o 


“=0 a=0 2n+1 
所 以 
x r i > (一 1)” anthe 证 
Xx) = Tarctan 工 2 Bn IT 1 (1) 
下 面 求 f*””(0)。 由 于 函数 f(z) 展 成 的 麦克 劳 林 级 数 为 
pa = YO (2) 


a nl 


因为 级 数 (1) 和 (2) 是 同一 个 级 数 , 于 是 两 个 级 数 对 应 项 的 系数 相等 。 在 级 数 (2) 中 ,zz 的 


eola (0) i (一 1)1oos eol (0) 〔 一 1)1008 
系数 是 20181 ,在 级 数 (1) 中 ,x 的 系数 是 一 557 一 ,从 而 有 20181 2017 。 于 是 


有 jzo8 (0) 一 2018X20161。 

注 求 一 点 的 高 阶 导数 ,在 例 7.15 有 详细 的 论述 ! 

计算 高 阶 导数 方法 综述 

(1) 对 单一 类 函数 , 尽 可 能 将 它 表示 为 公式 中 的 五 类 函数 的 和 或 差 的 形式 ,然后 用 高 阶 
求 导 公式 计算 这 个 函数 的 高 阶 导 函数 。 

(2) 对 两 类 不 同 函数 积 组 成 的 函数 ,如 果 每 个 函数 都 可 以 求 出 阶 导 数 ,特别 其 中 一 个 
函数 是 多 项 式 函 数 ,用 莱 布 尼 芯 公式 求 高 阶 导 函 数 。 

(3) 求 一 点 的 高 阶 导 数 , 自 然 可 以 先 求 出 高 阶 导 函数 ,然后 再 求 高 阶 导 函数 在 这 点 的 函数 
值 (将 这 点 代入 高 阶 导 函数 中 ) ;如果 没 办 法 求 出 高 阶 导 函数 ,考虑 应 用 级 数 法 ,将 函数 展 成 泰 
勒 级 数 或 麦克 劳 林 级 数 , 对 比 函数 的 泰勒 级 数 或 麦克 劳 林 级 数 公式 , 求 出 一 点 的 高 阶 导数 。 


练习 题 2-2 
1. 用 高 阶 求 导 公式 计算 下 列 函 数 的 阶 导数 : 

a = 
(1) sin’ zy (2) ZR 
(3) In(z’—1); (4) 2 
(5) sin' zcos' zx; (6) Eo 
(ry rt ltrs (8) V2z 十 1。 
2. 用 莱 布 尼 茨 公式 求 下 列 函 数 的 20 阶 导数 : 

(1) > 一 zzcoszri (2) y 一 zsin2zs 
(3) y 一 Ze (4) y 一 zlnz。 
3. 用 麦克 劳 林 级 数 求 下 列 函 数 在 0 点 的 高 阶 导数 : 
sinzx 
， 工 天 0， 
(1) 设 函 数 fCz)=| z ”“”” " 求 Je (0) 和 eno(0); 


1， 一 0， 
(2) 设 f(z)== 一 5z, 求 中 (0); 
Le 
(3) 设 f(x) 二 (zcosz)?, 求 Foe) (0) 和 2008 (0) 。 
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人 2.3_ 导 数 与 微分 考研 真是 


一 、 导 数 与 微分 考研 数 一 真 题 分 布 .考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 导数 和 微分 的 考研 数 一 真 题 共 出 了 14 道 题 , 题 型 分 
布 在 : 
. 求 一 点 的 导数 : 共有 4 个 题 ,分 布 在 2012 年 ,2016 年 ,2017 年 和 2018 年 。 
. 分 段 函 数 的 导数 : 共有 2 个 题 ,分 布 在 2005 年 和 2016 年 。 
. 由 参数 方程 确定 的 函数 的 二 阶 导 数 : 共有 2 个 题 ,分 布 在 2010 年 和 2013 年 。 
.函数 和 导 函 数 的 性 质 : 共有 4 个 题 ,分布 2004 年 ,2006 年 ,2007 年 和 2017 年 。 
. 有关 导 数 的 证 明 : 共有 2 个 题 ,分 布 在 2008 年 和 2015 年 。 


导数 与 微分 考研 真题 题 型 分 析 


1. 求 一 点 导数 和 高 阶 导数 : 2012 年 考 了 用 定义 求 一 点 的 导数 ;2016 年 和 2017 年 考 了 
用 麦克 劳 林 级 数 求 一 点 的 三 阶 导数 (高 阶 导 数 );2018 年 考 了 用 定义 求 一 点 的 导数 。 
2. 求 分 段 函 数 的 导数 : 2005 年 考 了 求 分 段 函数 不 可 导 点 的 个 数 ;2016 年 考 了 分 段 函 数 


DD- 


[En 


的 导数 。 
3. 由 参数 方程 给 出 函数 的 导数 : 2010 年 和 2013 年 考 了 由 参数 方程 给 出 的 函数 在 一 点 
的 二 阶 导 数 。 


4. 函数 和 导 函 数 和 性 质 : 2004 年 考 了 极限 性 质 ;2006 年 考 了 比较 函数 值 改 变量 与 微分 
大 小 ;2007 年 考 了 利用 极限 求 函 数值 和 导数 值 ;2017 年 考 了 引入 辅助 函数 ,其 导 函 数 大 于 0， 
从 而 函数 单调 增加 。 

5. 有 关 导 数 的 证 明 : 2008 年 考 了 证 明 积 分 上 限 函 数 的 导数 公式 ;2015 年 考 了 证 明 两 函 
数 积 的 导数 公式 。 

2 导数 与 微分 考研 数 一 真 题 

1. (2004, 二 (8)(4 分 )) 设 函数 f(z) 连 续 , 且 广 (0) 二 0, 则 存在 9 之 0 使 得 

(A) f(z) 在 (0,6) 内 单调 增加 ; (B) 了 f(z) 在 (一 6,0) 内 单调 减少 ; 

(C) 对 任意 的 zxE(0,9), 有 F(z) 二 (0); ” (D) 对 任意 的 xzE( 一 6,0), 有 f(x) 记 f(0)。 

考点 与 解法 : 导数 定义 和 极限 性 质 。 利 用 (0) 的 定义 和 极限 的 局 部 保 号 性 。 

2. (2005, 二 (7)(4 分 )) 设 函数 7 一 imVi 二 zz , 则 Fr) 在 (一 co ,十 co) 内 

(A) 处 处 可 导 ; (B) 恰 有 一 个 不 可 导 点 ; 

(C) 恰 有 两 个 不 可 导 的 点 ; (D) 至 少 有 三 个 不 可 导 点 。 

考点 与 解法 : 求 函数 的 不 可 导 点 个 数 。 求 函数 f(x) 的 表达 式 , 求 分 段 点 的 导数 。 

3. (2006, 二 (7)(4 分 )) 设 函数 y= 二 f(z) 具 有 二 阶 导 数 , 且 PCz) 二 0, 太 (z) 二 0,Az 为 
自 变 量 z 在 点 ze 处 的 增 量 ,Ay 与 dy 分 别 为 f(x) 在 点 ze 处 对 应 的 增 量 与 微分 , 若 Ax 二 
0, 则 

(A) 0=<dy=Ay; (B) 0=<Ay=dy; (C) Ay=dy=0; (D) dy=Ay=0。 

考点 与 解法 : 比较 微分 和 函数 值 改 变量 的 大 小 。 利 用 微分 的 几何 意义 或 用 特殊 函数 。 
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4. (2007, 一 (4)(4 分 )) 设 函数 y= 二 f(x) 在 z=0 处 连续 ,下 列 命题 错误 的 是 
(A) 当 lim 达 存在 , 则 f(0)=0; 


这 


(B) 当 lim 民 司 二 太一 畏 存 在 , 则 f(0)=0; 
CC) 当 lim 友 于 存 在 , 则 /C0) 存 在; 


(D) 当 lim 丰 如 二 太一 型 存在 , 则 /7(0) 存 在 

考点 与 解法 : 求 0 点 的 函数 值 和 导数 。 根 据 连续 函数 定义 和 极限 性 质 ,以 及 (0) 的 
定义 。 

5. (2008, 三 (18)(5 分 )) 设 f(x) 是 连续 函数 ,利用 定义 证 明 函数 F(x) 一 [rou 可 


导 s 自 F'(x) = f(x)。 

考点 与 解法 : 证 明 积 分 上 限 函 数 的 导数 公式 。 根 据 F(z) 的 定义 和 积分 中 值 定理 ,利用 
f(z) 的 连续 性 。 
工 一 e 上 


6. (2010, 二 (9)(4 分 )) 设 : 求 帮 | 。 
|， 本 | In(l+u)du, dz lo 
0 


考点 与 解法 : 求 由 参数 方程 确定 函数 的 二 阶 导数 。 利 用 参数 方程 确定 的 函数 的 求 导 
原理 。 
7. (2012, 一 (2)(4 分 )) 设 函数 F(z) 一 (e 一 1)(ez 一 2)…(e= 一 2) ,其 中 站 是 正 整数 , 则 


f°(0)= 
(A) (一 1 一 :CO 一 1)1; (B) (一 1D)"(z 一 1)1; 
《CD5《 一 起 一 和 时 Dy (= Dnh, 


考点 与 解法 : 求 一 点 的 导数 。 利 用 定义 求 (0)。 
KS ve {T= Sints diy 
8. (2013, 二 (11)(4 分 )) 设 i a a 
考点 与 解法 : 求 由 参数 方程 确定 函数 的 二 阶 导 数 。 利 用 参数 方程 确定 的 函数 的 求 导 
原理 。 
9. (2015, 三 (18)(10 分 )) 
(DD 设 wxCz),o(z) 可 导 , 利 用 导数 定义 证 明 : [u(x)v(z)] ==u (xz)v(z) 二 u(x)v (zx)。 
(ii) 设 za(z),us(Cz), ,ur(X) 可 导 , (Xz) 二 w(x)wus (XT)…u,(X), 写 出 f(x) 的 求 导 
公式 。 
考点 与 解法 : 证 明 两 个 清 数 积 的 导数 公式 。 根 据 定义 可 以 证 明 两 个 函数 积 的 导数 公 
式 , 用 归纳 法 ,可 得 到 个 函数 积 的 导数 公式 。 
10. (2016, 一 (2)(4 分 )) 已 知 函 数 Ro 1， 则 /zy 的 一 个 原 函 数 是 
lnz 之 1， 
(一 2 1 
x(lnz—1), zl];s 


el ly 


(A) F(z)= 
Xx(lnz1)—1,， Zz 宇 1; 


(B) row=| 
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《二 = )7 ls CE Z<1， 
Z(lnz 十 1) 十 1， zz]1; (lnz—1) 寺 1 zl 

考点 与 解法 : 求 分 段 函 数 的 不 定 积分 ,或 求 分 段 函数 的 导数 。 求 分 段 函 数 的 不 定 积分 ， 
取 C 适 当 的 值 ;或 对 四 个 函数 求 导 , 且 在 分 段 点 连续 。 


11. (2016 ,二 (12)(4 分 )) 设 函数 f(x) 二 arctanz 


(C) ron- (D) Fo 一 


I 一 ] . 习 
[二 且 太 (0) 一 1, 求 <。 


考点 与 解法 : 求 一 点 的 三 阶 导数 。 利 用 泰勒 级 数 法 ,和 /”(0) 二 1, 求 出 a 的 值 。 
12. (2017 ,一 (2)(4 分 )) 若 函数 f(x) 可 导 , 且 FCz) 广 (z) 二 0, 则 
(A) FGD)>F 一 1); (B) FGD)< 一 六 一 1); 
(C) TFI 二 1 一 D15 (D) | FG)1 天 | 7 一 1)1。 
考点 与 解法 : 导 函 数 性 质 。 设 g(z)= 户 (z), 则 gz)=FGz) 记 (zz) 二 0, 表 明 g(z) 单 调 
递增 ,得 到 f (1) 二 f*( 一 1)。 
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13. (2017, 二 (9)(4 分 )) 已 知 函数 f(x) 一 了] 寺 二 ' 求 (0)。 


考点 与 解法 : 求 一 点 的 三 阶 导 数 。 利 用 泰勒 级 数 法 , 求 挛 (0) ;或 求 三 阶 导 函 数 挛 (z)， 
然后 求 出 产 (0) 。 

14. (2018, 一 (1)(4 分 )) 下 列 函 数 中 ,z=0 不 可 导 的 是 

(A) f(z)= |z|sinz; (B) f(z)= |z|sinVz; 

(C) f(x)=cos|z|; (D) f(x)=cos VTzT。 

考点 与 解法 : 求 函数 的 在 一 点 的 导数 。 利 用 定义 求 上 述 4 个 函数 在 z==0 处 的 导数 。 


二 、 导 数 与 微分 考研 数 三 真题 分 布 .考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 导数 和 微分 的 考研 数 三 真题 共 出 了 17 道 题 , 题 型 分 
布 在 : 

1. 求 一 点 导数 和 高 阶 导 数 : 共有 5 个 题 ,分 布 在 2006 年 ,2007 年 ,2012 年 ,2015 年 和 
2018 年 。 

2. 分 段 函数 的 导数 : 共有 3 个 题 ,分 布 在 2012 年 ,2017 年 和 2019 年 。 

3. 非 初等 函数 的 导数 : 共有 2 个 题 ,分布 在 2010 年 和 2011 年 。 

4. 函数 和 导 函 数 的 性 质 : 共有 6 个 题 ,分布 在 2003 年 ,2004 年 ,2005 年 ,2006 年 ,2007 
年 和 2017 年 。 

5. 有 关 导 数 的 证 明 : 有 1 个 题 ,分 布 在 2015 年 。 

1 导数 与 微分 考研 数 三 真题 题 型 分 析 

1. 求 一 点 导数 和 高 阶 导数 : 2006 年 考 了 用 公式 法 求 一 点 的 三 阶 导 数 ;2007 年 考 了 求 一 
次 分 式 函 数 在 0 点 的 n 阶 导数 ;2012 年 考 了 用 定义 求 具体 函数 的 在 一 点 的 导数 ;2015 年 考 
了 变 限 积分 函数 的 导数 ,由 此 导出 函数 在 一 点 的 函数 值 ;2018 年 考 了 求 4 个 函数 在 0 点 的 导 
数 的 存在 性 。 

2. 分 段 函 数 的 导数 : 2012 年 考 了 求 分 段 函 数 的 复合 清 数 在 e 点 的 导数 ;2017 年 考 了 求 
用 定 积分 给 出 的 分 段 函 数 的 导数 ;2019 年 考 了 求 分 段 函 数 的 导数 。 

3. 非 初等 函数 的 导数 : 2010 年 考 了 求 变 限 积分 函数 在 0 点 的 导数 ;2011 年 考 了 求 极限 


2.3 导数 与 微分 考研 真题 0 


函数 的 导 函 数 ;2016 年 考 了 求 以 定 积分 形式 给 出 的 函数 的 导数 ,并 求 函数 的 最 小 值 。 

4. 函数 和 导数 性 质 的 应 用 : 2003 年 考 了 确定 函数 中 未 知 常数 的 范围 ; 2004 年 考 了 函 
数 和 导数 的 性 质 ;2005 年 考 了 导数 与 函数 关系 ;2006 年 考 了 比较 函数 值 该 变量 与 微分 大 小 ; 
2007 年 考 了 利用 极限 求 函 数 在 0 点 的 函数 值 和 导数 ;2017 年 考 了 引入 辅助 函数 ,其 导 函 数 
大 于 0, 从 而 函数 单调 增加 。 

5. 有 关 导 数 的 证 明 : 2015 年 考 了 证 明 两 个 函数 积 的 导数 公式 。 

2 导数 与 微分 考研 数 三 真题 

Se es ,TA0, 
1. (2003, 一 (1)(4 分 )) 设 f(x)= 工 其 导数 在 x=0 处 连续 , 求 取 值 
0， 一 0， 

范围 。 

考点 与 解法 : 求 函数 中 未 知 常数 取 值 范围 。 求 分 段 函数 的 导数 ,利用 分 段 函数 在 一 点 
连续 的 充分 条 件 ,确定 未 知 常数 取 值 范围 。 

2. (2004, 二 (11)(4 分 )) 设 了 (xz) 在 [a,5] 上 连续 ,上 且 亡 (a) 二 0, 广 (0 二 0, 则 下 列 结论 
中 错误 的 是 

(A) 至 少 存在 一 点 zoE (a,6b) ,使 得 F(zo) 二 Fa); 

(B) 至 少 存在 一 点 xzo€ (a,6) ,使 得 FCzo) 二 CO); 

(C) 至 少 存在 一 点 zoE (a,6b) ,使 得 f(xo)==0; 

(D) 至 少 存在 一 点 zoE (a,6) ,使 得 f(zxo) 二 0。 

考点 与 解法 : 函数 和 导数 的 性 质 。 利 用 导数 确定 函数 的 大 致 图 像 , 从 而 确定 相应 选项 。 

3. (2005, 二 (11) (4 分 )) 下 列 四 个 命题 正确 的 是 

(A) 车 了 (xz) 在 (0,1) 内 连续 , 则 f(z) 在 (0,1) 内 有 界 ; 

(B) 若 f(z) 在 (0,1) 内 连续 , 则 f(z) 在 (0,1) 内 有 界 ; 

(C) 若 了 (x) 在 (0,1) 内 有 界 , 则 f(z) 在 (0,1) 内 有 界 ; 

(D) 车 f(x) 在 (0,1) 内 有 界 , 则 (zx) 在 (0,1) 内 有 界 。 

考点 与 解法 : 函数 与 导 函 数 的 性 质 。 利 用 拉 格 朗 日 定理 建立 函数 和 导数 关系 ,由 此 取 
得 选项 。 

4. (2006 ,一 (2)(4 分 )) 设 函数 f(z) 在 x=2 的 某 邻 域内 可 导 , 且 f(x)==e/?,f(2)= 
sy 

考点 与 解法 : 求 一 点 的 三 阶 导数 。 利 用 公式 法 , 求 出 三 阶 导 函数 。 

5. 〈2006 ,二 (7)(4 分 )) 题 目 同 上 小 节 3. (2006 ,二 (7)(4 分 )) 题 。 

6. (2007 ,一 (2)(4 分 )) 设 函数 f(x) 在 z=0 处 连续 ,下 列 命题 错误 的 是 


(A) 车 lim 丰 下 存在 , 则 /(0) 一 0 
(B) 若 lim 帮 十 太一 写 存 在 , 则 f(0) 一 0， 


(C) 若 jim 妈 于 存在 , 则 (0) 存 在 ， 


CD) 车 lim 丰 下 一 帮 一 型 存在 , 则 /C0) 存 在。 
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考点 与 解法 : 求 0 点 函数 值 和 0 点 的 导数 。 根 据 极限 和 连续 的 定义 以 及 (0) 的 定义 。 


= 3 WE 
7. (2007, 二 (12) (4 分 )) 设 函数 y 元 二 5, 求 > (0) 。 


考点 与 解法 : 求 一 点 的 n 阶 导数 。 公 式 法 , 求 出 >”(z) ,再 求 >”(0) 。 
8. (2010, 二 (9)(4 分 )) 设 可 导 函 数 y = y(zx) 由 方程 | ead = | zsinf a 确定 ， 


求 业 


dz |z=0" 


考点 与 解法 由 方程 确定 的 隐 丽 数 在 0 点 的 导数 。 公 式 法 , 求 出 笠 , 再 求 呈 | 


9. (2011, 二 (9)(4 分 )) 设 函数 f(z)=limz (1 十 3D7 了 , 求 了 (x)。 
考点 与 解法 : 求 极限 函数 的 导 函 数 。 根 据 极限 , 求 出 函数 的 表达 式 ,再 求 导 函数 。 
10. (2012 ,一 (2)(4 分 )) 题 目 同 上 小 节 7. (2012, 一 (2)(4 分 )) 题 。 
ln Vz， xz>1， dy 
二 有 (f(z)), 求 这 | 。 

pe ei 4 WD | 

考点 与 解法 : 求 复合 函数 在 e 点 的 导数 。 不 必 求 复合 函数 ,利用 复合 函数 求 导 公式 , 即 

y = f[f(2)Jf (2)。 

12. (2015, 二 (10) (4 分 )) 设 函 数 f(x) 连续 ,g(x) = 小 zr(t)d, 若 p(1) =1,9 (1) 一 
55 求 FL(1Ys 

考点 与 解法 : 求 变 限 积分 函数 的 导数 ,导出 函数 值 。 对 变 限 积 分 函数 求 导 , 出 现 f(x)， 
利用 条 件 g(1)==1,g (1) 一 5, 导 出 f(1)。 

13. (2015 ,三 (19)(10 分)) 题 目 同 上 小 节 9. (2015 ,三 (18)(10 分 )) 题 。 


1 
14. (2016 ,三 (17)(10 分 )) 设 函 数 f(x) -| 1 一 zx | di(z 这 0), 求 1(z), 并 求 f(z) 
0 


的 最 小 值 。 
考点 与 解法 : 求 分 段 函 数 f(x) 的 导数 , 求 函数 f(z) 的 最 小 值 。 求 函数 表达 式 , 求 分 段 
函数 的 导数 。 根 据 变量 zx 的 不 同 范围 , 求 出 定 积分 值 ,从 而 得 到 函数 f(x)。 
15. (2017, 一 (3)(4 分 )) 题 目 同上 小 节 12. (2017, 一 (2) (4 分 )) 题 。 
16. (2018, 一 (1)(4 分 )) 题 目 同 上 小 节 14. (2018, 一 (1) (4 分)) 题 。 
Ts» ZX. 


>0， 
ee .<0, 求 了 ( ;并 来 f(x) 的 极 值 。 
考点 与 解法 : 求 分 段 函数 的 导数 ,并 求 极 值 。 在 开 区 间 用 公式 求 导 ,在 分 段 点 用 定义 求 
导 ,利用 几何 判别 法 ,判断 不 可 导 的 点 z=0 是 极 大 值 点 ,从 而 求 出 极 大 值 。 


E24 本章 练习 题 答案 与 提示 


11. (2012, 二 (10) (4 分 )) 设 函数 rw-| 
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17. (2019, 三 (15)(10 分 7) 已 知 两 数 VCo 一 | 


练习 题 2-1 答案 与 提示 


sinz 


ME i 
1. (1) y =3 In (1 十 cosr)1 二 cosz。 


2.4 本 章 练习 题 答案 与 提示 人 


一 一 2inlm 二 
(2) y mr mt (rt DrtDy3 ln (2z+1)3741 4 

F 一 兹 a 可 下 全 TE : 可 工 
(3) y et d= 十 z = 六 ed WII 一 元 a 
(4) y =cosre™ (x 又 )+e=(: SS™). 
2. (1) 方程 两 端 对 变量 工 求 导 ,y 是 工 的 函数 ,有 yy 十 zy 一 er*”(1 十 y ), 解 得 y =- 之. 


(2) 方程 两 端 对 变量 工 求 导 ,y 是 工 的 函数 


i 2 
2 n 2 
2 一 sec’* (zx 一 y)。 (1 一 y ) 二 sec (zx 一 y)*(1 一 y )， 解 得 y Pr ph 
划 lny 一 过 
(3) 取 对 数 ylnz 一 zxlny，, 方 程 两 端 对 变量 工 求 导 ,y nz 十 学 lny 十 yy ， 解 得 y Se 
1 一 二 
未 
(4) 对 变量 工 求 导 ,得 2yy sinz 十 ycosz 十 sin(z 一 y) (1 一 y) 二 0, 解 得 y 二 一 Cos 十 sin(z 一 y) 
3 » yy sinrt+y cosrt sin(z—y y » y n= i 
dy_dy /dz_3F_ 3 dy_d/dy\_d /dy\ /dr_d _ 
a (3 4) /2 名 Er 
(2) dy dy /dr sint 
dz dt/ dt 1 一 cost” 
dy_d/dy d /dy\ /dr Sint 时 
人 四 (00D 


4. (1) y= de es 


1 


一 一 -一 一 一 InarctanVz 
(2) JE . 2 Vxarctan Vz 
[ee 由 
5. Dy (1 十 cosz)(1 十 Inz)「 一 sinz | 和 er 
arcsiner I 二 cosz (1TInz)z ， arcsine Vier 


1 和 


1 


十 


1 "ACTICCT27 
2 一 VCGHOCTO 人 


]. 


1 
元 十 1 2 z+3 2 
6. (1) 在 开 区 间 (0, 十 cc) 上 ,用 公式 求 导 : 了 (x) 二 (zx 十 1)' 一 1; 在 开 区 间 ( 一 co 


人 CD 一 (5 ] 一 ss ss, 在 分 民 吉 上 ,用 定义 求 时 


,0) 上 ,用 公式 求 导 : 


/+(0) = lim fi, 或 扩 (0) = CD) 三 和 
2 -。 2 
sinz _] 
f(z)—f(0) I TE Cos 一 下 
站 
iy zx>0, 
所 以 (0) 不 存在 , 故 7-| assam 
一 zx<0, 
I 
1 一 zw， XE(—%,—1], 1， 元 全 (一 co 一 1)v 
(2) 函数 f(z) 二 cos BI, zE( 一 1,1)， 矿 (z) 一 一 到 sin -37， zE( 一 1,1)， 由 于 上 丹 (1D)=0， 
xz-l, xzE[1, 十 co)， i zE(1, 十 co)。 


a 
玉 人 = 三 


;所 以 了 (1) 不 存在 。 又 由 于 J(z) 在 z 一 一 1 处 不 连续 ,所 以 不 可 导 。 
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2zsin 二 一 cos 二 ， zx>0, 
7. 显然 广 (z) 一 用 定义 求 分 段 点 的 导数 ,有 
2z?sinz? 十 cosz 一 1 
全 seo ，xz<0， 
,时 
zzsin 一 
CO) lim f(z)— FO) lim 三 lim zsin 0; 
Ee 过 ot I 0 * 
1 一 cosz 
二 一 和 2 
OO = 天 2 一 AD mz in I= % ~ 6, 
-0 I 0 z=0 I 
2zsin 二- cos 过 ， >0， 
所 以 (zx)=40， ZX 二 0, 显 然 六 (0+ ) 一 lim zzsin 二 一 cos 十) 不 存在 。 所 以 (zx) 
2z?sinz? 十 cosz2 一 1 
es 


并 
在 (一 co,0)U(0, 十 cc) 连续 ;在 zx 一 0 是 间断 点 ,是 第 二 类 间断 点 或 振荡 间断 点 。 
8. 7(0)。 提 示 : 从 f(z 十 y) 二 f(z) 十 f(y) 可 以 推导 出 /(0) 二 0, 于 是 
f= lin f(s+ an) — f(s) 医 He i f(As+0) — fC0) Fo). 


0 


ee 0 
9. pg(1) 二 0。 提示: 扩 (1) 二 一 pg(1), 族 (1) 二 gp(1) ,根据 可 导 , 则 有 片 (1) 一 产 (1)。 
10. 二 阶 。 提 示 : 
We 他 ER Cols ge 加 网 rE€ C00 yy _ zE (一 co,0]， 
4z，zE(0, 十 co)， 12zz，zE (0, 十 co)， 24z，ZzE (0, 十 co)。 
显然 P(z) 在 z 一 0 的 左 导数 是 12, 右 导数 24, 不 等 ,所 以 二 阶 导 函 数 了 (zx) 在 二 0 不 可 导 。 
11. zx=0 和 z==1 不 可 导 。 提 示 : F(z) 一 (z 一 2)(z 十 1)|z 十 111zllz 一 1|1 ,根据 例 2.12 可 知 ,z 一 0 和 
Z 一 1 不 可 导 ， 其 他 点 都 可 导 。 
12. 了 (一 2012)==20121。 提 示 : 利用 定义 


faD 一 ArC2012) zz+DCz+2)…Cz 十 2012) 
了 一 2012 一 .jz 一 一 2012， ~ I, 二 二 2012 


一 lim xz(z+ 1)(z 十 2)…(z 十 2011) = 20121。 
20 


13.。 函数 在 及 上 可 导 , 则 函数 在 zx 一 0 连续 , 即 f(0- ) 一 (0+ ), 得 到 0 一 3。 函 数 在 zx 一 0 可 导 , 即 上 (1) 二 
彤 (1), 得 到 a 一 2。 


14. (1) a=g’(0); (2) (0)= 二 (#0)+D). 提示 : 若 使 F(z) 在 zx 一 0 连续 , 则 


a= limf (2) = lim £2 — e087 一 [ing 一 1 十 1 一 cosz 
0 3 0 E43 


0 


ii g(x)— g(0) + lim 1— eo (0)。 


0 Eq 0 


g(Cr) 一 cosz 一 &(0) 工 
2 


户 (0 三 天 下 国王 下 0 = 和 fi 


0 这 0 所 0 3 


inie (7)+ sinr— g (0) Bn (xz)—g (0) Fi sinz 1 [ex(o) 十 匡 。 
0 2z x0 2z z=0 2z 2 


15. 提示 : 根据 lim 人 下 一 2， 连续, 则 f(0) = 0, 8§ 9(0) | fa f(0) = 二 0。 当 z 关 0 时 ， 


“fl du zf (2)—| feddu 本 
二 一 * 所 以 9 (zx) | ; 当 工 一 0 时 ,gf(0) lim 2 9(0) 


工 


gz) | fl)dt 


2.4 本 章 练习 题 答 案 与 提示 人 


lim 2 1,9 (z) 在 (一 co,0) U (0, 十 co) 连续 。 又 由 于 


zf (1) —| fdu 0 lO 
Im 


EE z0 工 Le 


limg (z) lim = 
所 以 gf(z) 在 z 一 0 连续 ,于 是 zf(z) 在 (一 co ,十 cc) 连 续 。 
16. 2。 提 示 : 取 z 一 0, 根 据 f(z 十 1) 二 f(z) 知 ,f(1) 二 (0) 二 1。 又 由 于 (0) 存 在 ,所 以 f(x) 在 
Z 一 0 连续 ,于 是 
7OD= lim {L+H LD = im 大 四 一 1 im LD — HCL + 


ms 0 2 0 3 


2 lim LD = f(0) 2p(0) = 2。 


0 


17. 一 1; 2。 提 示 ， 二 [Ha f(z) 一 2rz 一 Samz 十 za(z)， 其 中 


lima(z) =0。 /(0)=limf(z) lim [2 et 
{a 
18. 2; 一 4。 提 示 : 根据 lim 二 3, 有 f(z) 3(z 一 1) 十 (zx 一 1)a(z) 一 x* 十 3, 其 中 


lima(x)=0。 


rl 


f0) limf(z) lim[ 3(z—D+(z—Da(z)—r +3]=2, 


FD tim {DID jm -D+(z— De(s) — +1 
I | zl z—1 
= 一 3 十 lima(z) 十 lm 二 三 过 7 = 一 3 一 limz(lnz 十 1) 一 一 4。 


19. f(x)==In|z|。 提 示 : 由 a 知 f(1)=0。 


f(x) lim Lz+ — f(z) mL 十 WE a A m Lh) 
he0 a I 
mit+h/z)—fD.1 2 
h/z I I I 


于 是 f(z) 一 In|z| 十 C。 根 据 f(1)=0, 知 f(x)=In|z|。 
20. 了 六 (3) 二 1。 提示: (1) 利用 f(3 十 z) 二 3f(z), 知 
f 03) lim /3+ — /C3) a 3 — f(0)] 3f(0) = 1。 


ho hm 
a zs1， 

(2) 将 绝对 值 函数 写成 分 段 函 数 : f(x) 二 则 其 导 函 数 为 
4zs 一 14z2z 十 17z 一 7， z>>1， 

6z2: 一 8z 十 1， rls 12z 一 8， zx<l1, 

2 二 阶 导 函数 为 了 (xz) 二 

fe [int z>1s 7 aa xz>1。 

练习 题 2-2 答案 与 提示 

1. (1) 变形 simrz 一 于 一 二 cos2ziGsinzm 一 一 2 icos(2z+ 部 ， 2) 1. 


I 
0 We 8 款 i)， 


(天 二 ! [= 2 Gl 
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(3) 变形 : ln(z: 一 1) 一 In(z 一 1) 十 In(z 十 1)3 


1 下 
3 四 
[InCz’ 一 1)] (— Dn vhs + ti 


(4) (23+4) 一 3 (ln2)"23r+4 加 
(5) 变形 : sin5z 十 cossz 一 (sin2z 十 coszz)3 一 3 sintz coszz 一 3 sinzz cost 工 


3 sin2?27 5 十 Scostzs 


1 一 3 sinzz cos’z=1 


i sm 一 3 4"!1 EE 
(sin’ z+ cos’ zx) 2 4 cos(4z+ 2 小。 
区 | 
(6) 变形 ， zz 十 3z 十 2 z+2 zz 十 1 


CD 


一 (一 1)"m! 


[Gm CE ] 


1 
王 十 1 


工 
(zs) 
(7) 令 PC) 一 (z 十 DlnCz 二 1D), 则 疡 (z) 一 InCz 十 1) ,f(z)= 


1 1 
“(z+D™" 
(8) (V2z+1)"=(—1)" (2n—3)1! (2z+ D4" 

2. (1) y=z? (coszr) "+Cl (zx) (cosr) ”+Ci (xz) (cosr) "=z?cosrt+40zsinr— 380cosz。 


Jom(z) =D" n—2) 


WW 


(2) y 一 工 i 


Ei 
y=— 去 [z (cos2z)420) 十 Cl (zx)’ (cos2x)""] 一 一 28 (zcos2z 十 10sin2z) 。 

(3) y40 一 z (etz)c0 十 Cl(z) (e*) =2% er (z+10), 

(4) y=z (nr) V+Ch (x) (lnz)o9 一 一 191zr9e 十 20X181zy- 一 18!lzv 


1 


2009) 2010) 二 
3, (1) em 0) 一 0 0) 一 一 2 


.提示 : 将 函数 /(z) 展 成 麦克 劳 林 级 数 , 有 /(z) 一 》) [Da ， 


其 麦克 劳 林 级 数 的 一 般 形式 为 f(z) 二 》) 让 fOr, 两 级 数 是 同一 个 级 数 ,于 是 zoom 项 的 系数 相等 , 即 


写 
fen (0) ao Fe (0)》 CD py pon 0) = 0 paoo 0y 一 工 _ 
20094 ”019 须 的 系数 相等 , 生 50100 “一 301 所 愉 了 ”全 二 0 (人 一列 辣 ， 


(2) 当 nn 是 偶数 时 ,f”(0) 二 0, 当 n 是 奇数 时 ,f”(0) 一 al。 提示 : 函数 f(x) 展 成 麦克 劳 林 级 数 f(x) 一 
> re ,其 麦克 劳 林 级 数 的 一 般 形式 为 (x) 二 》) 人 0)x" ,显然 当 n 是 偶数 时 ,em (0) 二 0, 当 n 是 奇数 


时 ,f"(0) 二 nl。 


(3) ao (0) = 2005 X 2006 X 22% , Fo) (0) =— 2007 X 2008 X 22o5 ,提示 : y 一 zz cos*z 二 到 之 十 


(一 1)n22 呈 < a 
eos2z 一 二 2 十 》 于 及 2 rt, 而 f(z) 一 >) 人 (zr, 丙 级 数 中 的 zx0 和 zzom 对 应 项 的 系 
数 相等 ,于 是 有 
eol Dig fe (0) Dim am 
2006! 2004! 2008! 20061! 
考研 真题 答案 


数 一 真 题 答案 : 1. C; 2. C; 3. A; 4. D; 5. 略 ; 6. 0; 7. A; 8. V2; 9. 略 ; 10. C; 11. 二 ;12. C; 


2.4 本 章 练习 题 答 案 与 提示 多 


13. 0; 14. D。 

数 三 真题 答案 : 1. 2; 2. D; 3. C; 4. 2e; 5. A; 6. D; 7. 人 8. 一 1; 9. (1+3z)e™; 
4z 一 2z， 0<z<l, 
ee IE 


1l<z, 3 


10. A; 11. e-!. 12. 2; 13. 略 ; 14. 7 人 
I 


x*(2Inz+2), z>0, 
极 大 值 F(0) 一 1。 
er (1 十 z)， Z<0， 
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一 元 困 数 不 定 积分 与 定 积分 


基本 概念 


1. 原 函 数 .不定 积分 ; 
2. 定 积分 ; 
3. 积分 上 限 函数 、 变 限 积分 函数 。 


基本 结论 


1. 原 函数 存在 定理 \ 原 函数 性 质 ; 

2. 不 定 积分 性 质 、 公 式 ; 

3. 定 积分 基本 公式 : 牛顿 - 莱 布 尼 世 公式 ; 

4. 定 积分 性 质 和 公式 ( 定 积分 的 基本 性 质 、 对 称 区间 的 定 积分 、 周 期 函数 的 定 积分 ,三 
角 邱 数 的 定 积分 ); 

5. 变 限 积分 函数 的 导数 。 


基本 方法 


. 用 次 微分 .变量 代 换 、 分 部 积分 法 求 不 定 积分 ; 
. 求 有 理 函数 的 不 定 积分 ; 

. 求 无 理 函数 的 不 定 积分 ; 

. 求 三 角 函数 的 不 定 积分 ; 

. 求 分 段 函 数 的 不 定 积分 ; 

. 用 变量 代 换 ,分 部 积分 计算 定 积分 ; 

. 计算 对 称 区 间 上 的 定 积分 ; 

. 计算 非 初 等 函数 的 定 积分 ; 

. 用 换 元 变换 计算 定 积分 ; 

10. 计算 反常 积分 。 


oN- 


3.1 不 定 积分 © 


(C3;1 不 定 积分 


一 、 基 本 概念 


定义 1 原 函 数 如果 记 (zx) 二 f(z), 则 称 F(z) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 , 且 称 f(z) 是 
F(x) 的 导 函 数 。 

定义 2 不 定 积分 f(x) 的 所 有 原 函 数 或 带 有 任意 常数 项 的 原 函 数 称 为 f(x) 的 不 定 
积分 。 


二 、 基 本 结论 


定理 1( 原 函数 存在 定理 ) 连续 函数 一 定 存在 原 函数 。 
事实 上 ,车 /(z) 连续 , 则 积分 上 限 函 数 | C0)di 就 是 (x) 的 一 个 原 西数 ,但 要 注意 的 


是 : 连续 仅仅 是 存在 原 函 数 的 充分 条 件 , 并 非 必要 。 
定理 2( 原 函数 性 质 ) 
(1) 如 果 函 数 存在 原 函 数 , 一 定 有 无 限 多 个 原 函 数 ; 
(2) 同一 个 函数 的 任意 两 个 原 函数 最 多 相差 一 个 常数 。 
定理 3( 不 定 积分 公式 ) 
每 函数 的 积分 公 


(1) [ku = ket: (2) [eu 一 rt! 二 Cs 
a 十 


(3) | lar= mlzl+c。 


二 次 分 式 的 积分 公 
(4) | sar = arctanz 十 C; (5) | 1 dz 1 arctan 和 十 C; 
EE Pad a a 
" .1 |z-a 
(6) | si 一 走 In|2s +c。 
三 角 函 数 的 积分 公式 : 
(7) [sinzaz 一 一 cosT 十 C; (8) [eoszdz = sinz 十 C; 
(9) Jianzdz 一 一 ln | cosz |+C; (10) [eorzar = ln | sinz | 十 C; 
(11) [seczar 一 ln | secz 十 tanz | 十 C; 2 [esezar 一 ln | cscz 一 cotz |+C; 
G3) | 1 dz 一 tanz 十 Ci G9) | 二 dz 一 一 cotz 十 Ci 
COS2 工 sin2 工 
(15) [secztanzdz 一 secr+C; (16) [esezcotzdr 一 一 cscxz 十 C。 


人 一 元 函数 不 定 积分 与 定 积分 


指数 函数 的 积分 公式 : 
(17) |eaz = FG a8) Jardr = E+C. 
Wh 


on] 
od ee 


(22) | z+taidzr = 


dz = arcsinz 十 C; (20) J dz 一 arcsin 了 工 十 Ci 


| Vr +ta’ | 十 C; 


Z2 十 i Vr +ta |+C; 


工 
2 
(23) | Va —zidzr 3 Va? 十 全 Tarcsin 二 Fe。 


i 
公式 形式 去 变化 ,最 终 将 被 积 函 数 变 成 : 者 函数 ,指数 函数 ,三 角 函 数 、 二 次 分 式 、 根 式 下 是 
二 次 多 项 式 的 和 或 差 的 形式 ,从 而 利用 公式 ,计算 其 不 定 积分 。 


三 、 基 本 方法 
题 型 1 用 次 微分 .变量 代 换 、 分 部 积分 法 求 不 定 积分 


求 函 数 的 不 定 积分 , 按 积 分 方法 分 类 ,有 三 大 方法 : 凑 征 分 .变量 代 换 、 分 部 积分 。 
方法 1 姜 微 分 ( 凑 微 分 ,利用 公式 ) 


原理 车 | fdu = F(u) +C, 则 [JIp(r)Jdgz) = F[g(x)j+C,。 


次 微分 是 积分 最 基本 的 方法 ,也 是 求 不 定 积分 最 简单 的 方法 ,因此 在 求 不 定 积分 时 ,我 
们 首先 考虑 能 否 用 凑 微 分 法 ,将 积分 变 成 公式 的 形式 。 要 熟练 掌握 和 运用 这 个 方法 ,需要 熟 
悉 函 数 的 竣 微 分 。 

常见 函数 的 凑 微 分 


1. 次 成 一 次 函数 微分 : dz 一 二 dCaztb)。 
2. 凑 成 x” 的 微分 : zdr—Bd(ar"+b). 
3. 凑 成 倒 微分 去 dz= 一 4 二). 
二 
4. 根 :; dzr=2d(Vz)。 
次 成 根 微 分 二 
5.、 凑 成 指数 函数 微分 , ardz 一 王 d(a™) ,erdz 一 d(e")。 


6. 凑 成 对 数 函数 微分 , dz 一 d(lnz)。 
7. 凑 成 三 角 函 数 微 分 : coszdz 王 dsinz; sinzdz 一 一 dcosz; 


】 
sec’ zdr=—s—dr=dtanz; csc’zxdzr=—s—dz=—dcotzr。 
cos’z sin’z 


于 一 人 侈 


dz 一 darctanz。 


8. 次 成 反 三 角 函 数 微分 : 


dz 一 darcsinz; = 
V1 一 三 li 
9. 凑 成 整体 或 局 部 的 微分 : 广 (z)dz 一 dfFCz)。 

例 3.1 用 次 微分 法 求 下 列 不 定 积 分 : 


GD) | (2) | ad 

(3) | Pa (4) | yr; 

0 (6 | a 

(7) | a (8) [sinz coszzdzi 

(9) | (10) | Ez. 

解 (1) dz 可 以 次 成 一 次 函数 的 微分 ,当然 可 以 凑 成 分 母 1 一 2z 的 微分 ,从 而 有 
| = | 22). ( ] Jim11 一 2z | 二 Ci 


(2) 二 次 分 式 , 将 分 母 配方 ,次 微分 ,利用 公 


1 | 1 | Lc, 
| er Er A +1) = arctan(z 十 1) 十 C; 
(3) de 可 以 凑 成 dCarctanz) ,利用 公式 
arctanz | 三 埋 i 
| 1 干 过 i Jarctanzdarctanz 问 (Carctanz) 十 Cs 
(4) xz 和 dz 可 以 凑 成 zx 的 微分 ,当然 可 以 凑 成 dz 十 1) ,于 是 
| 5 三 二 二 1 
1 ee (7 ean 下 


或 一 站 和 dz 凑 成 dtanz 或 dcotz ,于 是 


COS2 TI sin x 


(5) 被 积 函数 是 三 角 函 数 , 竣 微 分 只 能 是 
为 了 竣 微 分 ,分 母 提取 cos*z, 竣 微分 
dz dz dtanz 1 tanz 
| sin*z 十 4 cos 工 (tan* z+4) cos’z (tanz 工 十 4) 2 0 2 下 


(6) 显然 ,只 能 e 和 dz 可 以 凑 成 de ,当然 可 以 凑 成 d(e* 十 1) ,于 是 
于 1 *) = E ; 
| Jate In(1l 二 +e)+C; 


(7) 工 和 dz 可 以 凑 成 4Vz, 于 是 
J 


dwWz 一 2arctanVz 十 C; 


和 1 
dr 一 2 
1 一 ee 
(8) 被 积 函 数 是 三 角 函 数 ,用 sinz 和 dz 凑 成 dcosz, 从 而 有 


和 
|sinz cos’ zdx 一 一 | cos’ xdcosz 一 一 costzt 二 CC; 
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(9) 二 和 dz 可 以 姜 成 dinz, 于 是 


1 [ 1 -|= 
1 id 2ln|InzF1 
(10) 用 分 子 sinz 一 cosz 和 dz 次 成 dC(cosz 十 sinz) ,于 是 有 


Sinz 一 cOSZ Er 1 
| (cosZ 十 ee | 《cosz 十 a ee cost sint 


H+e: 


下 电 。 


用 姜 微 分 法 求 不 定 积分 综述 

竣 微 分 法 是 计算 不 定 积分 最 基本 、 最 简单 方法 ,是 经 过 适当 的 凑 微 分 和 被 积 函 数 的 适当 
变形 ,将 积分 变 成 公式 的 形式 ,再 利用 公式 ,所 以 这 一 方法 又 称 为 凑 微 分 利用 公式 。 

熟练 掌握 这 一 积分 方法 ,就 要 熟悉 不 定 积分 公式 和 凑 微 分 公式 ,不 然 无 法 熟练 的 利用 这 
一 积分 方法 。 

在 具体 应 用 这 一 积分 方法 时 ,首先 观察 哪 部 分 和 dz 次 微分 ,然后 考虑 剩余 部 分 和 哪个 
积分 公式 更 相近 ,最 后 经 过 适当 变化 , 变 成 积分 公式 的 形式 ,再 利用 积分 公式 。 

方法 2 变量 代 换 法 

在 变量 代 换 中 ,通常 有 五 种 代 换 : 根 式 代 换 ,指数 代 换 、 对 数 代 换 、 三 角 代 换 和 反 三 角 代 
换 , 其 代 换 的 目的 是 将 被 积 函数 化 为 有 理 函 数 、 三 角 函 数 , 或 者 两 类 不 同 函数 积 的 形式 。 

在 变量 代 换 过 程 中 ,不 仅 被 积 函 数 改 变 , 而 且 微 元 也 在 改变 ,这 是 不 容 忽 视 的 问题 。 

1. 三 角 代 换 基本 形式 和 方法 

一 般 地 ,如 果 被 积 函 数 含有 二 次 根 式 , 而 且 根 式 下 是 二 次 多 项 式 , 如 Maz? 十 bx 十 c。 常 


常 利用 配方 ,将 其 化 为 Vi 土产 或 Vp 一 忆 的 形式 ,然后 作 三 角 代 换 。 


(1) Va 一 x , 作 变 量 代 换 x 二 asint ,一 A 于 , 则 


Va —x* =acost, dz = acostdt; 


(2) Va 十 x”, 作 变 量 代 换 Zz 二 atant, 一 了 <1< 广 : 则 


Va tx’ =asect, dr 一 一 和 
cos’t 


(3) Vx’ 一 a  , 当 zx 之 a 时 , 作 变 量 代 换 Zz 二 asect,0<1< 广 , 则 
VX: —a’ =atant, dz 一 asecttantdt。 
当 z 二 一 a 时 , 作 负 变换 , 令 z= 二 一 uw, 则 ve ,再 利用 xz>a 时 的 积分 结果 ,得 到 x 二 一 a 
时 的 不 定 积分 。 具 体 见 例 3. 2 中 的 (2) 题 。 
例 3.2 求 下 列 无 理 函 数 的 不 定 积分 ， 


a 二 全 
VI 一 码 
解 (1) 令 z= 一 sint, 则 dz 一 costdt, 于 是 


dz | cost | 1 . 
| = cd ni ln | esct— eott |+C= In 


(2) | 尖 UE > 0)。 


Tis 


1— Mi—z’ 
* 
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(2) 当 zx>>a 时 , 令 2 一 asect'0<t< 了 ,; 则 Vz —a’ =atant,dx=asecttantdt, 


2 2 2 
~V em tant 。 asecttant tant 
| dr EE CS dt | dt 
TX 


1 | 
sin tcostdt 
a sect a? sect a 


3a2 亚 


当 z<< 一 时 , 令 z 一 一 上 , 则 waydz 一 一 dx, 于 是 
| EF =— | MEF Ea 5( Ea) te- (ee) +c. 


3 
3 Sint + C= 有 (Eee) 4 


I 
2. 指数 代 换 
如 果 被 积 函 数 含 有 指数 函数 , 若 不 能 用 次 微分 ,又 不 适用 分 部 积分 ,一 般 是 做 指数 代 换 ， 
将 被 积 函 数 化 为 有 理 函 数 。 
例 3.3 求 下 列 不 定 积分 : 
ed dz 
GD | 全 此 | 二 


解 CD 令 e= 志 则 xz 一 Intvdz 一 二 几 , 于 是 
ed | tdt | ¥ | | 1 
i A 
t—ln|1+itl|l+C=e—ln(l++e)+C。 


(2) 令 Ve’ 十 1=t, 则 @*=f2 一 1,e*dzx==2tdt,dzx -2 de 于 是 


dz 2dt 人 1 1 ) 后 | Vl+e:—1|, 
| = || 


注 变量 代 换 的 代 换 方法 并 非 唯一 的 。 例 3. 3 的 第 (2) 题 令 Ve 十 1==t, 当 然 也 可 以 令 
e’ 二 +。 变量 代 换 的 目标 是 把 不 容易 求 的 积分 经 过 变量 代 换 ,化 为 我 们 熟悉 的 有 理 函 数 积分 
或 三 角 函 数 积分 。 


3. 对 数 代 换 

如 果 被 积 函 数 含 有 对 数 函 数 , 若 不 能 凑 微 分 ,又 不 适用 分 部 积分 ,一 般 是 做 对 数 代 换 , 使 
被 积 函 数 化 为 有 理 函 数 或 两 类 不 同 函 数 积 的 形式 ,然后 应 用 分 部 积分 。 

例 3.4 求 下 列 不 定 积分 : 

(1) [Ej a; (2) [eosdna) qz, 


解 令 1==lInz,; 则 z=e ,dzr==e'dt, 于 是 


2 
(1) |( 宇 ) dz 一 ed 一 一 疡 e 十 eu 世 e 一 2te 一 2e 7 十 C 


= 一 ntz + 2lnz 6 
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(2) Jeos ns) dz 一 [eosterar = coste’ + |sintedr = coste' 十 sinte’— Jeosrerar, 
于 是 [cos(lnz)dz 一 去 (coste 十 sinte') 十 C 一 去 zcoslnz + sininz) 十 C。 

注 ”对 于 被 积 函 数 是 不 同 两 类 函数 的 积 或 复合 函数 的 不 定 积 分 ,即使 通过 变量 代 换 一 
般 也 不 会 把 被 积 函 数 化 为 单一 类 的 函数 ,往往 还 是 两 类 不 同 函 数 的 积 ,但 这 样 的 被 积 函 数 有 
利于 分 部 积分 。 

4. 反 三 角 代 换 

如 果 被 积 函 数 含有 反 三 角 函 数 ,车 不 能 凑 微 分 ,又 不 适用 分 部 积分 ,一 般 是 做 反 三 角 函 
数 代 换 , 使 被 积 函 数 化 为 有 理 函数 、 无 理 函 数 和 三 角 函 数 等 形式 。 

例 3.5 求 下 列 不 定 积分 : 


(1) [sincCaretanz) drs (C2) i SEO 


J 


解 (1) 令 arctanz==t, 则 z=tant,dzx 二 sec*tdt, 于 是 
Poon | nt dt | deost 二 +C= Vl+z’++C。 


cos’t 


(2) 令 arccosz 二 t, 则 ==cost(0 过 t 二 rw) ,dz 一 一 sintdt, 于 是 


' s : t 
| Te | LSint dy | 元 dt 一 一 ttant 十 amd 
并 2 /] 一 并 2 cos tsint cost 


ttant 一 ln | cost | 十 C arccosz。tan(arccosz) 一 ln | 工 | 十 C。 

在 变量 代 换 中 ,我 们 给 出 了 四 种 变量 代 换 方法 。 事 实 上 ,还 有 一 种 常用 的 方法 : 根 式 代 
换 , 为 了 避免 重复 论述 ,我们 把 这 个 方法 放 到 无 理 函 数 积分 一 节 去 研究 ,因此 说 变量 代 换 共 
有 五 种 代 换 方法 , 即 : 根 式 代 换 ,指数 代 换 ,对 数 代 换 , 三 角 代 换 , 反 三 角 代 换 。 

用 变量 代 换 法 求 不 定 积分 综述 

(1) 车 不 能 用 凑 微 分 法 ,也 不 具备 分 部 积分 特征 (两 类 不 同 函数 的 积 ) ,就 要 考虑 变量 代 换 。 

(2) 五 种 代 换 就 是 我 们 熟悉 的 五 种 基本 初等 函数 的 代 换 。 在 某 种 意义 上 说 , 哪 部 分 影 
响 (阻碍 ) 了 积分 运算 ,就 代 换 那 部 分 。 

(3) 在 变量 代 换 时 ,究竟 采用 哪 种 代 换 ,是 由 被 积 函数 决定 的 。 一 般 情况 下 ,含有 根 式 ， 
根 式 下 一 次 多 项 式 或 一 次 分 式 , 就 用 根 式 代 换 ;如 果 根 式 下 是 二 次 多 项 式 ,就 用 三 角 代 换 ; 如 
果 含 有 对 数 函 数 、 指 数 函 数 、 反 三 角 函 数 ,就 分 别 用 对 数 代 换 、 指 数 代 换 和 反 三 角 代 换 。 这 个 
过 程 需要 考虑 两 个 因素 : 被 积 函数 的 变化 和 微 元 的 变化 ,确保 新 的 积分 的 被 积 函 数 是 我 们 
熟悉 的 形式 ,有 利于 积分 。 

(4) 变量 代 换 的 代 换 方式 并 非 唯一 的 ,同时 变量 代 换 方法 也 并 非 是 必须 的 .有 时 可 以 不 
作 变 量 代 换 ,用 凑 微 分 或 分 部 积分 来 解决 。 这 也 无 所 谓 , 只 要 能 够 求 出 不 定 积 分 ,至 于 用 何 
种 方法 , 何 种 代 换 并 不 是 最 重要 的 , 求 出 就 好 ,何必 纠结 在 哪个 方法 更 好 ! 

方法 3 分 部 积分 


分 部 积分 原理 [wa = [acy qz = [uc ado) = u(rz)v(z) -| vad, 


基本 方法 ”将 被 积 函数 f(z) 分 成 两 部 分 ,一 部 分 为 u(x), 男 一 部 分 为 v(x),v (xz) 和 
dz 凑 成 dv(x)。u(z) 更 多 的 是 选取 : x* ,lnz,arcsinzr 等 ,这 样 等 式 右 端的 积分 中 的 w(x) 一 
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般 是 常数 、 短 函 数 、 无 理 函 数 等 ,是 有 利于 积分 的 形式 ,同时 还 要 保证 剩余 部 分 v(x) 很 容易 
求 其 原 函 数 v(x) ,次 成 dv(x)。 
例 3.6 用 分 部 积分 法 求 下 列 不 定 积分 : 


ZLOST I 
CD | ee (2) | es dr 


解 (1) SR 选择 工作 为 w(z)， 


剩余 部 分 so 江 和 dz 凑 成 一 d ,于 是 有 


| 2eosza 上 。d 1 和 1 dz 光 二 蚊 | cscr— cotz | 十 C。 
sim zx Sin 并 Sin 工 sinz Sin 工 

(2) 被 积 函数 二 十 3 J 是 两 类 不 同 丽 数 的 积 ， ,于 是 考虑 分 部 积分 。 选 择 Inz 作为 u(x)， 
剩余 部 分 二 jz 和 dz 次 成 一 d 5, 于 是 有 


lnz | ( 1 】 lnz | 
| a Medl ss | ee 


Inx ,1[/1 1 lnz ,1 
zs | #|(: za) zs ssn 
用 分 部 积分 法 求 不 定 积分 综述 


分 部 积分 的 基本 思想 是 将 被 积 函 数 转化 为 单一 类 函数 : 有 理 函数 无 理 函数 或 三 角 函 
数 。 因 此 ,一 般 地 ,如 果 被 积 函 数 是 两 类 不 同 函 数 的 积 ,要 考虑 分 部 积分 。 特 别 是 被 积 函 数 
是 如 下 形式 : 


加 
荣 站 仿 


+e. 


Zsinr; zearcsinr; ze’; zlnr; ersinz， 
只 能 用 分 部 积分 
分 部 积分 的 关键 是 将 被 积 函 数 f(x) 分 成 两 部 分 ,u(x) 和 wv (x), 哪 部 分 作为 u(x) 要 考 
虑 三 个 因素 : 
(1) wu (xz) 更 简单 ,有 利于 积分 ; 
(2) 容易 求 出 v (x) 的 原 函 数 v(x); 


(3) 容易 计算 不 定 积分 |wCz)u(z)dz。 


求 不 定 积分 ,有 三 大 方法 ,分 别 是 : 凑 征 分 ,变量 代 换 和 分 部 积分 。 如 果 按 照 被 积 函 数 
分 类 ,还 可 分 为 : 有 理 函数 积分 、 无 理 函数 积分 、 三 角 函 数 积分 。 这 是 因为 即使 有 其 他 函数 
的 不 定 积分 ,大 都 可 以 通过 变量 代 换 转化 为 这 三 类 函数 的 积分 ,因此 如 果 熟 练 掌握 这 三 类 酚 
数 的 积分 ,就 可 以 从 容 应 对 各 类 不 定 积分 问题 。 


题 型 2 求 有 理 函 数 的 不 定 积分 


设 P,(z) 是 关于 工 的 n 次 多 项 式 ,Q,(z) 是 关于 zx 的 m 
Pp EE 


中， 2 


数 , 且 当 ”< 普 时 , 称 0 ez) 为 真 分 式 ; 当 "全 姓 时 , 称 0 ez 为 假 分 式 。 


人 一 一 元 函数 不 定 积分 与 定 积分 


1. 基本 方法 


将 有 理 函数 积分 表示 为 (转化 成 ) 可 以 利用 公式 的 积分 。 具 体 来 说 ,就 是 将 有 理 函 数 积 


分 表示 为 整 式 ( 多 项 式 ) ,一 次 分 式 以 及 二 次 分 式 的 积分 的 和 。 
根据 代数 理论 : 
(1) 假 分 式 = 整 式 ( 多 项 式 ) 十 真 分 式 ; 
(2) 真 分 式 = 若干 一 次 分 式 十 若干 二 次 分 式 。 
SA 


一 次 分 式 ， 


xa’ (zr—a)"’ 

泥土 小 1 T+b 

二 次 分 式 : FA "z+pzrtgq’ (zit+pztq)" (zz 十 力 z 十 g)” 
注 这 里 的 二 次 分 式 中 的 x? 十 pz 十 g 是 不 能 再 分 解 , 即 p* 一 4g 二 0。 
六 类 一 次 分 式 和 二 次 分 式 积分 的 基本 方法 : 


| 二 a = lnlz-altc; ( 凑 微 分 ,利用 公式 ) 


三 鼻 
da 让 rr 十 Ci ( 痰 微分 ,利用 公式 ) 


as. | 1 [= 所 1 
(3) | 二 dz 一 | 了 dv 一 六 arctan 部 - ;〈 配 方 , 资 微分 ,利用 公式 ) 
CO | cs dz 十 pr 十 q) ， 量 

zx’ 二 +pr++g T+prtitg Jzritprti+g 


(用 一 次 项 十 常数 , 凑 成 分 母 的 微分 ,剩余 部 分 与 (3) 的 形式 相同 ) 


yl 1 二 人 递 推 公 
Orr ] 二 dx。 (配方 ,利用 北 推 公式 ) 


这 和 d(x + pz 十 9) | 
‘0 | 2 十 zz Fe (zz 二 prt+g)” ee 
(用 一 i 次 成 分 母 的 微分 ,剩余 部 分 与 (5) 的 形式 相同 ) 
公式 中 的 “一 ”表示 原 积分 可 以 转化 为 这 种 形式 的 积分 ,各 项 最 多 相差 一 个 常数 倍 。 


; 八 二 | 

递 推 公式 也 | crt [二 站 上 (2n 3 ] 。 
至 八 5 Ea 1 】 

特别 地 , 当 一 2 时 弟 推 公 趟 化 为 | -下 一 正二 | 二 dz)， 


当然 ,对 上 面 公式 ,可 以 从 递 推 公式 获得 ,也 可 以 用 变量 代 换 方法 得 到 。 
事实 上 , 令 z 一 tant, 则 有 


dz asec’tdt 1 2 
| tw (qz tan2t + a’)’ 二 [es J 
= 去 |a 十 cos22) dt 一 (r+ 去 sin2 钱 
2. 有理 函 数 的 分 解 
(1) 把 假 分 式 化 为 真 分 式 : 假 分 式 == 多 项 式 ( 整 式 ) 十 真 分 式 。 例 如 
+rtl_ | 1 


zx 十 1 Zz 十 1. 
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(2) 把 真 分 式 表示 为 若干 一 次 分 式 与 二 次 分 式 和 的 形式 的 具体 方法 : 
方法 1 待定 系数 法 : 将 分 母 分 解 成 若干 一 次 因 式 与 二 次 因 式 的 积 的 形式 (二 次 因 式 不 
能 再 分 解 ) ,依据 分 母 的 一 次 因 式 和 二 次 因 式 ,将 真 分 式 表示 为 几 个 一 次 分 式 和 二 次 分 式 和 
的 形式 。 例 如 
和 
(zta)’ (2 十 加 十 9 
A B C .De+E 十 Fr 


Fra ran te ta zpri+g (z+prt+g):” 
其 中 A,B,C,D,E,F， jg et p’—4g<=0。 
FEz 十 C 


为 方便 起 见 ， 性 [信也 称 为 一 次 分 式 ,二 全 也 称 为 一 次 分 式 。 


在 确定 待定 系数 时 ,可 以 对 上 述 等 式 去 分 母 , 变 成 两 个 多 项 式 恒 等 ,利用 多 项 式 恒 等 ,对 
应 项 系数 相等 ,建立 含有 待定 系数 的 方程 组 , 解 方程 组 ,从 而 确定 待定 系数 值 。 
方法 2 “ 凑 ” 的 方法 : 
将 真 分 式 用 "次 的 方法 ?分 解 : 
一 _ 1l+zx—z’ 1 和 1 _1l+zx’—zx: 1 LU 区 
xs(1 十 z2) zl+z) x zl+z)) x Zr 十 z2) 2 Zz 1 十 友 
若 用 待定 系数 法 分 解 ,一 般 形式 为 
1 A|B.:C,.D+E 
zi(l++z’) TT x 3 1 十 好 
这 样 需要 求 五 个 待定 系数 。 首 先 去 分 母 ,等 式 两 边 同 乘 以 x? (1 十 x?) 得 到 
1== Ax*(1 十 zx) 十 Bz(1 十 x) 十 C(1 二 2) 十 (Dr 十 Ez 
根据 多 项 式 恒 等 ,对 应 项 系数 相等 得 到 
1=C, (常数 项 相等 ) 
0=B, (一 次 项 系数 相等 ) 
0 二 C 十 A， (二 次 项 系数 相等 ) 
0 二 B 十 E， (三 次 项 系数 相等 ) 
0 三 A 十 D，( 四 次 项 系数 相等 ) 
解 得 C=1,B=0,A= 一 1,E=0,D=1。 
通过 上 面 例子 可 知 : 用 待定 系数 法 将 真 分 式 分 解 成 若干 一 次 分 式 与 二 次 分 式 的 和 , 计 
算 量 很 大 ,在 某 种 意义 上 说 实在 是 无 奈 之 举 , 所 以 通常 情况 下 ,大 都 是 用 “次 ” 的 方法 。 
例 3.7 求 下 列 有 理 函 数 的 不 定 积分 : 


GD | ttlg,, <G) | 工 十 2 dzi 

有 生生 而且 

G) | 二 id CD [ass 
G) | saa (6) | ra 
| 二 dz G) | pr 
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(9) | Go) | 

Tz 十 3z 十 2 3 十 
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解 (1) 将 被 积 函数 拆 分 ,这 是 求 积 分 的 常用 方法 。 于 是 
他 十 工 十 1dv 


|(z+1+i)a— Fe F 谍 站 In| 六 | 二 Cs 


(2) We eh Ee 再 拆 分 


区 斗 2 z 十 1 十 1dv | | jE | nL 
Er Ce Ds 中 i a ri 


=2ln|z|—ln|z+t1l|+C; 
(3) 利用 次 的 方法 ,将 假 分 式 变 成 整 式 与 一 次 分 式 的 和 的 形式 ,再 拆 分 


| [ee EF 
| 二 i 二 dz 《人 工 十 1)dz 二 idz 


EL 、 ps 
= 二 27 十 ZX 一 ln | zx 十 1 | 十 C; 


(4) 利用 次 的 方法 分 解 被 积 函数 ,于 是 有 

_ [1+z:—z’ Wa. 并 2 1 | 
[ss | TF) dz | La | -dc ln|zl 到 In(z 1) 十 C; 
(5) 对 被 积 函数 的 分 母 因 式 分 解 , 即 x 十 3z? 十 2t 二 x(x 十 1) (x 十 2), 用 待定 系数 法 分 
解 被 积 函数 


1 A B GC 
zw1NMz 二 2) 二 十 1 十 2 


消去 分 母 得 到 


1=A(z+ D(z+2)+ Brit2)+C(s+ 
(A+B+O)zx:+(3A+2B+CO)zr+2A. 
多 项 式 恒 等 , 对 应 项 系数 相等 ,于 是 有 
A+B+C=0, 3A+2B+C=0, 2A=1, 


! | ;| 4a:—| | 
| rr EE a es Tt Fe 
= 地 In lz | 一 In | z 十 1 | 十 村 m | z+2 | 人 


(6) 对 这 种 形式 的 有 理 函数 的 积分 ,首先 用 分 子 一 次 项 z 十 常数 , 凑 成 分 母 微 分 ,再 减 去 
多 出 部 分 的 积分 ,从 而 有 


度 | 二 2z 十 2 z—| 1 EE 
Ea Fad 2 好 下 Ww 


i ny 


dz 1) 


和 
$a | 二 


一 到 md 二 辽 直 人 一 和 ctan( 寺 切 寺 必 


(7) 当 分 母 是 单项 时 ,很 容易 拆 分 ,于 是 令 1 二 x 一 1, 则 z 一 上 十 1,dz 一 由 ,将 分 母 变 成 宕 
函数 形式 ,有 


E | It 下 ) a 1 
| dt 巨 十 2 元 十 去 4 十 C 
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2 i 
4(z—1) 3(Cz 一 D)5 2(z 一 0 
(8) 这 是 一 个 二 次 分 式 的 基本 形式 ,于 是 配方 变 成 公式 的 形式 ,再 利用 递 推 公式 ,有 
1 1 
| 去 | 


d(x 二 1) 


于 1 | 
2 [去 十 2 十 2 | i D] 


= [st arctan(z + D]+C; 


注 本 题 也 可 以 不 用 递 推 公式 ,可 以 利用 三 角 代 换 , 即 令 zx 十 1=tant, 也 是 一 个 可 行 的 
方法 ,所 以 是 否 记 住 这 个 递 推 公式 ,显得 并 不 十 分 重要 。 


(9) 由 于 三 一 局 ， 习 ,而 屏 和 dz 可 以 次 成 二 dz', 这 样 可 以 化 成 二 次 分 式 的 积分 ,从 
而 达到 降 次 的 目的 。 于 是 令 z= 二, 则 du 一 4zsdz, 从 而 有 
Fy 1 us | J 和 
| j 下 lt x 十 1 a) 


一 工 x 十 了 InG 十 四 一 In(2 二 十 C 


i 地 十 了 InG1 十 zx) ln(2 十 zt) 十 Ci 
(10) 用 凑 的 方法 ， 全 ( 人 也 可 以 用 和 定 和 人) 
1 一 z2 十 z2 f 1 一 z 
[a | a | | 二 5 二 Idz 


1 Rx 1| | 2 
2 dz 十 二 了 


号 一 
Sn z+ D+ eeen( 4 ix 二 1| 十 C。 
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(1) 计算 有 理 函 数 积分 的 第 一 步 ,考虑 能 否 用 * 凑 微分 ?利用 公式 ,这 是 最 简单 的 方法 。 
如 果 不 可 ,考虑 是 否 有 必要 做 变量 代 换 ,最 后 考虑 将 被 积分 函数 分 解 为 一 次 分 式 和 二 次 分 式 
和 的 形式 , 拆 分 ,计算 每 个 不 定 积分 。 

(2) 对 被 积 函 数 的 分 解 , 大 都 采用 “ 凑 ” 的 方法 ,如 例 3.7 的 (2) 一 (4) 题 ,当然 ,在 没有 看 
出 如 何 去 凑 时 ,也 只 能 用 待定 系数 法 去 分 解 ,如 例 3.7 的 (5) 题 和 (10) 题 。 

(3) 对 一 些 有 理 函 数 积分 采用 适当 的 变量 代 换 也 是 必要 的 ,如 例 3.7 第 (7) 题 和 (9) 题 ， 
这 样 有 利于 拆 分 和 降低 变量 次 数 。 

(4) 掌握 有 理 函 数 积分 的 基本 思想 和 基本 方法 是 至 关 重 要 的 ,一 方面 是 因为 有 理 函 数 
积分 占 积 分 很 大 比例 ,而 且 还 有 很 多 积分 通过 变换 ( 凑 微 分 ,变量 代 换 、 分 部 积分 ) ,最终 转化 
为 有 理 函 数 积分 ; 另 一 方面 ,有 理 函 数 的 表现 形式 不 尽 相同 , 掌 握 了 有 理 函 数 积分 的 基本 方 
法 和 思想 ,就 可 以 确定 对 被 积 函数 怎样 变化 , 朝 着 什么 方向 变化 。 

题 型 3 求 无 理 函 数 的 不 定 积分 

计算 无 理 函 数 的 积分 ,一 般 用 凑 微 分 ,变量 代 换 ， 
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方法 1 姜 微 分 变形 、 凑 微分 ,再 利用 积分 公式 ; 

方法 2 根 式 代 换 “化 无 理 函数 积分 为 有 理 函 数 积分 ; 

方法 3 三 角 代 换 化 无 理 函 数 积分 为 三 角 函 数 积分 。 

通常 情况 下 , 根 式 下 是 一 次 多 项 式 或 一 次 分 式 , 用 根 式 代 换 ; 根 式 下 是 二 次 多 项 式 , 用 三 

角 代 换 。 
例 3.8 用 凑 微 分 法 求 下 列 无 理 函 数 的 不 定 积分 : 
看 三 : 1 

(| 二 ra 


(3) | Vz 十 2z 十 5dz; i 
a 
解 (1) 将 被 积 函数 变形 ,化 为 两 个 无 理 函数 的 和 , 凑 微 分 


吉成- 1 必 入 
d. V1 十 zdz 十 dz 一 过 (1 十 z): 十 2 V1I 十 z 十 C。 
| 二 E94 | Hzrdr | T= 3  。 V 这 


(2) 凑 征 分 ,变形 ,利用 公式 


1 Eh 
dx 一 d VI—z(—2) 
Fe a les 一 
1 Vi—z—V2 ~ 
2 d VIi—z In 十 C。 
| 一 六 V2 | Viz+y2 


(3) 配方 , 变 成 Vie 士 吃 的 形式 ,利用 公式 
| 2 TarTt5dr= | (z 十 1)? 十 22d(z 十 1) 


Et Vz FH2z 二 5 二 2In| z+1 十 Vz 十 2x 十 5 | 十 C 
(4) 用 分 子 的 一 次 项 z 十 常数 , 凑 成 分 母 根 式 下 的 微分 ,多 出 部 分 配方 ,次 微分 ,利用 


| 证 加 1| 二 效 光 二 站 EE 2 Le 
fy 2 5 一 4 一 到 5=4z = 


a 4r— zx’:) | 2 dr 
2 a V3 — (z+2) 
Ey 和 d(z+2) 
VS 一 (Cz 于 275 


V5—4r— zx — 2arcsin 二 2 十 C。 


注 本 题 表 明 : 并 非 所 有 的 无 理 函 数 积分 都 采用 变量 代 换 ,有 一 些 积分 仅 用 变形 , 凑 微 
分 的 方法 就 可 以 解决 。 因 此 在 计算 有 理 函 数 的 积分 时 ,首先 考虑 凑 微 分 。 

当然 ,(3) 题 是 配方 利用 公式 ,如 果 没 有 掌握 这 个 公式 ,只 能 是 配方 ,用 三 角 代 换 , 令 x 十 
1 一 2tant。 同 样 ,(4) 题 是 用 分 子 的 工 凑 成 分 母 根 式 下 的 微分 ,当然 也 可 以 利用 配方 ,将 积 
化 为 


| 王 dz | dz 
5—4z—zx 3 —《z 丰 .27 


的 形式 ,再 作 变 量 代 换 , 令 zx 十 2 一 3sint。 
例 3.9 用 变量 代 换 法 求 下 列 无 理 函 数 的 不 定 积分 : 


(1) | 并 十 dz ss ee 
1 1 
G) | ol dz; Of 
VCz 十 DCz 一 1; x Vi —1 
2 
G) | 一 过 一 dr， (© | 一 一 一 dz. 


| 1 一 名 
解 (1) 根 式 代 换 : 令 \/ 一 一 人, 则 >z 一 dz tmz, 于 是 


2 
| 1 fz+lay pn D ote dt ?| sdt 
9 亚 和 


(下 一 1)5 
十 1 ZX 十 1 一 Vz 
2 区/ 关 1 
| 竺 ee 


(2) 根 式 代 换 : 令 xz 一 上 召 , 则 dz 一 665d, 于 是 


Ad z= | 十 | | 2 1 
。 (# 十 1)( 姑 一 1)1 
讶 元 此 I d= 6 一 下 下 全 6j [4 HD FT 十 闫 | 和 
(#7 se + $e 富生 arctant }+ C 
人 Bri txt 6zxt + 6arctanzt + C。 
(3) 根 式 代 换 : 变形 得 到 
| 1 二 | IT 
V(r FI) CCz 一 1 V(r tI Cl AZ 一 1 
1 EL jd 
(r+Dzr—1) ° 
3 
于 是 令 [2 六 则 二 和 二 1 ,dz i 于 zdr, 因 此 
l 间 洗 本 | Sa. —60 | 3 1 
| Le "1 Be 
* 产 十 1 
一 去 St 


(4) 三 角 代 换 : 当 z>>1 时 , 令 z=sect, 则 dz 二 secttantdt, 于 是 


i | 有 
| 二 ME 一 人 
当 z<< 一 1 时 , 令 z= 一 x, 则 x 之 1, 于 是 


1 1 1 1 
| dx | du arccos 一 十 C 一 arccos 二 Cs; 
yl u Vaz 一 1 村 下 这 


所 以 d 
> | 


丰 iC。 


arccos | 


1 
工 | 
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(5) 三 角 代 换 : 令 z=asint, 则 dz 一 acostdt, 于 是 
2 过 
| 工 dz 全 sint 。 acostdt 一 «| sin?tdt 一 ela — cos21) dt 


az2 一 工 acost 


2 2 
. oe 和 (aresin 亚 Wa2 一 并 2 jc 
及 2 2 a a 

Va ?十 2 Sarcsin 2 工 十 C。 


(6) 三 角 代 换 : 令 z==asint, 则 dz 一 acostdt， 于 是 


1 (sin + cost) 4 
| cost jy | 2 2 


1 
| 元 中 J sint + cost sint 十 cost ww 
1 fart 1|_ 1 gcsint + cost) 
2J sint 十 cost 


+ 十 二 Im | sint 十 cost | 十 C 


arcsin 下 十 二 In | z+ Va—z |+C 

注 例 3.9 的 (6) 题 的 三 角 函 数 积分 部 分 ,在 本 章 题 型 6 给 出 详尽 说 明 。 

求 无 理 函 数 的 不 定 积分 方法 综述 

求 无 理 函数 不 定 积分 有 两 大 方法 : 次 微分 和 变量 代 换 ( 根 式 代 换 、 三 角 代 换 ) 。 

(1) 对 无 理 函 数 积分 ,首先 考虑 能 否 用 凑 微 分 方法 计算 ,或 考虑 化 简 无 理 函 数 ,把 被 积 
函数 化 为 无 理 函 数 积分 公式 形式 ,如 例 3.8。 充 分 利用 根 式 下 是 二 次 多 项 式 的 积分 公式 。 

(2) 如 果 不 能 用 次 微分 法 计算 , 那 只 能 应 用 变量 代 换 。 如 果 根 式 下 是 一 次 多 项 式 或 一 
次 分 式 , 作 根 式 代 换 ,如 例 3.9 的 (1) 和 (2) 题 ,使 被 积 函 数 变 成 有 理 函 数 ;如 果 根 式 下 是 二 次 


多 项 式 , 配 方 后 化 为 Va 土 x 或 Va 一 x 形式 ,再 作 三 角 代 换 ,化 为 三 角 函 数 的 积分 ,如 
例 3.9 的 (4) 一 (6) 题 。 如 果 不 是 这 两 大 类 情形 , 那 就 应 该 对 被 积 函 数 作 适当 变形 ,如 例 3. 9 
的 (3) 题 , 当 变 成 上 述 情形 时 ,再 考虑 变量 代 换 。 


题 型 4 求 三 角 函 数 的 不 定 积分 
求 三 角 函 数 的 不 定 积分 的 方法 有 : 四 凑 征 分 ; @ 降 次 ; 加 简化 分 母 ; @ 万 能 公 
方法 1 姜 微 分 .化 为 有 理 三 角 函 数 积分 


(1) Ix sinz) cos”t!zdz = Ix sinz) (1 — sin*x)"dsinz; 


(2) Jceosz) sn sdz =- 一 | reeosm (1 — cos’z)"dcosz; 


(3) jeann < zd = [ftanz) seczzrdz = | roanzydtanz 


(4) |reeoe 二 sn csc:zdzr =—— |fCeotr) deotr. 


上 述 凑 微 分 方法 ,如 果 经 过 变量 代 换 , 则 将 三 角 函 数 积分 化 为 有 理 函 数 的 积分 ,如 果 不 
做 变量 代 换 ,我 们 称 之 为 有 理 三 角 函 数 的 积分 ,其 中 f(x) 是 有 理 函 数 。 
公式 (1) 表 明 : 如 果 被 积 函 数 是 关于 正弦 、 余 弦 的 函数 ,而 余弦 是 奇 次 早 的 , 则 可 以 凑 成 


3.1 不 定 积分 © 


正弦 的 微分 , 且 被 积 函 数 可 以 表示 为 关于 正弦 的 函数 ,如 果 令 :一 sinz,' 则 三 角 函 数 积分 转化 
为 有 理 函 数 的 积分 ; 

公式 (2) 表 明 : 若 被 积 函 数 是 关于 正弦 是 奇 次 索 的 , 则 可 以 凑 成 余弦 的 微分 , 且 被 积 函 
数 可 以 表示 为 余弦 函数 ,如 果 令 1 二 cosz, 则 三 角 函 数 积分 转化 为 有 理 函 数 的 积分 。 


公式 (3) 和 公式 (4) 雷 同 。 
例 3.10 求 下 列 三 角 函 数 的 不 定 积 分 : 
dz ， [s ee 
(1) | 人 
(3) | seeadr (4) | szdz Tdzr 
SinT 


dz | 1 | Ll 
解 (D | Cosz(sinz 十 cosZ) cos2z(tanz 十 1 Te tanz 十 Lans 
一 ln|tanz 十 1 | 十 C。 


(2) | sin’x cos'zrdzr -—| sin2z costzdcosz = [cos= 一 1) cos'zdcosz 
6 4 y 7 1 5 ~ 
= | cos zdcosz 一 | cos'xdcos7z = FS TT sz 十 C。 
(3) | sec' zdz = ‖ sectzdtanz = | (1 十 tan2z)2dtanz 


-|a 十 2tan2z 十 tantz)dtanz = tanz + : tanm 工 十 1 tanmz 十 Cs 


(4) | Far 9 | SEsinzdz | ss 并 dcosr, 令 cosz = 二 1, 于 是 
Sie 证 过 Sim x 
COS 工 t a 2 | sd | 
| esq= | Eid J( +I+zL ju = 和 "| 后 4|+c 


COSZ 一 
cosz 十 1 


注 化 三 角 函 数 积分 为 有 理 三 角 函 数 或 有 理 函 数 的 积分 ,是 计算 三 角 函 数 积分 的 常用 、 
有 效 的 方法 。 例 3. 10 是 利用 凑 微 分 方法 ,把 三 角 函 数 积分 变 成 有 理 三 角 函 数 或 有 理 函 数 的 
积分 。(1) 一 (3) 题 ,是 把 积分 转化 为 有 理 三 角 函 数 的 积分 ,(4) 题 ,是 把 积分 转化 为 有 理 函 
数 的 积分 。 

方法 2 降 次 

(1) 直接 降 次 ”利用 倍 角 公式 \ 积 化 和 差 公式 降 次 : 


(iD 信和 角 公 式 : sinzcosz 一 去 sin2zxssin?z 一 去 (1 一 cos2z)scos*z 一 寺 (1 十 cos2z)。 


i 


= 二 cos37r 十 cosz 十 二 Im 


(ii) 积 化 和 差 ， sinazcosBr 一 二 [sin(a+BDz 十 sin(e 一 及 z]; 


sinazsinBr 一 二 [cos(ae 一 PDz 一 cos(a 十 BD)7]; 


cosarcosBr SLeos(a Prtecos(atPB) rj。 
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例 3.11 求 下 列 三 角 函 数 的 不 定 积分 : 
(1) | sin2zdzy (2) [sin2zeostzdz; 


(3) | costzdr; (4) [sin cost zdz。 


解 (1) | sin: xdzx 3 [a cos27)dzr yz 1 sin2z 十 C。 


(2) |sin2zeostrdz 2 sin6zx 一 sin2x) dz 1 cos27 证 cos6zx 十 C。 
(3) | costzdz 一 1| (1 十 cos2z)2dz 一 1la 十 2cos2z + cos’2x)dz 


二 闻 和 OS 
= T| [i+ 2cos2r+ (1 十 cos4z)] dz 


= LL， 
一 8z 十 二 sin2z 十 35sin4z 十 C。 


(4) | sin?z cos4zrdz 一 4 sin2z cos2z cos2zrdz 


站 | ] 一 cos4 并 十 cos27 一 cos47zcos27)d7 

| Wk a 

i6 人 cos4 工 十 cos27 2 (coOs2Zx + cos6z) ] dz 
1 和 和 站 

16z GAsin47 Gasin27 19zsin6z HC 


(2) 间接 降 次 ”利用 公式 sin?* zx 十 cos*:z 二 1 降 次 。 
例 3.12 求 下 列 三 角 函 数 的 不 定 积 分 : 


dz | dz 
人 | sin? zcosz” 人 sin2 工 十 2sinz ” 
i 2 i 
Wty | Lat | ea 
sin? xcosz sin? xzcosz COS 工 Sin2 工 


一 ln | secz+ tanz 上 三 二 区 
sinz 


(2) | dz dz | dz 
sin2z + 2sinz 2sinz(] 十 cosz) 二 茧 


sin 二 人 
8sin 7 eos 也 
5in2 袜 二 cosz 之 器- 滑 
Sn 十 cos 2 1f Sin 1 1 
dz dx 十 
8sin 之 cos’ 之 Sa 8 yo0g 
2 2 2 
| 1 
圭 二 In | cscz cotz | 十 C。 
8 cos: 立 


2 


sin22z cos2zdz 一 | 六 (1 一 cos47) 六 (1 十 cos27x)dzr 


注 例 3.12 中 的 (1) 和 (2) ,分母 次 数 相当 于 3 次 和 4 次 ,分 子 利 用 公式 sin*z 十 cos*zx 一 


1 拆 分 后 ,分 子 和 分 母 次 数 的 差 为 1 和 2, 于 是 我 们 把 这 个 方法 称 为 间接 降 次 。 


3.1 不 定 积分 © 


方法 3 简化 分 母 ” 把 分 母 的 和 或 差 的 形式 化 为 积 的 形式 : 


(1) | Rsinzscos) 4, [Rte 一 cosz)dz; 
1 cosz 


sin2 工 


(2) | R(sinzx »COsZz) Fp 及 (sinz， Ds, (1 sinz) di 
1— sinzx COS 工 


例 3.13 求 下 列 三 角 函 数 的 不 定 积分 : 


dr [ dr 
|: (2) 1 十 sinz 十 cosz” 

dz 1 一 sin 1 一 anoz 
解 0)| | Be 


| i | A 
COS 工 COS 工 COST 
dz | dz dz 


‘2 | 
1 十 sinz 十 cosz cos 3 十 2 cos’ 2 cos? 和 (em 3 过 1] 


2sin 


全 wa 


tan 地 十 1 


tan > +1|+c。 


方法 4 万 能 公式 
作 变 量 代 换 , 将 三 角 函 数 积分 转化 为 有 理 函 数 积分 。 
邻 工 二 2arctant, 则 t=tan 于 ,dz 一 zd, 于 是 


Lee tanz 2t 
1+#” 1 一 如 


2 CosT 
1 十 在 ” 


sinz 


gi 1 十 sinz 一 cosz 
全 5314 求 | (2 一 sinz)(1 ee 


解 令 z 一 2arctant, 则 dz 2 di ,sin 2 COS 工 


I 1 


1 十 anz 一 oosz | 若 丰 芝 
本 [2 时 


tan2 之 tan 志 十 1 Cs 


注 之 所 以 把 上 述 公式 称 为 万 能 公式 ,是 因为 这 种 变换 ,可 以 把 常见 的 三 角 函 数 积分 都 
转化 为 有 理 函 数 的 积分 。 同 时 ,我 们 还 会 发 现 ,万 能 公式 比较 适合 次 数 较 低 的 三 角 函 数 积 
分 ,一 般 是 一 次 的 ,或 是 二 次 的 。 不 然 ,通过 万 能 公式 变换 ,得 到 的 分 式 , 其 分 子 或 分 母 次 数 
较 高 ,这 样 的 有 理 函数 积分 ,有 时 没有 更 好 的 处 理 方法 。 因 此 ,如 果 有 其 他 办 法 ,最 好 不 用 万 
能 公式 ,万 能 公式 的 实质 是 一 种 特定 的 变量 代 换 。 

求 三 角 函 数 的 不 定 积分 方法 综述 

三 角 函 数 积分 大 致 有 四 个 方法 : 

(1) 求 三 角 函 数 积分 首先 考虑 竣 微 分 法 ,一 是 凑 微 分 ,直接 利用 公式 ;二 是 凑 微 分 ,将 其 
转化 为 有 理 三 角 函 数 积分 ,或 经 过 变量 代 换 转化 为 有 理 函数 的 积分 ; 


人 一 元 函数 不 定 积分 与 定 积分 


(2) 如 果 不 能 应 用 凑 微 分 法 ,可 考虑 降 次 , 降 为 一 次 的 三 角 函 数 ,然后 凑 微 分 利用 公式 ; 

(3) 如 果 被 积 函 数 是 分 式 形 式 ,可 考虑 简化 分 母 , 拆 分 ; 

(4) 如 果 被 积 函数 是 分 式 形式 ,分 子 和 分 母 关 于 三 角 函 数 的 次 数 较 低 ,一 次 或 二 次 的 ， 
可 考虑 应 用 万 能 公式 。 


题 型 5 求 分 段 函 数 的 不 定 积分 


例 3.15 求 不 定 积分 |maxfz,1jdz。 


1f1， (一 c2,]]， 
解 Fmaxtel) = Eien 


£4 Gm ly 
Jmaxtz,1}dz = (dee, [1, + 0)。 
根据 原 函 数 的 连续 性 ,J(1*) 二 (1 ), 则 1 十 Ci 一 去 十 C,, 于 是 C: 一 Ci 十 二, 故 


Zz 二 Cs (一 co,1]， 
[maxtrndz 一 


六 x 十 证 Ci， EL; Foo; 


求 分 段 函数 的 不 定 积分 方法 综述 

求 分 段 函 数 的 不 定 积分 ,首先 求 出 每 段 函数 的 不 定 积分 ,然后 利用 原 函 数 的 连续 性 ,分 
段 点 的 左右 极限 相等 ,确定 各 段 不 定 积分 的 任意 常数 的 关系 ,最 后 用 一 个 任意 常数 表示 其 他 
任意 常数 ,进而 得 到 分 段 函 数 的 不 定 积分 。 


练习 题 3-1 
% 六 下 询 有 有 天国 区 的 不 赴 科 分 
4 
0 过 Idz; 0 | 二 
(3) | -Ee ds | dy 
TT TX 
工 有 本 
(5) Jr (6) | 二 二 到 十 5dz 
[= Fa (0 | te 


人 | i 
2. 求 下 列 无 理 函 数 的 不 定 积分 : 


, 
上 | Lar 
Vr VI—zx 
用 到 
G) | 一 二 一 dr | 一 一 二 一 一 dr， 
CC 十 2 一 Vz 二 1 
G) | 1 (| 一 dz; 
1 一 V4z 一 好 一 3 (Zz 十 2) Vz 十 4z 十 3 


0 | 一 一 一 一 d 

Vx 十 27x 十 10 
as 

(9 | LE a, 


3. 求 下 列 三 角 函 数 的 不 定 积分 : 
(1) sinz + cosz ds 
| y sinz — COST 


(3) ‖ sin2z cos’ zdz; 
1 
人 | 3 十 i 
1 
Wy | Sinz 十 coS 工 


‘| ein 
1 十 coszr 


dr; 


4. 用 分 部 积分 法 求 下 列 不 定 积分 : 


(1) 加 sec’ zdz; 
(3) Jaretanzdzrs 
arctanz 
(5) | 2(1 二 zx? Pt 
"xarctanz 
(7) | 十， ds 


[ES 定 积分 


一 、 基 本 概念 


_ 3.2 0 


(8) 2 十 3 
V 三 十 27r 十 10 


1 
(10) | 一 一 一 ax. 
z+ WII 一 好 


(2) | sint zdz; 
(4) [sinszeos3zdz 了 


sinz 
(6) | 1 ee 6 


dr; 


1 
Bg | Sinz 十 tanz 
(10) [osmadr. 


(2) |z cos’zdz; 
(4) na 十 zz)dzr; 


Xe” 
(6) | + ds 


(8) | V1— zarcsinrdz。 


计算 曲 边 梯形 的 面积 : 分 割 、 微 元 近似 值 、 累 加 、 取 极限 。 
设 曲 边 梯形 由 z==a,z==b,y 三 f(z) 和 zz 轴 围 成 ,如 图 3-1 所 示 。 
(1) 分 割 : 用 分 法 将 曲 边 梯形 分 成 个 小 曲 边 ， 


梯形 。 


(2) 微 元 近似 值 : 把 第 个 小 曲 边 梯形 看 成 长 方 
形 , 宽 为 Axi ,其 长 为 在 [zs-1,xi]j 上 任 取 一 点 & 的 函数 


值 /(&.), 则 第 个 小 曲 边 梯形 面积 为 
AS: ~ FS )Azrte。 
(3) 累加 : 曲 边 梯 形 的 面积 


S= DASi ~ 2 (6D)Art。 
k=1 k=1 
(4) 取 极限 : 令 4(T) 二 max{Azi,Azxs，…… ,Ax 


> ee 
O came 阅 加 1 MA Mb x 


图 3-1 


) . 称 为 分 法 工 的 细 度 (精细 程度 ) ,为 了 
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克服 误差 ,使 分 割 越 来 越 细 ,让 ACT) 一 0, 则 


中 6 
S$= lim > f(&) Mr = | fdr. 
MD-~ot1 a 


注 求 曲 边 梯 形 面积 的 方法 是 定 积分 的 基本 方法 ,又 称 微 元 法 (元 素 法 )。 
定义 3 定 积分 : 设 f(z) 在 [a,65] 上 有 定义 , 若 极 限 


n 


lim >yF(6)Azrte = I 


AD>0F=1 
存在 , 且 了 与 分 法 T 和 取 法 无 关 , 则 称 f(x) 在 La,5] 上 可 积 , 且 称 极限 值 1 是 f(x) 在 
[a,5] 上 的 定 积分 , 记 作 


[ f(z)dr = im, > JS)Azt。 
定 积分 的 几何 意义 “ 若 /(z) 宇 0, 则 | f(z)dz 表示 由 工 一 oz 一 六 y 一 f(x) 和 zz 铀 
于 成 的 曲 边 梯形 的 面积 。 
一 般 情况 下 ,| 7Cz)dz 表示 的 是 在 [ew 人] 范围 上 x 轴 上 方 图 形 的 面积 与 下 方 图 形 的 面 
积 的 差 。 
定义 4 积分 上 限 函数 ; 车 /(z) 可 积 , 则 称 @(z) 一 | f(D dt 为 积分 上 限 函数 。 


二 、 基 本 结论 


定理 4 (牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 ) ”车 F(x) 是 连续 函数 f(z) 在 区 间 [a,65j] 的 一 个 原 函 
数 , 则 


| reouz = F(b)— F(a), 
定理 5( 变 限 积分 函数 的 导数 ) ”车 f(x) 连续 ,p(x) 与 Wz) 可 导 , 则 变 限 积分 函数 
F(z) = [pou 可 导 , 且 
Hr) 


F(x) = FLp(Cz)]w(Cz) 一 FLYWCz)]WCz)。 
定理 6( 定 积分 中 值 定理 ) 若 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 , 则 在 [a,5] 上 至 少 存在 
一 点 使 


b 
| reouz 一 (一 a) 丰 (6) 。 


定理 7( 定 积分 性 质 和 公式 ) 
1. 定 积分 的 基本 性 质 


(1) 线性 性 质 | [af x) 二 妇 (zx)j]dz = 中 rodz + g(r)dzs 
(2) 积分 区 间 可 加 性 [ear = [We 
(3) 保 序 性 ”车 f(x) 三 g(zx),r€ [e. 刁 , 则 | fodder < | scoadr 


(4) 绝对 值 不 等 式 rwal<T | f(x) | dz。 


乘 。 


3.2 定 积分 人 


2. 对称 区 间 上 的 定 积分 “ 若 f(z) 为 [一 1, 中 上 的 连续 函数 , 则 
0， f(z) 是 奇 函 数 ， 


, 

| /a pe f(z) 是 偶 函 数 。 
3. 周期 函数 的 定 积分 车 f(x) 是 以 T 为 周期 的 连续 函数 , 则 
(1) [fear 一 | pede (2) [rode 二 中 Fadz。 
4. 三 角 函 数 的 定 积分 


[ey 


一 11 
Cn 7 了 ， nn 是 偶数 ， 

cos"z dz 一 < i 
2 7 是 奇数 。 


nll! 


(1) 卜 sin"z dz = | 
0 


© wl 


(2) | af Gin dr 一 到 | 7 sinzdzi| 7 sinz)dz = x cosr) dx, 

利用 公式 (1) 和 公式 (2) ,根据 定 积 分 的 几何 意义 ,可 以 推导 出 下 面 的 积分 公式 : 

(iD) | sinz dz 一 2 siozdz,| sin"z dz 一 攻 sin'zdz， ?偶数 ， 
0， nn 奇数 。 


VY cosrizdz, nn | 四 上 coszdz， 光 偶数 ， 
cos"z dz = 0 
0 


nn 奇数， 0， n 奇数 。 
注 nl! 是 的 双 阶 乘 , 表 示 跳 跃 连 乘 , 即 n 是 偶数 , 则 偶数 连 乘 ,n 是 奇数 , 则 奇数 连 
如 8!! =8X6X4X2,7!1! =7X5X3X1。 
5. 求 三 角 函 数 定 积分 的 常用 变换 一 一 换 元 


(GD 形 如 | 7(sinzvcosz)dz 的 定 积分 , 常 做 变换 z = 至 一/, 这 样 可 以 使 积分 区 间 不 变 ， 


(ii) | cos"z dz = a| 
0 


被 积 函 数 正弦 和 余弦 互 换 , 从 而 被 积 函数 发 生变 化 。 


令 z 


(2) 形 如 | Csinz,cosz)dz 或 | =rCsinzvcoszydz 的 定 积分 , 常 做 变换 
= 长 下 -+ 上， 
一 于 十 这样 可 以 将 上 也 变 为 | ,最终 都 转化 为 。 | 
(3) 形 如 | f(sinz ,cosr) de 的 定 积分 , 常 做 变换 
六 = 站 长 太 = 太 = 全 二 xpx 为 周期 函数 性 质 )。 
三 、 计 算 定 积分 的 基本 方法 


题 型 6 用 变量 代 换 、 分 部 积分 法 计算 定 积分 
计算 定 积分 的 基本 方法 是 求 出 原 函 数 ,应 用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 。 这 和 计算 不 定 积分 在 


方法 上 并 没有 本 质 区 别 , 所 以 如 果 仅 用 这 个 方法 计算 的 定 积分 ,这 里 不 再 袭 述 。 


全 一 元 函数 不 定 积分 与 定 积分 


1. 变量 代 换 


定 积分 的 变量 代 换 和 不 定 积分 的 变量 代 换 本 质 是 相同 的 ,但 是 对 计算 两 类 积分 所 起 到 


的 作用 有 时 是 不 同 的 ,主要 体现 在 : 


(1) 不 定 积分 的 变量 代 换 求 得 的 积分 结果 一 定 要 还 原 ( 换 回 原 变量 ) ,而 定 积分 是 不 需 
要 的 。 正 因为 这 个 原因 ,在 计算 定 积 分 时 ,只 要 通过 变量 代 换 能 够 得 到 较 简 单 的 定 积分 ,就 


可 以 进行 变量 代 换 ,并 可 以 多 次 代 换 ,不 必 考 虑 还 原 的 麻烦 。 


(2) 对 一 些 定 积分 来 说 ,通过 换 元 变换 后 ,尽管 所 得 到 的 定 积分 可 能 仍然 没 办 法 计算 ， 
但 是 这 个 定 积分 或 通过 拆 分 后 得 到 的 定 积分 可 能 与 原来 定 积分 有 一 定 的 关系 ,如 相等 .其 和 


或 差 是 可 求 的 定 积分 ,这 样 的 换 元 变换 仍 是 有 意义 的 。 


(3) 计算 三 角 函 数 不 定 积分 的 一 个 常用 方法 是 降 次 ,但 是 对 于 被 积 函 数 为 sin"z 或 cos"z 
三 角 函 数 的 定 积分 来 说 ,不 用 降 次 ,只 需 利 用 三 角 函 数 的 积分 公式 。 事实 上 ,在 计算 三 角 函 


数 的 定 积分 时 ,我 们 只 要 将 三 角 函 数 积分 转化 为 如 下 形式 
上 sin'zrdzs 上 sin zdzr; I Sinzdzi; | sin zzdzi 


0 


至 x 2x x 
| cos"rdzr; | cos"rdr; | cos"r dr; I cos"rdz 
0 0 0 -% 


的 积分 ,利用 三 角 函 数 积分 公式 和 定 积分 的 几何 意义 ,都 可 以 得 到 定 积分 值 。 
例 3.16 计算 下 列 定 积分 : 


.us 


于 工 


2 
下 


of _arcsin Vz dv， wi ， 
人 一) 0 并 十 V@ 一 三 
1 x 
(3) | x* V1— zx des (4) | Tsin zdzs 
1 0 
解 (1) 令 t= 一 arcsin Vzr, 则 xz 一 sin2t,dz 一 2sintcostdt, 当 工 取 上 限于 时 ,一 下 
La by | arcsin Vz E t Ry 上 5 
下 限 子 时 ,二 6。 于 是 + fA SCOS2Sintcostdt 2 Ta 


取 


(2) 令 z==asint, 则 dz 二 acostdt, 当 z 取 上 限 a 时 ,1 一 也; 当 工 取 下 限 0 时 ,t= 二 0。 于 是 


S 
[ dz | asint 上 cost 
oz Va 3 o asint + acost o sint+cost 


cost di I sinu di 上 sint dt 所 以 
0 


sint 十 cost sinu 十 cosu o sint 十 cost 


令 二 开 xz, 则 | 


ee 叫 


[ dz I (| sint :+ cost a] 区 
vp 2 (Jo sint cost o sint 十 cost 站 


或 者 求 出 原 函 数 
y dz J sint 1 EE | 工 
[ 了 /二 se 2 (t— ln | sintt cost |) 4 


(3) 令 z 一 sint, 则 dz 一 costdt, 当 工 取 上 限 1 时 ,z 二 也 ; 当 工 取 下 限 0 时 ,上 一 0。 于 是 


1 1 过 
| mw Nl1— zw de 2| wm VI=x dz 中 sin2t cos’tdt 
二 0 0 


一 ne 一 下 sint a .3 。 工 区 
直 sin tdz 引 ， sin' td = 2 人 2 8 2 8。 


(4) 令 z=x 一 t, 则 dz 一 一 由 ,于 是 
j= sin’ zdz 一 [a-p sin7tdt 一 可 sin’tdt -J sin’tdt, 
因此 
上 Zz sin7zdz = [| sin7tdt 一 | sin7tdt = FI = es 
注 例 3.16(4) 也 可 直接 利用 积分 公式 ,不 必 做 变量 代 换 ( 换 元 ) 。 另 外 , 例 3. 16 的 (2) 
中 求 一 Sint 的 原 函 数 有 一 个 特定 方法 : 


sint 十 cost 
设 c,d 不 同时 为 0,a,b 都 不 等 于 0, 则 


csint 十 dcost _ A(lasint+bcost) , B(asint bcost)’ 
= + ， 
asint + becost asint + bcost asint + bcost 


即 分 子 一 定 可 以 表示 成 分 母 乘 以 一 个 常数 与 分 母 的 导数 乘 以 一 个 常数 的 和 ,最 后 确定 常数 
A 和 B。 
以 本 题 为 例 : 
sint = Alsint + cost) + B(sint+ cost)’ 一 (A 一 B)sint 十 (A 十 B)cost， 


于 是 有 A 一 B=1,A 二 B=0 解 得 A= 去 ,B= 一 志 。 于 是 有 


下 - sint 小 | 1 Csint + cost) | 加 1 0 bleed oan 等 x 
0 2 2 0 


sint 十 cost 2 sint 十 cost -i 

2. 分 部 积分 

定 积 分 的 分 部 积分 与 不 定 积 分 的 分 部 积分 的 思想 、 方 法 是 相同 的 ,使 用 的 范围 和 对 象 也 
是 相同 的 。 


例 3.17 计算 下 列 定 积分 : 


全 
(1) | ln(z 十 1)dzi (2) a 
0 0 


x 


(3) | esinzde; 
o 


解 (1) 利用 分 部 积分 , 取 u(z) 二 In(z 十 1) ,显然 a 
nn Daz = zln(z+D)| 


1 1 
| 二 -dz 一 ln2 一 [z 一 InCz 十 1)]| = 2ln2—1。 
ss 0 
(2) 令 arcsinz 一 妃 则 zx 一 sint,dz 一 costdt, 于 是 
站 (arcsinz) dz= | reostdr 一 | easint 
0 0 D 
本 2 
= [sint 。 f 十 2tcost 一 2sint]s = 2 + = 


(3) 利用 分 部 积分 , 取 w(z) 一 sinz, 显 然 v(x) 二 =e ,于 是 


全 第 3 章 一 元 函数 不 定 积分 与 定 积分 


:i 区 py 
ersinzdz 一 | sinzder = ersinz 
0 0 


至 各 
| ecosrdz 
0 


0 


天 Ea 二 
一 ez 一 ercosT -| ersinzdz 一 ez 十 1 = ersinzdz， 
0 0 0 


移 项 , 则 有 | esinzdz 一 到 ( 旺 烤 豚 < 
0 


到 各 
(4) | 本 二 dz | .zdcotzr ZXcotz 
至 Sim 工 可 


by 三 元- 平 下 
= 于 十 In 三 于 二 72。 


a | 过 
sinz | 。 
到 


例 3. 18 设 | [ren 二 f(z)jJsinrdzr = 5,f(x) = 3, 求 f(0)。 
解 由 于 | [re + f(z)jJsinzdzr = [resinzde 十 | Gosinzdr, 昌 
站 epsinzdz= J sinzdf’ (x) = sinzxf’ (zx) | 一 | rcoeosedz 
=— coszf (xz) |。 一 | sinzf Cd = f(0)++ fr) 一 | sinzf (dr, 
所 以 
pewsinzde + fsinede = f(0)++ f(x) = 5。 
由 于 F(r) 王 3, 所 以 F(0) 一 2。 
注 不 论 是 定 积分 还 是 不 定 积分 ,如 果 被 积 函 数 含有 抽象 函数 的 导数 ,大 都 用 分 部 积 
分 。 特 别 是 被 积 函 数 是 二 阶 乃 至 三 阶 导数 的 积分 。 
题 型 7 计算 对 称 区 间 的 定 积分 
对 称 区 间 的 定 积分 是 定 积分 的 常见 题 型 ,一 旦 过 到 这 类 积分 ,就 要 考虑 被 积 函数 是 否 是 
奇 函数 或 偶 函数 ,从 而 利用 对 称 区 间 积 分 的 性 质 。 一 般 情 况 下 ,可 将 被 积 函 数 表 示 为 几 个 函 


数 的 和 , 拆 分 ,将 和 的 积分 写成 积分 的 和 ,对 部 分 积分 利用 对 称 区 间 积 分 性 质 。 
例 3.19 计算 下 列 对 称 区 间 的 定 积分 : 


ee "in 1 
ee 圭一 dy (2) 1 dz; 
1 4 zr 
(3) | .anate )dz; (4) 上 a 
解 (1) 拆 分 ,第 二 个 积分 的 被 积 函数 是 奇 函 数 , 在 对 称 区 间 积 分 等 于 0, 于 是 


| 1 1 1 b 
| 《本 省 | ds | 2 一 到 入 | Cl de 党 。 
= a | = = 


(2) 拆 分 ,第 一 个 积分 的 被 积 函 数 是 奇 函数 ,在 对 称 区 间 积 分 等 于 0, 于 是 
Im dz | dr + 一 dz = 0 十 arctanr 
(3) 利用 积分 区 间 的 可 加 性 ,将 积分 拆 分 为 两 个 积分 的 和 ,于 是 


入 和 
| tl -| zn + eddz+| zln(1 十 er)dz。 
= = 0 


= Ka 


3.2 定 积分 © 


将 第 一 个 积分 也 变 成 在 [0,1] 上 的 积分 ,做 负 变 换 , 令 z= 一 t, 则 dt 二 一 dx, 于 是 
| .ana 十 ex)dz 一 一 ana 十 e “了 )d 二 | ma +e)dz 


1 1 1 
-—| Pl -qd+| lati 生 让 YE 二 | 2d 一 村。 
5 
(4) 做 负 变 换 , 令 z= 一 +t, 则 


i zz ，_[ x 
| Se 人 i |, St 


EY 工 是 _ 人 3 上 
图 Ti 本 | a 


下 Xsinz 加 a Zsinz |, 2 2 a ; 了 
GE 


< 二 一 天 全 元 -于 COS 工 OST 


—2z|* 


COS 工 


例 3.20 设 F(z),g(Cz) 是 连续 函数 ,g(z) 是 偶 函 数 , 且 FCz) 十 F( 一 z) 一 A( 常 数 ) 。 


十 2 seczdz 一 一 四 十 2ln(V2 十 
= 


请 


ja 
GD) 证 明 : | fw)g (ade = A| g(a)des (2) 计算 | ， | sinz | arctanerdz。 
解 (1) 由 于 g(z) 是 偶 函 数 , 令 z= 一 1, 则 有 
| reoacod 村 Dg(—D(— dn) [x Dg dt Fr z)g(Cz)dz。 
根据 f(x) 十 f( 一 zx) 二 A, 则 有 
六 reogcodr= [EEE 上 | reosgcpdz 


= reoscn 平 茂 一 司 世 二 让 三 六 gn) dr, 
(2) 因为 (arctaner 十 arctane-) 二 0, 所 以 arctane* 十 arctane 二 C。 取 z=0, 得 C= 


2 于 是 有 arctane* 十 arctane 二 根据 结论 (1) ,得 到 


x x 
2 2 Li 

| | sinz | arctane’dzx = | sinzdz = Co 
-到 2Jo 2 


计算 对 称 区 间 的 定 积分 方法 综述 

对 称 区 间 的 积分 具有 很 好 的 性 质 : 奇 函数 在 对 称 区 间 的 积分 等 于 0, 偶 函数 在 对 称 区 间 
上 的 积分 等 于 半 个 积分 区 间 上 积分 的 2 倍 。 因 此 在 计算 对 称 区 间 的 积分 时 ,首先 考虑 被 积 
函数 是 否 是 奇 函 数 , 以 及 如 何 利用 对 称 区 间 的 积分 性 质 。 

一 般 情况 下 ,如 果 被 积 函数 不 是 奇 函数 ,考虑 把 被 积 函 数 表示 成 几 个 函数 的 和 ,其 中 一 
个 或 几 个 函数 是 奇 函数 ,这 些 函数 在 此 对 称 区 间 的 积分 等 于 0。 如 例 3.19 的 (1) 和 (2) 。 

如 果 被 积 函数 没 办 法 拆 分 为 两 个 函数 的 和 , 凑 微 分 .变量 代 换 和 分 部 积分 方法 又 不 合 
适 ,可 考虑 如 下 两 个 方法 : 

(1) 把 此 区 间 的 积分 表示 为 两 个 区 间 积 分 的 和 , 即 


0 2 
下 f(z)dr = 『 fr)dr + /ar 


他 一 一 元 函数 不 定 积分 与 定 积分 


对 第 一 个 积分 | ”7(z)dr 做 负 变 换 , 令 一 一 w 则 | 7Cz)dz = 「 7 adw, 于 是 


| fear 一 | far +h reodz 一 [Nes ER 
如 例 3. 19 的 (3) ,新 的 积分 被 积 函 数 发 生 了 变化 。 
(2) 对 于 对 称 区 间 的 积分 做 负 变 换 , 令 z= 一, 则 
| reodz Wx u) (— du) Tn wu) du。 
寻求 新 的 积分 与 原 积分 的 关系 。 如 例 3. 19 的 (4)。 
题 型 8 ”计算 非 初 等 函数 的 定 积分 


计算 非 初等 函数 积分 的 基本 方法 : 将 被 积 函 数 在 积分 区 间 范 围 上 表示 为 分 段 函数 , 利 
用 积分 区 间 的 可 加 性 ,把 定 积分 表示 为 在 几 个 区 间 上 积分 的 和 ,使 被 积 函 数 在 每 个 积分 区 间 


上 都 是 初等 函数 。 
例 3.21 计算 下 列 非 初 等 函数 的 定 积分 : 
(1) | max{zsr }dz; (2) [ Vsinz — sin’ zdzr; 
2 2 
(3) | [aJnadzs (4) | sm 一 1)dz。 
解 (1) 由 于 


zz2，xZzE [一 2,0]， 
max{zyz2} 一 14z， ZE(0,1]， 
x, XxE (1l,2], 


F 是 根据 积分 区 间 可 加 性 ,有 
[ max{zx,x’}dz = T zadz 十 | zdz 十 | dz 全 本 
-2 -2 0 1 2 
(2) 由 于 
coOST， 宝 专 [|: 
Vcoszz 一 | cosz | 一 


一 0068s， 交大 [7] ， 


所 以 


Px x 
| sinz 一 saadz= | sinz | cosz | dz 
0 


-| 


= 此 VSsinzrcoszdz 一 | 
o 


至 


2 wa © 


Vsinz | cosz | qz+[ Vsinz | cosz | dz 
至 


VSsinzcoszdz = | 
0, zE[L0,D, 
(3) 一 于 是 
iy bs zE[1,2)， 全 


2 % 2 2 2 
| [zj]lnzdz = | [LzJinzdr+| [zj]lnzdz | lnzdz = (zxlnz — x) . 2ln2 一 1。 
0 0 了 1 


3.2 定 积分 © 


(4) 由 于 
一 ]y 区 万 《= 0050)s 
sgnz = 10， r=0, 
Vs TE(0;+05), 
于 是 
2 1 2 
asenc — Dar= | zisgn(z — Ddz + | xisgn(z — Da 
o . 
1 2 1,8_1 
这 2 a Ee 
= 广 dz+ | dr 3 十 3 3 25 
2 Gi = 
例 3.22 设 f(z)=[*' 7 [ 求 B(x) = | f(Ddt 在 [0,2] 上 的 表达 式 。 
zzE[1,2]， 0 
解 当 zE[0,1) 时 ，@(Cz) = /ou = [ea 一 
当 zE[1,2] 时 ， 
B(x) =| /ou = edt de 0 
o o 1 SR 2 6 
于 是 
3， zE[o,1)， 


Dl(7) = 
去 志 一直， 冯 息 他 络 下 

题 型 9 用 换 元 变换 计算 定 积分 

计算 定 积分 的 基本 方法 是 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 ,也 就 是 求 出 原 函 数 , 计 算 上 限 、. 下限 两 点 
函数 值 的 差 ,如 果 不 能 直接 求 出 原 函 数 , 可 用 变量 代 换 和 分 部 积分 。 如 果 这 系列 办 法 都 无 济 
于 事 , 只 能 寻求 变换 , 即 换 元 变换 。 

换 元 变换 的 常用 两 类 变换 : 

(1) 保持 积分 区 间 不 变 ,使 被 积 函 数 发 生变 换 , 经 变换 后 ,寻求 新 的 定 积分 的 积分 方法 ， 
或 新 的 定 积分 与 原 定 积分 的 关系 。 


对 于 定 积分 | (zx) dx, 通过 这 样 的 换 元 1 一 a-+b 一 zx, 再 交换 积分 的 上 下 限 , 可 以 使 积分 
区 间 不 变 ! 
b a b b 
rear [rats t)( 一 dt) [re Ho—Dd [re tb— des 


(2) 对 于 对 称 区 间 的 积分 ,可 将 其 拆 分 ,对 其 中 的 一 个 积分 做 负 变 换 , 化 为 同一 个 积分 
区 间 的 积分 ,再 合并 


| fa = red | fa = [ro wd tf roan 
或 做 负 变 换 , 令 z= 一 t 得 到 
reodz ja D(— di) [x Ddt fir zx)dz。 
例 3.23 计算 下 列 定 积分 : 


2r 
CD | | sinz 一 V3cosz | dx; ah COS x 
0 二 dx 


人 一 一 元 函数 不 定 积分 与 定 积分 


+ (cosz — sinz) 
(3) 站 ma +uanmdr (4) 思 (cosz = sinz) gy, 
by VCOsST 
解 (1) 由 于 
2r 2r 2x 
| | sinz 一 V3cosz | dz = 2| 1 sinr CE dz = 2| sin(#— 等) | dz。 
0 .| 闭 2 0 3 


为 了 去 掉 绝对 值 符号 , 令 tx 一 了 可, 则 dt 二 dr, 从 而 有 
2r 要 2 
| | sinz 一 V3cosz | dz 一 站 。 | sint | dt = 2| | sint | dt 


= 全 | sint | dt = 4| sinrd 一 8。 
0 o 


(2) 令 本 于 十 二 一 z 一 于 一 z, 则 dt 一 一 dx, 于 是 
下 cos? 工 本 下 sin’t pa | Sin2 工 
(X27) 等 到 一 小 #TX(X—27) 
2 
所 以 有 


§ cossz I COS 2 工 + sin’z ) 
| a 三 (和 de Ee 


和 ) 1 
#, BR 2r : x—27x EE Rs 


(3) 令 二 下 一 z, 则 


“lndl Htanz)dzr 
0 


0 由 到 
| ln (一 di) 「 ln2d> 「 ln(1 十 tant)dt， 
对 1 十 tant 0 0 


所 以 | ln(1 十 tanz)dz 一 工 | madz 一 总 In2。 
(4) 将 积分 拆 分 为 两 个 积分 的 和 , 则 有 


二 时 (coszr 一 sinz) ro 于 eisinz 

| ee | ez Vcosrdz -| ds 
二 Vcosr 和 了 Veosz 

又 由 于 


1 针 sinz] 
一 3 = 2 eid Vcost = 2[(e Veoszr 
J | 


i eV coszdz] 
4 


= V8(et—e = 时 Vcosrdr。 


(cosz — sinz) 4A/ 到 本 
所 以 | ， 和 dr = V8(et — et), 
VCosT 


注 在 这 组 例子 中 ,我 们 发 现 : 换 元 变换 法 具有 很 强 的 不 确定 性 ,在 某 种 意义 上 说 是 一 
种 巧合 ,并 非 所 有 积分 都 具有 这 样 的 性 质 。 但 不 论 是 巧合 ,还 是 规律 ,至 少 还 是 一 类 积分 方 
法 。 也 就 是 说 ,在 没有 更 好 的 方法 时 ,可 以 考虑 换 元 ,寻求 解 题 途径 和 方法 。 


3.2 定 积分 他 


题 型 10 计算 反常 积分 (广义 积分 ) 

(G) 无 穷 限 反常 积分 :| ”7Cz)dz,| fde,| fdz, 

(2) 无 界 两 数 反 常 积分 : 无 界 函 数 反常 积分 又 称 瑕 积分 ,分 为 三 种 类 型 ; 
a 为 函数 (zx) 的 正点 ,| f(z)dz， 


6 为 函数 f(z) 的 现 点 ,| f(z)dz; 


ceE (qa,b) 为 函数 f(x) 的 吏 点 ,| rcz)dz = [evart | reodr。 


定理 8( 反 常 积 分 的 收敛 定 理 ) 
(1) 设 函 数 f(zx) 在 [a, 十 2) 上 连续 ,上 且 f(x) 宇 0, 如 果 存 在 常数 p11 使 得 lim x?f (x) 


存在 , 则 反常 积分 | ”7Cz)dz 收敛; 如果 lim zf/(z) = d 0 或 正 无 穷 大 , 则 反常 积分 
|[ oar 发 散 。 

(2) 设 函 数 f(x) 在 (a,b] 上 连续 ,有 目 f(x) 三 0,x = a 是 函数 (x) 的 瑕 点 ,如果 存 在 常 
数 0 二 p 二 1 使 得 lim (xz—a)?f (zx) 存在 , 则 反常 积分 | 7Cz)dz 收敛 ;如 果 lim (zx 一 @) 了 (x) 加 


ra 


4 > 0 或 正 无 穷 大 , 则 反常 积分 | (2)dz 发 散 。 
例 3.24 计算 下 列 反 常 积分 : 


oo x oo i 
GD | ene gy ‘2 | 一 -一 一 dx。 
a e 3 (zxz—1) Vz 一 2z 
解 (1) 令 e*=1, 则 
arctane” arctant 1 1 1 
| ee 0 | Ee 和 站 | BLT Be 
1 1 
Zarctant — gz arctant 十 C， 
所 以 
+ arctaner | ( i 1 Li ) 和 
| dx ZEarctane — sr 2arctane ;= 本 加 十 本 一 本 。 
C2 1 dz 二 1 dx, 令 工 一 1 = sect, 则 
A sh ef A — DD —1 
+o et 各 
| dz I Sectrant dt | (1 — sin?t)costdt 
3 (zr—1) Wzz 一 27 于 Sec ttant EE 


(sin 3 si ] 

注 计算 反常 积分 和 计算 正常 积分 的 方法 基本 没有 区 别 , 只 是 在 用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 
时 , 若 不 能 直接 代入 ,就 求 极限 。(1) 题 无 穷 积 分 . 求 出 原 函 数 ,再 求 zx 一 十 ce 时 的 极限 ; 
(2) 题 是 无 穷 积分 ,转化 为 一 个 有 限 积 分 (也 是 反常 积分 ) ,但 原 函 数 在 上 下 限 都 有 定义 ,直接 
代入 即 可 。 


二 
村 V3。 


人 一 一 元 函数 不 定 积分 与 定 积分 


例 3.25 判断 下 列 反常 积分 的 敛 散 性 : 
| 
(1) 上 nd (2) Le 


to ， 
cG) | e™ dzs w= 
0 


A 


解 (1) zx 一 0 是 瑕 点 ,由 于 limz * 1- 一 1， 2 -dz 发 散 。 


(2) z 一 十 1 是 甫 点 ,由 于 


| dz T a dz 二 | 1 dz 
"J | A A 


le 到 1 
lim (z+1)?. = 二 从 \ = 
lim (x -二 一 塘 " 根 据 下 积分 收 全 定理 知 ,积分 | ，- 亡 二 -dr 收敛 ;又 由 于 
: 1 和 、 
fim 0 一 局 上 寺 一 塘 根 据 联 积分 收 人 定理 知 ,积分 | 二 志 7 收 化, 所 以 丽 积 分 
9 1 
dz 收 化 。 


(3) 无 穷 积分 ,由 于 lim z?。e = 0, 根 据 无 穷 积分 收敛 定理 知 :| dz 收敛 。 


(4) 无 穷 积分 ,由 于 | ”一 -dz | = 圳 .所 以 收 钱 。 
: zlnz lInzx |: ln2 

练习 题 3-2 
1. 计算 下 列 三 角 函 数 的 定 积分 : 

x | n a 
GD | eosz | des 2 ha sin’ x) dr; 
(3) [ sin?x coss zdz; (4) 上 COs’ zcos2xdz; 

o 和 


业 I 
Ka | azsinz2 二 +b? i > 0 0 cosz i 


2 al 


V3 
0 a dzs ;| 到 六 
3 a (4) [= Va 一 dr。 
并 计算 下 列 非 初等 函数 的 定 积 分 ， 
(1) | zsgnCcosn) dz (2) | jsine TELdr; 
(3) | maxllsa des CD 下 至 一 一 1dz 


4. 利用 函数 的 周期 性 .奇偶 性 计算 下 列 定 积分 : 


GD | i Zz sin 工 十 1d， 


Zn 
网 S3 二 
i dz; C2 | cossz | dr(n EN+); 


(3) | a Tcoszdzi 


2012+x 
7) | sin22z(Ctanz 十 1)dz; 
2012 


5. 利用 分 部 积分 计算 下 列 定 积分 : 


1 
Lhy | arcsinzdz; 
0 


(3) 下 (zsinz)2dz 
0 


6. 用 换 元 变换 计算 下 列 三 角 函 数 的 定 积分 : 


2 SIn x 
( en 
o Sinz 十 cos 工 


(3) 下 sin gz, 


3.3 一 元 函数 积分 考研 真题 © 


(4) 上 om Ind EE+1)a 


(6) 「 (zz 一 2z 十 sinz) Vl— zdzr; 
-1 


+100x 
‘| 和 | cos2z | dz。 
< 


(2) I xarctanzdz; 
0 


1 
(4) | Terdz。 
0 


od 
2 上 Sin Xx 了 
0 


ow — sinz dx 


o sin”z 十 cos™”z 至 V1 一 cos2z 
nx 1 

G) | xX|cosr| dr(n€N.,); (6) —— dr。 
0 ve 


7. 计算 下 列 反 常 积分 : 

0a) | Yar (2) 全 aret9nzdri 
day A Co 
8. 已 知 f(0) =1,f(2) = 3,f (2) = 5, 求 | =7czz)dz。 

9. 车 f(zx) = ee 十 中 Acodzr, 求 Frys 

10. 设 f(x) = 人 Stdr, 求 | =rCz)dr。 


0 


11. 设 f(x) = Ls ~、 ， 录 |, Frz 一 2)dz。 
e 


12. 设 函 数 f(x) ee dt = atctanzs BL f(1) = 1, 求 | f(x)dz, 


13. 设 函 数 f(x) 一 让 do 之 0, 求 f(z) +#( 寺 ). 


代 :3_ 一 元 函数 积分 考研 真题 


一 、 一 元 函数 积分 考研 数 一 真 题 分 布 .考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 一 元 函数 积分 的 考研 数 一 真 题 共 出 了 14 道 
型 分 布 在 : 


道 题 ,其 题 


全 一 一 元 函数 不 定 积分 与 定 积分 


. 计算 定 积分 与 不 定 积分 : 共有 5 个 题 ,分 布 在 2007 年 ,2012 年 ,2015 年 和 2018 年 (2 题 ) 。 
. 定 积 分 的 几何 意义 : 有 1 个 题 ,分 布 在 2007 年 。 
.比较 定 积 分 值 大 小 : 共有 3 个 题 ,分 布 在 2011 年 ,2012 年 和 2018 年 。 
. 函数 和 原 函 数 性 质 的 讨论 : 共有 2 个 题 ,分 布 在 2005 年 和 2009 年 。 
. 定 积分 的 等 式 与 不 等 式 证 明 : 有 1 个 题 , 分 布 在 2008 年 。 
. 讨论 反常 积分 的 敛 散 性 : 共有 2 个 题 ,分布 在 2010 年 和 2016 年 。 

1 一 元 函数 积分 考研 数 一 真 题 题 型 分 析 

1. 计算 定 积分 与 不 定 积分 : 2007 年 考 了 利用 变量 代 换 和 分 部 积分 计算 定 积分 ,以 及 利 
用 定 积分 的 几何 意义 计算 定 积分 ;2012 年 考 了 计算 无 理 函 数 定 积分 ;2015 年 考 了 对 称 区 间 
的 定 积分 ;2018 年 考 了 用 分 部 积分 法 计算 抽象 函数 的 定 积分 以 及 用 变量 代 换 法 计算 不 定 
积分 。 

2. 定 积分 的 几何 意义 : 2007 年 考 了 根据 定 积 分 的 几何 意义 求 上 限 积 分 函数 的 函数 值 。 

3. 比较 定 积 分 值 大 小 : 2011 年 考 了 比较 定 积 分 值 大 小 , 定 积 分 的 积分 区 间 相 同 , 被 积 
函数 不 同 ;2012 年 考 了 比较 定 积分 值 大 小 , 定 积分 的 被 积 函数 相同 ,但 积分 区 间 不 同 ;2018 
年 考 了 不 同 积分 ,一 个 积分 值 可 求 出 ,另外 两 个 积分 与 这 个 值 比较 大 小 。 

4. 函数 和 原 函 数 性 质 的 讨论 : 2005 年 考 了 函数 和 原 函数 的 奇偶 性 、 周 期 性 和 单调 性 。 

5. 定 积分 的 等 式 与 不 等 式 证 明 : 2008 年 考 了 积分 等 式 的 证 明 。 

6. 讨论 反常 积分 的 敛 散 性 : 2010 年 考 了 反常 积分 收敛 与 哪些 量 有 关 ;2016 年 考 了 反常 
积分 收敛 ,未 知 常数 满足 的 条 件 。 

2 一 元 函数 积分 考研 数 一 真 题 

1. (2005, 二 (8)(4 分 )) 设 函数 F(z) 是 连续 函数 f(x) 的 一 个 原 函 数 ,“MSON” 表 示 “M 
的 充分 必要 条 件 是 N”, 则 必 有 

(A) F(z) 是 偶 函 数 合 f(z) 是 奇 函 数 ; (B) F(z) 是 奇 函 数 兮 f(z) 是 偶 函 数 ; 

(C) F(Cz) 是 周期 函数 全 jz) 是 周期 本 数 ; ，(D) F(z) 是 单调 函数 兮 f(x) 是 单调 函数 。 

考点 与 解法 : 原 函数 和 导 函 数 的 关系 。 利 用 反例 排除 法 或 函数 性 质 。 


2 
2.(2007, 二 (11)(4 分 )) 计算 | Tetdz, 
和 :之 


考点 与 解法 : 计算 定 积分 。 利 用 变量 代 换 和 分 部 积分 法 。 
3. (2007 ,一 (3)(4 分 )) 如 图 3-2 所 示 , 设 函数 y = f(z) 在 [一 3, 一 2],[2,3] 上 的 图 形 
分 别 是 直径 为 1 的 上 、 下 半圆 周 ,在 区 间 [ 一 2,0],[0,2] 上 的 图 形 分 别 是 直径 为 2 的 上 、 下 半 


圆周 , 设 F(x) 一 全 Food, 则 下 列 结论 正确 的 是 


个 本 oo 


(A) F(3) 一 一 全 PFC 一 2) 


(B) F(3)—F FC2); 


(C) F(—3)=F(2); 


(D) F( 一 3) 一 一 全 F( 一 2)。 


3.3 一 元 函数 积分 考研 真题 © 


考点 与 解法 : 定 积分 的 几何 意义 。 根 据 定 积分 的 几何 意义 ,分 别 求 出 F(3)、F( 一 3)， 
F(2) 和 FF( 一 2) 的 值 ,判别 函数 值 间 的 关系 。 

4. (2008, 三 (18)(5 分 )) 设 函数 f(z) 是 以 2 为 周期 的 连续 函数 ,证 明 : 

G(z) = 2 fz| fd 

也 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 。 2 

考点 与 解法 : 定 积分 等 式 的 证 明 。 利 用 f(z 十 2) 二 
f(z) ,变量 代 换 , 证 明 :G(x) 二 G(x 十 2)。 | 

5. (2009 ,一 (4)(4 分 )) 设 函 数 f(x) 在 区 间 [ 一 1,3] 一 7 和 


上 的 图 形 如 图 3-3 所 示 , 则 函数 F(z) 一 | /CDdi 的 图 
图 3-3 
形 为 
Fo) Fx) 
让 
人 O| 人 0 
-1 0 l 2 3 x -1 1 2 3 x 
i 
(A) (B) 
Fo Fo 
1 | 
人 O Ar 
-1 0 1 3 3 4 | 1 2 要 涡 
=i 
(C) (D) 


考点 与 解法 : 定 积分 的 几何 意义 。 根 据 定 积分 的 几何 意义 ,确定 上 限 积分 函数 的 图 像 。 
6.(2010, 一 (3)(4 分 )) 设 msn 均 为 正 整数 , 则 反常 积 分 | Da 的 收敛 性 
» 人 


(A) 仅 与 mm 的 取 值 有 关 ; (B) 仅 与 n 的 取 值 有 关 ; 
(C0) 与 m,n 的 取 值 都 有 关 ; (D) 与 m,n 的 取 值 都 无 关 。 
考点 与 解法 : 判别 反常 积分 敛 散 性 。 根 据 判别 反常 积分 的 敛 散 性 定理 。 


7. (2011, 一 (4)(4 分 )) 设 工 一 站 msinzdr,y 一 [lncotzdr, K = [Ineoszdz, 则 站 六 


KK 的 大 小 关系 为 
(A) I<J<K; (B) IT<K<J; (C) J<I<K; (D) K<J<I, 


考点 与 解法 : 比较 定 积分 值 大 小 。 在 [9 ,于 ] 上 ,判断 sinzycotrzycosz 的 大 小 关系 。 


8. 《2012, 二 (10) (4 分 )) 计算 | x V2rI — zx dr 
考点 与 解法 : 计算 无 理 函 数 的 定 积分 。 配 方 .做 三 角 代 换 。 


全 第 3 章 一 元 函数 不 定 积分 与 定 积分 


kx 
9. (2012 ,一 (4)(4 分 )) 设 下 =| er sinzdz(R 一 1,2,3), 则 有 
0 


(A) IL<1,<1,; (B) 1,<L,<L; (C) LL.<L<L; (D) LL.<Lh<l,。 
考点 与 解法 : 比较 定 积分 大 小 。 根 据 定 积分 性 质 和 几何 意义 。 


10. (2015 ,二 (11)(4 分 )) 计算 | ( Sin Id 
-1 十 cosz 


考点 与 解法 : 计算 对 称 区 间 的 定 积分 。 拆 分 ,将 定 积分 表示 为 两 个 定 积分 的 和 ,利用 对 
称 区 间 积 分 的 性 质 


11. (2016 ,一 (1)(4 分 )) 车 反常 积分 | Fd 收敛 , 则 
o 
(A) a=1,6>1; (B) a>1,06>1; (C) a=1,at+b6b>1; (D) a>1,at+b>1。 


考点 与 解法 : 判断 反常 积分 的 敛 散 性 。 将 积分 拆 成 两 个 积分 ,一 个 是 无 穷 积 分 , 另 一 
是 瑕 积分 ,利用 反常 积分 的 敛 散 性 的 判别 定理 。 


2 和 
12. (2018, 一 (4)(4 分 )) 设 M= 芷 于 dN— [i ledr,k = a+ Veae, 
= = 一 
则 M,N,K 的 大 小 关系 为 
(A) M>N>K; (B) M>K>Ni 
(C) K>M>N:; (D) K<N<M. 


考点 与 解法 : 比较 定 积分 值 的 大 小 。 计 算 M 的 值 , 解 得 M==x,N 的 被 积 函数 小 于 1,K 
的 被 积 函数 大 于 1 。 

13. (2018, 一 (10)(4 分 )) 设 函数 f(z) 具 有 二 阶 导数 ,车 曲线 y= 二 f(x) 过 点 与 曲线 y= 
2* 在 点 (1,2) 处 相 切 , 求 | zcz)dz。 

考点 与 解法 : 计算 定 积分 。 根据 已 知 条件 求 出 (0),f(1) 和 广 (1) 的 值 ,利用 分 部 积分 
法 计算 | z7"Cz)dz。 

14. (2018, 三 (15) (10 分 )) 计算 | earesin V1 一 edz。 

考点 与 解法 : 计算 不 定 积分 。 变 量 代 换 , 令 e* 二 cost。 

二 、 一 元 函数 积分 考研 数 三 真题 分 布 .考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 一 元 函数 积分 的 考研 数 三 真题 共 出 了 14 道 题 , 其 题 
型 分 布 在 : 

1. 计算 定 积分 与 不 定 积分 : 共有 7 个 题 ,分 布 在 2004 年 ,2008 年 ,2009 年 ,2011 年 ， 
2014 年 ,2017 年 和 2018 年 。 
. 定 积分 的 几何 意义 : 共有 2 个 题 .分 布 在 2007 年 和 2008 年 。 
.比较 定 积 分 值 大 小 : 共有 3 个 题 ,分 布 在 2010 年 ,2011 年 和 2018 年 。 
.函数 与 原 函 数 的 性 质 : 有 1 个 题 ,分 布 在 2009 年 。 
. 计算 反常 积分 : 有 1 个 题 ,分 布 在 2013 年 。 

一 元 函数 积分 考研 数 三 真题 题 型 分 析 


1. 计算 定 积分 与 不 定 积分 : 2004 年 考 了 分 段 函数 的 定 积分 ;2008 年 考 了 先 求 函 数 表达 


wy 


3.3 一 元 函数 积分 考研 真题 全 


式 , 再 计算 定 积分 ;2009 年 考 了 用 分 部 积分 法 计算 不 定 积分 ;2011 年 考 了 计算 不 定 积分 ; 
2014 年 考 了 用 分 部 积分 法 计算 定 积 分 ;2017 年 考 了 计算 对 称 区 间 的 定 积 分 ;2018 年 考 了 用 
变换 代 换 法 计算 不 定 积分 。 

2. 定 积分 的 几何 意义 : 2007 年 考 了 根据 定 积 分 的 几何 意义 求 上 限 积 分 函数 的 函数 值 ; 
2008 年 考 了 分 部 积分 和 定 积分 的 几何 意义 。 

3， 比 较 定 积分 值 大 小 : 2010 年 考 了 积分 区 间 相 同 , 被 积 函 数 不 同 ,比较 二 积分 值 大 小 ; 
2011 年 考 了 积分 区 间 相 同 ,被 积 函数 不 同 , 比 较 三 积分 值 大 小 ;2018 年 考 了 不 同 积分 ,一 个 
积分 值 可 求 出 ,另外 两 个 积分 与 这 个 值 比较 大 小 。 

4. 函数 与 原 函 数 的 性 质 : 2009 年 考 了 积分 上 限 函 数 与 函数 的 关系 。 

5. 计算 反常 积分 : 2013 年 考 了 计算 无 穷 积 分 。 

2 一 元 函数 积分 考研 数 三 真题 


Zer ， 一 过 魏 工 一 也， 
1. (2004, 一 (3)(4 分 )) 设 f(x) 一 求 | f(z 一 1)dz。 
一 1， 工 之 
考点 与 解法 : 计算 分 段 函数 的 定 积分 。 利 用 积分 区 间 的 可 加 性 ,将 定 积分 表示 为 两 个 
积分 的 和 。 
2. (2007, 一 (3)(4 分 )) 题 目 同上 小 节 3. (2007, 一 (3)(4 分 )) 题 。 
3. (2008, 一 (2)(4 分 )) 如 图 3-4 所 示 , 曲 线段 的 站 
方程 为 y= 二 f(z) ,函数 f(z) 在 区 间 [0,a] 上 有 连续 Ala, f(a) 


a C(0, f(a)) 
的 导数 , 则 定 积分 | =F(z)dz 等 于 
(A) 曲 边 梯形 ABOD 的 面积 ; 
(B) 梯形 ABOD 的 面积 ; 
(C) 曲 边 三 角形 ACD 的 面积 ; 二 
(D) 三 角形 ACD 的 面积 。 a Bad) 工 


考点 与 解法 : 计算 定 积分 和 定 积分 的 几何 意义 。 
利用 分 部 积分 ,利用 定 积 分 的 几何 意义 确定 。 
4. (2008, 二 (10) (4 分)) 设 /(z+ 士 ]= sa fd. 
考点 与 解法 : 计算 定 积分 。 求 函数 的 表达 式 ,计算 定 积分 。 
5. (2009, 三 (16) (10 分 )) 计算 不 定 积分 | 人 1 十 Uz ja >0. 


考点 与 解法 : 计算 不 定 积分 。 利 用 分 部 积分 法 。 
6. (2009 ,一 (4)(4 分)) 题 目 同 上 小 节 5. (2009, 一 (4)(4 分 )) 题 。 
7. (2010, 三 (18)(10 分 )) 


GD 比较 | | In | Cn + Dde 与 | > | ne | di 的 大 小 ,并 说 明理 由 ; 


(说 设 w 二 上 ne | [lnGl 十 D]"deCn 一 1,2,…), 求 极限 lima。 
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考点 与 解法 : 比较 定 积分 值 大 小 , 求 数列 极限 。(i) 只 需 在 [0,1] 比 较 In(1 十 ) 与 + 的 大 
小 ; (ii 对 一 般 项 进行 放 缩 ,利用 夹 逼 法 则 。 


8. (2011, 三 (17)(10 分 )) 求 不 定 积分 | arcsin Vz + Inzd, 

J 
考点 与 解法 : 计算 不 定 积分 。 拆 分 ,两 个 积分 分 别 用 变量 代 换 和 分 部 积分 。 
9. (2011, 一 (4)(4 分)) 题 目 同 上 小 节 7.(2011, 一 (4)(4 分 )) 题 。 


过 ji 
10. (2013 ,二 (11)(4 分 )) 求 | 十 平 二 可 十 azdz。 


考点 与 解法 : 计算 反常 积分 。 用 分 部 积分 法 。 

11. (2014, 二 (11)(4 分 )) 求 | ze=dz。 

考点 与 解法 : 计算 定 积分 。 用 分 部 积分 法 。 

12. (2017, 二 (9)(4 分 )) 求 | csimz+ VT — xi)dr。 


考点 与 解法 : 计算 对 称 区 间 的 定 积分 。 拆 分 ,一 个 利用 对 称 区 间 的 定 积分 的 性 质 , 另 一 
个 用 变量 代 换 或 定 积分 的 几何 意义 。 

13. (2018, 一 (3)(4 分 )) 题 目 同上 小 节 12. (2018, 一 (4) (4 分)) 题 。 

14. (2018, 三 (15)(10 分 )) 题 目 同 上 小 节 14. (2018 ,三 (15)(10 分 )) 题 。 


@3,4 本 章 练 习题 答案 与 提示 


练习 题 3-1 答案 与 提示 


Ea 1in|z—1 
LD 3 tzxtoln zl 


|+c. 提示 : 用 次 的 方法 ,将 被 积 函 数 表示 为 整 式 、 一 次 分 式 和 的 形式 ,有 


5 1 了 
人 | 
A 高 ， 
(2) 四 | 于 | 十 5 十 C.。 提示 用 传 定 系数 法 分 解 被 积 函 数 二 THE 一 十 二 且 六 1 


oe A(z 十 1)(z 一 1) 十 BCz 一 1) 十 C (z 十 1)? ,利用 多 项 式 恒 等 , 系 数 相等 (或 赋值 法 ) 解 得 ,A 一 
—1,B=—2,C=1。 
(3) 到 之 二 z 二 nlz 一 1 十 C。 提示 : 用 次 的 方法 ,将 被 积 函数 表示 为 整 式 、 一 次 分 式 和 的 形式 ,有 


好 一 1 十 1 | 1 
z—1 z—1 四 


(4) Inlz| 一 二 Inlz*+1|++C。 提示 : 用 竣 的 方法 ,将 被 积 函 数 表示 为 一 次 分 式 和 二 次 分 式 和 的 形式 


t= 二 
并 六 秆 定 * 和 1” 


PE rp 示 。 是 | 二 YY 
了 一 1 十 C. 提 示 : 令 1 一 z 一, 则 | ysdz 一 | 1 和 -dD |(3 去 )d。 


(5) 


ltc, 提示 : 二 次 分 式 ,分 母 不 能 再 分 解 ,配方 , 资 微分 ,利用 公式 


(6) 于 arctan 


3.4 本 章 练习 题 答 案 与 提示 全 


1 | 1 | 1 1 z 十 1 
| ee 


(7) 工 到 虽 | 环 十 2z 十 5 | 十 二 aretan 生 二 上 十 C。 提示 : 二 次 分 式 的 不 定 积分 ,用 分 子 的 一 次 项 工 次 成 分 母 


1 


守 夺 史 2 
en Bart | r++ + | srs 于 5dz。 
) 寺 [二 和 5+ 计 eretan 下 1] +C。 提示 : 配方 .利用 二 次 积分 的 降 次 人 


3 [3 
ee 天王 于 二 5 


和 1 1 二 
(9) 二 In|z+1| 一 FE) 一 41n(1 十 必 ) 十 C。 提示 : 利用 待定 系数 法 分 解 被 积 函数 


A B ,CrtD 
I 和 + 了 这; 即 1 一 ACl+z)(1+ 必 ) 十 BC 十 z) 十 (Cz 十 D)(1 十 z)* ,得 到 1 一 A 十 B 十 D,0 一 A 十 


d(z++1) 


i | eriraT «|. 


1 三 
(1 十 z2(1 二 zz) 


要 
2C 2°D 0。 


C++2D,0==A 十 B 十 D 十 2C,0=A 十 C, 解 得 A=B 


Go) gys+ 十 言 arctanz' 十 C。 提 示 : 次 微分 ,化 成 降 次 公式 的 形式 ,得 到 


dzt 


3 1 1 
[ase | 
2. (1) arcsin(2z 一 1) 十 C。 提 示 : 分 母 变形 


1 a ' 4 
8 [s+ rd ]: 
到 
Vr VI 一 并 Vz 一 好 /3 二 十 EH J(3) (#-2): 
(2) 2 Vz 一 4 十 4In(Yz 十 1) 十 C。 提 示 : 令 YT 二 us 则 z= 二 wt ,dz 二 4wsdus 则 
dw ww ef 
| Fi Rid 4| du [le F714*]: 
(3) 二 3 (z 十 1) 计 一 zz 十 1) 十 3in | (z 十 D3 十 1 | 十 C。 提 示 : 令 Yz 十 了 =w 则 z= ww 一 1,dx = 
2 1 ww , . 
3u pia 5 引 计 -dv sl Dadu +|- +id] 


(4) 呈 (z 十 3) 和 一 二 (z 十 3) 于 十 全 (z 十 1) 生 一 全 (z 十 1) 主 十 C。 提 示 : 分 母 有 理化 。 


工 T hn 
| (a wz+ waTDdr 


[t+2 2—2 VE 十 2 十 全 十 1) yrti— Vitilldr 


3 


[ce 二 2) 竺 一 2 (z 十 2) 去 十 (z 十 1) 幸 一 (z 十 1) 二 ]dz。 


me i 
= 1 1 , 令 工 一 2 一 
2 一 工 1 一 V4z 一 地 一 3 1 1 一 (xz 一 2j5 


sina, 则 dz 一 cosada, 于 是 


(5) 


| A | 1 + 1 ) 4 +- 二 


要 
2 


(6) arccos 一 -7 了 十 C。 提 示 : 令 z 十 2 一 seca, 则 dz 一 secatanada, 于 是 


| dr | 1 _Secatanada 一 a 二 Ce 
(z+2) V 亚 十 4 十 3 0 
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(7) ln|z 十 1 十 Vz 十 2z 十 10| 十 C。 提 示 : 配方 ,利用 公式 


| dz | 2 d(z 十 1) =In|z+1+ VTiazt+io|+c. 
去 十 于 二 1 (zt1)7 + 
(8) 2 V 严 干 于 二 10 十 ln|z 十 1 十 VT 二 37 十 10| 十 C。 提示 : 利用 分 子 的 2z 次 成 分 母 
I 2 | dx: +2z+10) +| dr. 
Far ti rti0 VT artio 
(9) VF 9—3arecos TAT +C, 提示 : 令 z 一 3seca, 则 dz 一 3secatanada, 于 是 


[Ea = | 。3secatanada = 引 tan’ada 一 3| (seca— 1)da。 


3seca 


(10) 喜 (arcsinz 十 In|z 十 VIZH| ) 十 C。 提示: 令 z 一 sina, 则 dz 一 cosada, 于 是 


| 一 二 | (Ee 


3 (1) 二 (sinz 一 cosz) 计 十 C。 提 示 : 资 微分 (sinz 十 cosz)dz 一 d(sinz 一 cosz)。 

(2) 去 ( 读 z 一 sin2z 十 语 sintz] 十 C。 提示: 降 次 ,将 三 角 郴 数 旗 为 一 次 的 正弦 或 人 
intz 一 工 (1 一 2cos2z 十 cos:2z) = 3 一 工 cos2z 十 工 cos4 
sinz 一 二 cos2zr 十 cos 27) 一 可 一 可 cos27 十 训 cos4T。 

(3) 到 sinz 一 全 simz 十 二 sinrz 十 C。 提示 : 凑 微 分 ,化 为 有 理 三 角 函 数 积分 
sin’ x cos’ zdz = sin’x costzdsinz = sinsz (1 一 sin2z)2dsinzr。 


(4) 一 直 cos8z 一 十 cos2z+C。 提示 : 降 次 sin5zeos3z 一 于 (sin8z 十 sin2z)。 


-了 2tanz 
(5) Bn 5 十 C。 提 示 : 变形 ,次 微分 


刘 | 1 | 
| FE cos2z(3 十 4 CT 3 十 4 dtanz。 


(6) ln|cscz 一 cotz| 一 In|sinz| 十 C。 提 示 : 简化 分 母 
sinz 4 | 一 cosz) ， 1 sd 


1 十 cosz 1— cosiz sinz sinz 
(7) 到 m tan( 瑟 + 号) | 十 C。 提 示 : i 时 ee (z+ ): 
Vasin(z+ 记 ) 
(8 二 | ian 地 | 一 十 tan 等 +C. 提示 :利用 万 能 公式 设 一 2aretant 则 dz 一 了 Fdissinz 一 


2 2 
rp ,于 是 


| st | 2 2 Te 1 | lea (3 t) a 
1+z 1 一 此 


(9) ztan 于 十 2ln 


cos 号 | 一 ln(1 十 cosz) 十 C。 提 示 : 拆 分 ， 


工 十 sinz 3 sin 并 3 
| 苇 江 sax [dt Te | dz 一 mm|11 十 ecosz | 十 C。 


3.4 本 章 练习 题 答 案 与 提示 全 


Nan 2 dr。 


对 第 一 部 分 积分 利用 分 部 积分 | 一 三 dz 二 |zdtan 地 一 ztan 字 


和 
2 cos: 了 


(10) 到 (coslnz 十 sinlnz) 十 C。 提 示 : 变量 代 换 , 令 Int 王妃 则 工 一 edz 一 edt, 于 是 |eoslnzdz 过 


asse ae， 两 次 运用 分 部 积分 , 移 项 。 


4. (1) ztanz 十 In|cosz| 十 C。 提 示 : 
sinzdz ztanz 十 ln | cosz | 十 C。 


jz sec’ zdz [zatanz Ztanr [anzaz Ztanz | 
cos 工 


(2) I 十 于 sin2z 十 二 cos2z 十 C。 提示 : 


fz cos’ zdz= |+t ZXcos27) dr + 计生 3 [zeos2zdz 
= i 十 二 zsin2z 寺 于 |sinzzdz。 


(3) 了 maretanz 一 二 也 十 二 lnG1 十 zz) 十 C。 提示 : 分 部 积分 


| 1| x 和 i| 到 2 
jz arctanzd 工 3 arctanr— 3 142 3 arctanr— 6 14a ° 
(4) zln(1 十 z2) 一 2z 十 2arctanz 十 C。 提 示 : 分 部 积分 
到 DE Ey HE i | 
[ma+zodz Zln(1 十 z) | 至: aa 十 天 ) 一 25 十 2 I+ de 


ee 区 党 一 2 一 arctanZ_ _ arctanz arctanz 
(5) 去 arctanz 十 2 ln TE oarctan Z 十 C。 提 示 ， 拆 分 5(T 干 二) 7 I+ ， 前 者 用 分 


部 积分 ,后 者 凑 微 分 用 公式 。 


(6) -ze_ 一 In(1 十 er) 十 C。 提 示 : 分 部 积分 
1 十 e 
| er dz= ja 人 ) +| 二 zz | i 
(te) 1+e 1+e Ji+e 1+e TE 
1 1 _ 
(7) BIT tanet Taretanz 二 10 二 5 十 C。 提示 : 利用 递 推 公式 
Xarctanz 1 攻 1 arctanz 1 1 
te) Barctanzd 14 a 加 
1 arctanz 1 工 +| 1 
2 Yt 1 (qt iT) 


(8) + (arcsinz) 十 5 M1—zx arcsine 1 好 十 C。 提 示 : 令 arcsint 二 t, 则 z 一 sintdz 一 costdt, 于 是 


| V1— zarcsinrdr= | cos’tdt = : Ji 十 cos2t)dt 一 二 | * 二 |ieos2rdr 


li 
a + 二 tsin2t 4 sin2tdt。 


练习 题 3-2 答案 与 提示 
1. (1) 2。 提 示 : I | cosz | dz = csrar-| eosrdzr — 2, 或 利用 定 积分 的 几何 意义 


[leosrlar=2] | coscldz= 2 cosrdz = 2, 
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(2) x 一 全。 提示 。 利用 定 积分 性 质 , 拆 分 ,利用 三 角 函 数 定 积分 公式 


fa sin’ x)dzr faz | sinizar 3 2 sinizdz x 


(3) 36r。 提示 : 变形 ,利用 三 角 函 数 定 积分 公式 


下 sin’ x cosszdz 一 人 (cossz 一 cosnz)dz 一 省 cosszdz 一 下 cosi zdz 
0 9 


7!1 x 2 94Y 天 


2 2 "0 2 


。 提 示 : 变形 ,利用 三 角 函 数 定 积 分 的 性 质 和 公式 


I cos’ rcos2zdz 一 下 cos Zr(2 cos'Z 一 1)dz 一 a cos’ zdz -人 cos’ zdzr 


二 E 


= ‘| cosizdz 一 让 cosszdz 一 4 入 


提示 : 求 出 原 函 数 ,利用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 


) 3a Zep° 
各 1 下 1 wh | 各 1 
上 a’ sin’ z+ b? cos’ Fo o cosiz(a’tanr’ 十 本 ;~ 0 aztanz2 十 也 a 
= Tarctan -tanz 三 
ab b 0 2ap” 


(6) of 提示 : 凑 微 分 ,次 成 正弦 函数 定 积分 , 令 V5inz 二 u, 则 


i 1 1 再 下 _2 
dz [| dsinz 计 2udu | 
上 cosz Vsinz " (1 一 sin2z) Vsinz a 0 


2. (1) 1 一 2ln2。 提 示 : 做 变量 代 换 , 令 VI 一 z 一 wx, 则 x 二 1 一 w* ,dx 二 一 2udu, 于 是 


1 | 2 
上 i I pr 2uw) du 下 i 中 
(2) V3 一 2 。 提示， 做 变量 代 换 , 令 z 一 tant, 则 dr 一 secztdt, 于 是 
/5 a 
从 1 dz 上 1 sec’tdt Cost qr | 
y Fl tan’ tsect sin’t 
(3) 入。 提示 做 变量 代 换 , 令 z=asect, 则 dz 一 atantsectdt, 于 是 
『 VE 人 atant 
a XT 


0 sec 


dsint。 


la la 


sin’t 


4 
4) i 提示 : 做 变量 代 换 , 令 zx 二 asinu, 则 dr 二 acosudu，, 于 是 
f= Va —zidr= Pe sin?u » acosu * acosudu 一 a | Csiniw — sintu) du, 
9 o 0 


和 于。 提示 : 根据 符号 函数 定义 ,利用 积分 区 间 的 可 加 性 


| senccosmdr 一 代 Zsgn(coszr)dz 十 I xsgn(cosr)dr = 上 Xxdr— 下 xdr。 
o o 村 o 各 


(2) 全 (1+V8)。 提 示 ， 根据 取 整 函数 定义 ,利用 积分 区 间 的 可 加 性 


= x 

EE 1ls ， 
secttantdt | sin’tcostdt = 二 | sinztdsint。 
az Jo a2Jo 


du a 1 du。 
和 


3.4 本 章 练习 题 答 案 与 提示 他 


| [zjsin = | [zjsin 宇和 z 十 | [zjsin dy 十 下 [zjsin 


-=|0 . sinmdz 十 | 1 sinmdz 二 | 2。 sin 全 dz az+ 直 sin 全 dr。 


(3) 凶 。 提 示 : 根据 最 值 函数 定义 ,利用 积分 区 间 的 可 加 性 
2 1 1 2 
h maxtlvzzjdz= | maxtlvzzjdz 十 | maxtlvzzjdz 十 | max{l1,z’}dz 
-2 -2 区 1 
-1 1 2 
= art) az+| az. 


(4) 守 。 提示: 利用 三 角 画 数 的 积分 公式 积分 区 间 的 可 加 性 


| “x| sinzcosz | | | sinzcosz bas =- | sinzcoszt [3 本 十 到 | | sinzcosz | 
0 1 十 sintz 2 1 十 sintz 2 1 十 sint4 工 2 1+ sin'z 
_ x sinzcosz dr 下; Sinzcos 7 
2J。1 十 sintz 2 1 
_ x 1 a 下 a 
4 由 Pl tr i 
7 ~ [ zsinz++l1 上 I’ sin’z ih 1 报 1 
4. (1) 至 . 提示: |， + 一 0+2], 训 二 14 第 


分 的 被 积 函 数 是 奇 函 数 ,第 二 个 积分 的 被 积 函数 是 偶 函数 。 
(2) 号 mw。 提示 : |cosz| 是 以 x 为 周期 的 函数 ,根据 周期 函数 的 定 积分 性 质 


mm 本 
| cossz | dz 一 = | cossz | dz 一 一 | cossz | dz 一 4 cos’ zdz 一 Bn 


一 OOGEd 十 | 一 一 coszdz。 由 于 


一 一 coszdz 一 1 于 


(3) 1。 提示 


eT 


| 所 coszrdz 上 cosu(— du) 忆 cosudu 人 coszdz 
-二 人 十 1 元 Ti o etl we 十 1 ” 
于 是 | La coszdz 2 coszdzr 十 i coszdz 一 人 coszdz 一 1 

-十 1 0 ef 十 1 o 灵 十 1 0 人 


(4) 2 一 V2。 提示 : coszln} + 是 再 画 数 | ,eos dz 一 2| cos xdr。 


(5) ln2。 提示 :| ， z+|zlay dz 十 | Ledz 下 jd 


i -1 1 
(6) Be 提示 : 拆 分 ,第 一 个 被 积 函数 是 偶 函 数 、 第 二 个 奇 函 数 、 第 三 个 是 奇 函 数 , 有 


和 1 » 1 
了 2z 十 sinzr) V1l— zdzr 人 = wa 一 和 ?= dz 十 | sinz VI dr 


1 本 
一 zz Vi—zdr= 下 sin*a cos*ada( 令 工 二 sina) 。 
2 。 提示 : 拆 分 ,利用 周期 函数 的 定 积分 性 质 , 有 
2012+m 到 二 上 汪 
| sinz2z(tanz 十 1)dz -| sin2ztanzdr 十 | 。sinz2zdz 一 2| sin’ 2xdx。 
2012 -各 上 本 


(8) 200。 提 示 : |cos2z| 是 以 -2 为 周期 的 周期 函数 ,于 是 


到 +l00x 二 +200* 至 只 4 
| | cos2z | dz =| | cos2z | dz = 2oo| cos2zdz 一 400| cos2zdz = 200。 
x 到 3 o 
了 了 


个 积 
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i i 提示 : 分 部 积分 ,并 做 变量 代 换 。 令 二 sinu, 则 


Rs 6d 工 元 ( 
| arcsinzdz Zarcsinz | dr | sinudu。 
o o ,RD ep 2 o 
(2) 经 一 灼 。 提示: 分 部 积分 
NE J EE 2 VS 
Fp 1 到 区 | 1 

上 rarctanzdz arctan 并 了 | i+ 2 2 (1 iF ) 
(3) 下 一 区 。 提示: (zsinz)* 二 。 汪 (1 一 cos2z) 二 十 志 一 十 攻 cos2zx， 并 且 

6 4° I 2 2 2 

站 cos2zdz } sin2 x [| Zsin2zdzx | Tsin2zdz 
o 
= 1 zcos2 2 “| cos2zdz 
2 o 2 本 
1 1 1 
Way 1 提示 : | zerdz Ter [ear e—e 1。 
o o do 0 
1 二 一 

6. (1) 到 Cr 一 D。 提示 : 令 z 一 了 一 忆 则 
sinmz 下 cosiu 必 cosix 
| sinz 十 cosz 各 二 0 0 rr 

2 sin 并 上 sin’z + cos'z 1 sin’ z+ cos’z 

9 0 


上 (小 


= 和 (1 一 sinzcosz)dz。 
go 


Sinz 十 cosz 2 sinz 十 coszt sinz 二 coszt 


2 


攻 二 下 sintz | 人 i 过 过 
(2) 6™° 提示 ， FIT 3 和 sin4zdz。 令 工 zt, 则 
记 和 人 sin4zdz | - 本 sin4t( 一 dt) = = 和 训 sin4tdt， 
本 时 
sintz lL 下 e ee er” i 
有 3 (| , sie sin'zde+ 上 ) 
= 2 sin'xdz 一 上 sintzdz。 
i 
到 二 『 I sin”z L 基 加 sin™"z 
Sm 4° 提示 。 o sin™"z 十 cos2 工 2 Jo sin?z 十 cosz 


到 a 
Lu 上 SID x 
2 .。 sin?z 十 coszm 


区 sin”z 
dz 二 至 | 


至 sin™"z 十 cos”z 


王 1 
2 cos"u 


sin”"z | 
0 sin™u 十 cos™"u 


到 
开 下 bu 
2 Jo sin”z+cos™"z 


2 


du 和 az。 


sinz 


加 
(4) 0。 提 示 : 令 工 一 x+ x, 则 | 
可 


积分 值 为 零 。 
(5) wx。 提示 : 令 工 二 nx 一 u, 则 


六 | cosz | dz=| Gr) | cosu | du= | nr | cosu | du 一 | | 
0 
wx 1 fm 重地 虹 
并 | cosz | dz 一 二 mxr| |cosuldu= —nx| | cosu 
0 2 o 2 0 


| 
V1 一 cos2z -# V1— cos2u V1— cos2u 


cosu | du, 所 以 


| du= mx。 


sint cosz 


dz (第 二 个 积分 换 元 , 令 + 一 吾 十 *) 


是 奇 函 数 , 所 以 


3.4 本 章 练习 题 答 案 与 提示 个 


(6) 让 (seenve-aretan 让) 提示 : 令 工 =1 一 t, 则 dr 二 一 di, 于 是 


e 
Ff 二 二 这 r 1 | 
| 二 oe TF oe Fe er Fe= a 


2 L 入 | er i 
| FE ee 


7. (1) 一 4。 提 示 : 分 部 积分 


der 。 


lnz 各 
| a 车 lnzdVz Vanz| 引 dz 一 一 4VZ 4。 
0 o oz o 
(2) 亚 十 二 ln2。 提 示 。 分 部 积分 
Tarctan 工 arctanz | 1™ li 位 和 3 
| EE a 到 | 十 1 Er De 4 1 医 I 
x 1 2 | 区 1 
下 十 二 mn 二 亚 十 到 In2。 
(3) xr。 提示: 令 Vr 一 1 二 wu, 则 z 一 好 十 1,dz 一 2udw, 于 是 
站 | 加 2u 三 1 
[ Ed rr DPA 2 到 十 Id 2arctan u To 
| 三 li Ng 1 fd 1 
(5 ln2。 奖 示 ， zt n ( 寺 I ) uit = 


8. 2。 提 示 : 分 部 积分 
E . 和 人 作 
| zf"(2z)dz 一 | zfP"(2z)dz 一 一 zF (27) | 一 | f (27)dr 
0 0 2 2 Jo 


= lz Ms 
一 zf (2z ) |。 二 /2z) 


9 /(z) 一 十 2(1 一 e)。 提示: 对 方程 两 边 在 区 间 [0,1] 定 积分 ,注意 到 | [| rz)dz]dz = 


rpdr 则 | rapdr= | edz+z roadr 于 是 rodz ear (一 ,所 以 f(z) 二 @ 十 2(1 一。 


10. 到 (cosl 一 D。 提示 : 将 函数 代入 积分 中 ,看 作 累 次 积分 ,交换 积分 的 上 下 限 ,确定 重 积分 的 积分 区 
域 ,交换 累 次 积分 的 积分 次 序 , 得 到 


J | 人 学 je 人 字 s--[ ss 


1 WE 
| | Zsintgy 1| sintdt = 工 (cos1 一 1)。 
Pe 志 2 2 


11. 二 一 e: 。 提 示 : 换 元 , 令 zx 一 2 二 u, 则 


re 一 2)dz 二 上 = | 六 F(a 二 J reod = 上 (1 十 z)dz 十 | eaz, 


12. 说 提示 : 令 2z 一 t==w, 则 1=27 一 wdi 一 一 dus 于 是 | tf (2z Dd 2z| fddu [2 
arctanz，, 两 边 求 导 , 得 到 
2 faut 22[2f627) FDT— 4af 27) 4 af le) 2| roodu zf (z) 


. 
LI 
取 工 = 1 得 到 2 /Gdu 一 f(D 二 十, 抒 | (Dadu 一 


| 
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二 Cas 1 1 1 
1 示 ， = _]nt 人 ” 一 lnx nu Ny 
13. 本 In。 提示 ， 由 于 /( 去 ) [ srl 去 d] du 所 以 
u 
a = lnt = nw = lnu i | 
f(D+/( 二 ) et | ns 
考研 真题 答案 
2 
数 一 真 题 答案 : 1. A; 2. £, 3. Ci 4. 证 明 略 ; 5. D; 6. D; 7. B; 8. 也， 9. Di; 10. TT 天 © 


12. C; 13. 2In2—2; 14. e’arccose*— V1—e”++C。 


数 三 真题 答案 : 1. 一 工 ;， 2. C; 3. C; 4. In2; 5. am 十 


环 于 =)+ 二 mVITE+VA) 一 
3 

= 6. D; 7. (iD 略 ,(ii)0; 8. 2 Vzarctan Vz 十 2 VI 一 z 十 2 Vzlnz 一 4Vz 十 C; 9. B; 

2CVI 二 zz 十 Vz) 


3 
10. ln2; 11. 评 ; 12. 屯 ; 13. C; 14. erarccoser 一 V1 一 e 十 C。 


连续 性 定理 与 微 积 分 中 值 定理 


基本 结论 


. 连续 性 定理 : 零点 定理 , 介 值 定理 ,最 值 定理 ; 

.微分 中 值 定理 : 费 马 定理 , 罗 尔 定理 , 拉 格 朗 日 定理 、 柯 西 定理 、 泰 勒 公式 ; 
. 积分 中 值 定理 ; 

. 定 积分 柯 西 不 等 式 、 定 积分 绝对 值 不 等 式 。 


基本 方法 


. 方程 根 (函数 零点 ) 的 讨论 ; 
.证明 不 等 式 : 函数 不 等 式 、 二 元 不 等 式 ; 
. 存在 一 点 满足 等 式 的 证 明 ; 

. 存在 两 点 满足 等 式 的 证 明 ; 

定 积分 等 式 的 证 明 ; 

. 定 积分 存在 性 的 证 明 ; 

. 定 积分 不 等 式 的 证 明 。 


人 Ed: 不 等 式 与 存在 性 的 证 明 


> 


I 


一 、 基 本 结论 


定理 1 连续 性 定理 

1( 零 点 定理 ) 若 f(x) 在 [a,6] 上 连续 ,f(a)f(5) 二 0, 则 3&€ (a,6b) ,使 得 f(&)==0。 

2( 最 值 定理 ) 若 f(x) 在 La,b] 上 连续 , 则 f(x) 在 La,b5] 上 可 以 取 到 最 大 值 和 最 小 值 , 即 
存在 zi ,zx; ELa,6b] 使 得 f(x) 二 mx, f(z;) 二 Mm,M 分 别 是 f(z) 在 La,b5] 上 的 最 小 值 和 最 
大 值 。 

3( 介 值 定理 ) 若 f(z) 在 [a.56] 上 连续 , 则 f(x) 存在 最 小 值 mw 和 最 大 值 M , 且 对 任意 的 
Cl(m 寺 CS<M),3&€E[a,0], 使 得 FS) 一 C。 

零点 定理 的 推广 形式 

车 f(z) 在 [a.,b] 上 连续 ,f(a)f 了 (65) 三 0, 则 3 &€ [a,6j], 使 得 f(&)==0。 
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介 值 定理 的 特殊 形式 

车 f(z) 在 [as6] 上 连续 ;对 Vzyzs€ELabl(za 二 a) 和 VCELA(z)s f(zs)] 或 
VCELf(zxs) ,f(x1)j], 都 存在 EELzi ,zs], 使 得 FS 一 C。 

零点 定理 的 几何 意义 : 对 于 连接 不 断 的 曲线 , 若 一 个 端点 在 工 轴 的 上 方 , 另 一 个 端点 在 
工 轴 下 方 , 则 曲线 与 zx 轴 至 少 有 一 个 交点 ,这 点 的 函数 值 等 于 零 。 

定理 2 微分 中 值 定理 

1( 费 马 定理 ) 如 果 ze 是 极 值 点 , 且 f(z) 在 zo 可 导 , 则 广 (zo) 一 0。 

2( 罗 尔 定理 ) 若 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 ,f(a) 二 了 (5), 则 38E€ (a,6b), 使 
得 广 (9 一 0。 

罗 尔 定理 的 推广 : 若 f(x) 在 [a,5] 上 具有 二 阶 导 数 , 昌 jx ,zxs,x3E[a,b], 有 f(xi)== 
f(zs) 二 f(x3), 则 3 &E€ (a,6) 使 得 (8)==0。 

3( 拉 格 朗 日 定理 ) 若 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 则 8€ (a,6), 使 得 

f(D)—fla)= (4—a)f 0). 

4( 柯 西 定理 ) 若 f(x),g (xz) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 g'(zx) 关 0, 则 3&€E 

(a,b) 使 得 


f(D)— fla) 76) 
g(b)—g(a) g(€)° 


5( 泰 勒 公式 和 麦克 劳 林 公式 ) 
泰勒 公式 : 设 f(z) 在 xo 的 某 个 邻 域内 U(Czo) 具 有 ?十 1 阶 导 数 , 则 YVzEU(Czo), 有 
fz) = f(zo)+f zo) (rom zo) ++ fr) Gp + (zm, 


nl (2 十 1)! 


其 中 在 x 和 xz 之 间 , 有 时 把 表示 为 zo 十 (x 一 x0)0,0<0<1。 
麦克 劳 林 公式 : 设 f(x) 在 0 的 某 个 邻 域内 U(0) 具 有 十 1 阶 导数 , 则 VzxEU(0), 有 


一 ee ON Ss EY 
f(z) = f(0) 二 ff(0)z 二 … 十 Al ea ， 


其 中 & 在 0 和 zz 之 间 , 有 时 把 表示 为 x0,0<0<1。 

注 根据 泰勒 公式 和 麦克 劳 林 公式 的 表达 式 , 如 果 函 数 f(z) 中 的 自 变量 zx 变化 , 则 存 
在 的 也 在 变化 。 

微分 中 值 定理 建立 了 函数 、 自 变量 与 导数 之 间 的 联系 。 函 数 的 许多 性 质 可 以 用 自 变量 、 
函数 和 导 函 数 的 关系 来 描述 ,因此 我 们 常用 微分 中 值 定理 来 研究 函数 的 性 质 。 

注 ”连续 性 定理 和 微分 中 值 定理 的 特征 

(1) 若 证 明 存在 一 点 ,使 连续 函数 在 这 点 的 函数 值 满足 某 个 等 式 , 常 应 用 连续 性 定理 : 
零点 定理 和 介 值 定理 ,其 中 最 常用 的 是 零点 定理 ; 

(2) 车 证 明 存 在 一 点 ,使 函数 在 这 点 的 导 函 数值 满足 某 个 等 式 , 常 应 用 微分 中 值 定理 : 
罗 尔 定理 、 拉 格 朗 日 定理 , 柯 西 定理 泰勒 公式 ,其 中 最 常用 的 是 罗 尔 定理 ; 

(3) 罗 尔 定理 , 拉 格 朗 日 定理 仅仅 涉及 一 个 函数 ,而 柯 西 中 值 定理 涉及 两 个 函数 ; 

(4) 车 题 设 涉及 高 阶 导 数 , 特 别 是 三 阶 或 三 阶 以 上 的 导数 , 常 应 用 泰勒 公式 。 

注 零点 定理 ,最 值 定理 和 介 值 定理 统称 为 连续 性 定理 ; 费 马 定理 、 罗 尔 定理 \ 拉 格 朗 日 
定理 和 泰勒 公式 统称 为 微分 中 值 定理 。 
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二 、 基 本 方法 

题 型 1 方程 根 ( 函 数 零点 ) 的 讨论 

方程 f(x) 二 0 的 根 与 函数 f(x) 的 零点 是 同一 个 问题 ,因此 讨论 方程 根 的 问题 ,大 都 是 
把 一 端 化 为 0, 讨论 另 一 端 函数 的 零点 问题 。 关 于 方程 的 根 有 两 类 问题 

1. 方程 根 的 存在 性 : 主要 应 用 零点 定理 和 介 值 定理 。 

2. 方程 根 的 个 数 : 将 函数 的 定义 域 分 成 若干 单调 区 间 ,判断 每 个 单调 区 间 是 否 存在 零 
点 。 若 在 单调 区 间 的 一 端点 处 函数 值 大 于 零 , 另 一 端点 处 函数 值 小 于 零 , 则 在 这 个 单调 区 间 
仅 有 一 个 零点 , 若 端点 函数 值 同 号 则 没有 零点 ,从 而 得 到 函数 在 定义 域 上 零点 的 个 数 ,以 及 
零点 所 处 的 位 置 (范围 ) 。 

例 4.1 证 明 : 方程 x 一 5zx 十 2=0 在 区 间 (0,1) 内 有 唯一 实 根 。 

证 明 令 f(zx)=x’ 一 5x 十 2, 显 然 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,f(0)= 二 2 之 0,f(1)== 一 2 过 0, 根 
据 零 点 定理 ,存在 &E (0,1) ,使 得 f(&)==0。 

在 区 间 (0,]) 内 ,由 于 了 f(x)==5(x' 一 1) 过 0, 所 以 f(x) 是 单调 的 ,因此 在 区 间 (0,1) 内 ,é& 
是 函数 f(z) 的 唯一 零点 , 故 方程 x 一 5z 十 2 二 0 在 区 间 (0,1) 内 有 唯一 实 根 。 


例 4.2 证 明 ， 方程 xlnz 十 二 一 0 只 有 一 个 实 根 。 


证 明 设 /(z) 一 zlnz 十 二, 则 广 (z) 一 Inz+1。 令 刻 (z) 一 0, 解 得 z 一 工 。 显 然 在 


(0 汪 ] 上 ,f(x)<0, 于 是 f(D) 在 (0, 十 ] 单 调 减 少 ;在 [十 ,+ 一] 上 ,f(z)>0, 于 是 fz) 


€ 已 
在 [二 ,十 = 单调 增加 ,而 [二 ] 一 0 所 以 方程 xlnz 十 二 一 0 只 有 一 个 实 根 。 

例 4.3 讨论 方程 x 一 3x==c 中 的 常数 c ,在 什么 情况 仅 有 一 个 实 根 , 两 个 实 根 ,三 个 
实 根 ? 

解 令 F(z) 一 局 一 3z 一 c, 则 六 (z) 一 3z2 一 3 一 3(z 一 1)(Cz 十 1)。 令 P(z) 一 0, 解 得 
zl 一 一 1,zs 一 1。 用 这 两 个 点 将 定义 域 分 成 (一 ,一 1),( 一 1,1) 和 (1,co)。 

在 (一 c2 ,一 D) 上 , 广 (z) 二 0,FCz) 单 调 增加 ;在 (一 1,1) 上 , 广 (z) 一 0,7FCz) 单 调 减少 ;在 
(1,ceo) 上 , 广 (z) 二 0,FCz) 单 调 增加 ,如 图 4-1 所 示 。 


| 


(9) (d) (©) 
图 4-1 


当 Fl)>0 或 F( 一 1)<0 时 ,函数 >= FCz) 图 像 与 工 轴 仅 有 一 个 交点 ,如 图 4-1(a) 和 
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(b) 所 示 ; 

当 f( 一 1)=0 或 f(1)==0 时 ,函数 y 一 f(z) 图 像 与 x 轴 有 两 个 交点 ,如 图 4-1(c) 和 (d) 
所 示 ; 

当 f( 一 0 且 f(1)<<0 时 ,函数 y= 二 f(z) 图 像 与 x 轴 有 三 个 交点 。 如 图 4-1(e) 
所 示 。 

由 于 f( 一 ])=2 一 c,f(1)= 一 2 一 c, 所 以 ; 

(1) 当 cc 二 2 或 ec 二 一 2 时 ,方程 仅 有 一 个 实 根 ; 

(2) 当 c=2 或 c= 一 2 时 ,方程 有 且 仅 有 两 个 实 根 ; 

(3) 当 一 人 个 实 根 。 


例 4.4 讨论 方程 一 一 2 在 (0,2x) 内 根 的 个 数 。 


SInDZ COST 


解 设 f(z)= 1 一 >, 则 
SinZ cosz 
f(x) cosZ | sinz — Cin = 0 (slides) 
sin’x cosiz sin’ x cos’z 
于 是 在 (0,2x) 内 导数 等 于 零 和 导数 不 存在 的 点 有 : 一 至, 等 ,r, 亚 ,于 ,用 这 五 个 点 将 


C0,27) 分 成 六 个 单调 区 间 : a ,至 ], (等, 举 ), (等 ,2*]. 
CD 在 (0 jE 由 于 lim fm 一 二， /全 j= 2V2 一 2 之 0, 在 此 区 间 函 数 无 零点 ， 


于 到] 了 7( 3 2 V3—2>0， fim 7 一 十 ,在 此 区 间 丽 数 无 零点 ， 


(3) 在 


,5 


各 ,zj 上 ， 由 于 lim f(z)= 一 >， lim F(z) 一 十 cc， 在 此 区 间 函 数 有 一 个 零点 ; 
和 


上 ,由 于 lim f(z) cj( 于) 2V2 一 2 一 0, 在 此 区 间 函 数 无 零点 ; 


5n 3 


(5) 在 于 ， jE; 由 于 /( £)=—2Y2—2<0, lim f(x) 二 一 ,在 此 区 间 函 数 无 


PR LR 


零点 ; 
(6) 在 [到 ol 由 于 ue ey lim f(z) 二 一品 ,在 此 区 间 函 数 有 一 个 零点 ; 
函数 图像 大 致 如 图 42 所 示 。 


uy 


4. 1 不等式 与 存在 性 的 证 明 @ 
综 上 所 述 ,方程 在 (0,2x) 上 有 两 个 实 根 。 


例 4.5 设 f(z) 在 [0, 十 2) 上 有 连续 导数 .上 且 广 (z) 三 &>>0,7(C0) 二 0, 证 明 : f(x) 在 
[0, 十 ce) 上 仅 有 一 个 零点 。 

分 析 我们 并 不 知道 FCz) 的 表达 式 , 所 以 讨论 f(x) 的 零点 情形 只 能 借助 已 知 条 件 , 即 
(7) 宇 k 这 0,f(0) 过 0, 而 将 f(x)、f (x) 和 (0) 建 立 必 要 的 联系 的 是 拉 格 朗 日 定理 。 

证 明 f(x) 在 [0,x] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,得 到 

f(x)—f(0) 一 zy (0: 0<Eé<zs 
由 于 xzE[0, 十 cc), 从 而 有 f(z) 宇 (0) 十 xk, 根 据 4>0, 则 有 lim f(x)= 十 吕 。 又 由 于 
了 (0) 二 0, 所 以 一 定 存在 零点 。 又 由 于 f(z) 宇 k 这 0, 函数 f(z) 单 调 增加 ,所 以 f(x) 在 
[0, 十 cc) 上 仅 有 一 个 零点 。 
例 4.6 设 函数 f(z) 在 [1, 十 2) 上 有 (zx) 二 0 且 f(1)=2, 了 (1)== 一 3, 证 明 : 在 
[1, 十 co) 上 ,方程 f(x) 二 0 仅 有 一 实 根 。 

分 析 我们 并 不 知道 f(x) 的 表达 式 , 所 以 讨论 f(x) 的 零点 情形 只 能 借助 已 知 条 件 , 即 
(x)<0,f(1)=2 和 (1)== 一 3。 而 将 f(z)、 了 (zx),f(1)==2 和 (1) 二 一 3 建立 必要 的 
联系 的 是 泰勒 公式 。 

证 明 根据 泰勒 公 

= £® Pe es ed a 


由 于 zxzE[1, 十 吕 ) ,根据 已 知 条 件 得 到 

f(x) <2—3(r—1) = 一 3z 十 5， 
显然 f(2)<0。 又 由 于 Fl1) = 一 2 且 f(x) 连续 ,所 以 f(x) 在 区 间 (1,2) 上 存在 零点 , 即 方程 
f(z)==0 在 [1, 十 2o) 上 有 实 根 。 

下 面 证 明 唯一 性 : 只 需 证 明 f(x) 是 单调 的 , 即 证 明 (x) 二 0 或 f(z) 记 0。 事实 上 ,由 
于 随 (z) 达 0, 则 f(z) 是 递减 的 ,而 了 (1)== 一 3, 所 以 在 [1, 十 2) 上 ,了 (zx) 过 0, 所 以 f(x) 是 
单调 递减 的 。 综 上 所 述 , 在 [1. 十 =<=) 上 ,方程 f(x)==0 仅 有 一 实 根 。 

例 4.7 求证 : 方程 e*==ax’ 十 bx 十 c 的 根 不 超过 三 个 。 

分 析 ”本题 的 结论 是 否定 形式 ,所 以 用 反 证 法 。 

证 明 邻 FF(zr)==e* 一 (az? 十 bz 十 c) , 若 函 数 FGz) 有 四 个 零点 ,不 妨 设 为 

zi<z<z< 一 rz， 即 F(x) = F(z) = F(z3) = F(x,) = 0。 
显然 F(z) 在 [zi ,zz],[zs ,zs],[zs,zt] 上 均 满足 罗 尔 定理 条 件 , 于 是 存在 三 点 5 过 6 过 6， 
其 中 6 € (zi,z2) ,bE (xz ,Ts) ,bE (rs, Tr) ,使 得 
Fy = FF(G =0 
同样 ,对 导 函 数 F(z) 在 [46,5&],[&,&j 上 应 用 罗 尔 定理 , 则 存在 两 点 九 所 六 ,其 中 
mElh bb) mE GG), 有 Fn)=F(%)= 0。 
类 似 地 ,对 二 阶 导 函 数 严 (z) 在 [ 思 , 因 ] 上 应 用 罗 尔 定理 , 则 存在 一 点 sE [7 ,wj ,使 得 
Fe) = 0。 

而 FY(zx) 二 =e ,于 是 有 二 0, 这 是 个 矛盾 结果 。 

讨论 方程 根 的 方法 综述 

(1) 对 具体 函数 来 说 ,讨论 方程 根 ( 函 数 零点 ) 的 存在 性 、 根 的 个 数 、 根 的 范围 是 比较 简 


人 第 4 章 连续 性 定理 与 微 积分 中 值 定 理 


单 的 问题 ,只 需求 出 单调 区 间 ,判断 每 个 单调 区 间 是 否 有 根 , 就 可 以 得 到 所 需 结 论 。 

(2) 对 抽象 函数 来 说 ,讨论 方程 FCz)=0 根 (函数 f(z) 零 点 ) 的 存在 性 ,往往 都 要 借助 
导 函 数 f(x) 的 性 质 。 于 是 在 研究 函数 f(x) 的 性 质 时 ,通常 利用 微分 中 值 定理 : 拉 格 朗 日 
定理 和 泰勒 公式 ,建立 f(z) 和 f(z), 了 (zx) 的 必要 联系 , 依 此 研究 函数 f(x)。 

(3) 若 利用 零点 定理 ,往往 需要 找到 两 点 ,使 得 一 点 函数 值 大 于 零 , 另 一 点 函数 值 小 于 
零 。 但 如 果 lim 7 一 一 clim f(z) 二 十 吕 , 则 在 区 间 (a,65) 上 也 一 定 存在 零点 。 这 是 因 


zat 


为 由 Jim 一 一 = 和 lim f(a) 一 二， 在 (a,5) 上 一 定 存 在 两 点 : 一 点 函数 值 大 于 零 , 另 一 


点 函数 值 小 于 零 ， 所 以 也 存在 零点 ， 例 4.5 就 是 利用 这 一 原理 。 

题 型 2 证 明 不 等 式 

把 含有 一 个 变量 的 不 等 式 称 为 一 元 不 等 式 , 又 称 函数 不 等 式 , 如 sinr 三 x(0 达 zx 三 7) ;把 
含有 两 个 变量 或 字母 的 不 等 式 称 为 二 元 不 等 式 , 如 a? 十 bP 宇 2a6。 于 是 常见 的 不 等 式 分 为 两 
类 : 函数 不 等 式 和 二 元 不 等 式 。 

证 明 不 等 式 是 高 等 数学 证 明 题 中 的 常见 问题 ,就 一 般 问 题 而 言 ,证 明 函 数 不 等 式 有 三 个 
常用 方法 : 利用 单调 性 证 明 , 利 用 最 值 证 明 , 利 用 微分 中 值 定理 证 明 ; 证 明 二 元 不 等 式 有 两 
个 常用 方法 : 利用 凸凹 性 证 明 ,将 二 元 不 等 式 看 作 函 数 不 等 式 , 利 用 单调 性 证 明 。 

方法 1 利用 单调 性 证 明 函 数 不 等 式 

我 们 可 以 将 所 证 的 不 等 式 一 端 化 为 0, 另 一 端 是 我 们 要 研究 的 函数 ,利用 函数 的 单调 性 ， 
证 明 所 研究 的 函数 大 于 零 ( 小 于 零 )。 结 论 如 下 : 

设 函 数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 : 

情形 1 车 f(x) 记 0( 或 f(x) 三 0, 但 使 f(x)=0 点 最 多 有 有 限 个 ), 则 f(z) 在 [a,65] 
上 单调 增加 ,如 图 4-3(a),(b) 所 示 , 于 是 有 : 

(1) 当 了 (a)==0 时 ,在 [a,6]J 上 ,f(z) 宇 0; 在 (4a,6) 内 ,f(z) 记 0, 如 图 4-3(a); 

(2) 当 f(6)==0 时 ,在 [a,5]j 上 ,f(zx) 志 0; 在 (a,6) 内 ,f(z) 二 0, 如 图 4-3(b)。 

情形 2 车 了 (xz) 二 0( 或 f(x) 三 0, 但 使 f(x)=0 点 最 多 有 有 限 个 ), 则 f(x) 在 [a,6] 
上 单调 减少 ,如 图 4-3(c),(d) 所 示 , 于 是 有 : 

(1) 当 f(a)=0 时 ,在 [a,6]J 上 ,f(zx) 志 0; 在 (a.) 内 ,f(z) 二 0, 如 图 4-3(c)， 

(2) 当 f(6)=0 时 ,在 [a,6J 上 ,f(z) 宇 0; 在 (a;b) 内 ,f(z)0, 如 图 4-3(d)。 

结论 借助 几何 图 形 的 直观 性 更 容易 理解 .掌握 。 


1 
a EN a b 。 | 
4 六 I Ne 
有 1 1 


a b a 3 


(a) (b) (0 (qd) 


例 4.8 当 0<z<< 时 ,证 明 : 


(1) sinz 十 tanz 二 2z; (2) tanz>z 十 了 aa。 


4.1 不 等 式 与 存在 性 的 证 明 他 


(1) 将 不 等 式 的 一 端 化 为 0, 另 一 端 就 是 我 们 要 研究 的 函数 ,于 是 设 
f(z) = sinrz 十 tanz 一 27， 


证 明 


则 

f (x) = cosz 十 sec2z 一 2， 

f (x) = 一 sinz 十 2secz 。secztanz 一 sinz| 一 1]> 0， 
COS 工 


所 以 ,函数 广 (z) 单 调 递增 。 由 于 (0) 二 0, 于 是 在 0<<z<< 三 上 , 广 (z) 二 0, 所 以 f(z) 在 


0<z<< 了 上 单调 递增 。 又 由 于 f(0)==0, 从 而 在 0<z< 了 上 ,f(z)>>0, 即 
sinz 十 tanz > 27x。 
(2) 设 fCz) 一 tanz 一 z 一 了 屏 , 则 


(tanz — xz) (tanz + x)。 


tan2 工 2 


fz) secz 并 一] 一 并 
由 于 tanz 十 z 二 0, 为 了 确定 tanz 一 Z 的 符号 ,我 们 再 令 g(z) 一 tanz 一 工 , 则 
g (x) 一 secsz 一 1 之 0， 
F 是 g(z) 单 调 递增 ,由 于 g(0) 一 0, 因 此 在 0<z 雪 二 上 ,g(z) 二 0, 于 是 九 (z) 之 0, 所 以 


f(x) 单调 递增 。 由 于 1(0) 一 0, 所 以 在 0<z 三 于 上 ,f(z)>0, 即 tanz>z 十 本 za。 


例 4.9 设 z>>0,a>e, 证 明 : (ae 十 z) "一 a“+x。 
证 明 为 了 证 明 (ae 十 z)*<wet+* ,只 需 证 明 m8> 下 他 二 2。 于 是 令 FCz) 一 2 , 则 


f(z)= li <o, x 


所 以 ,函数 f(x) 单调 减少 ,由 于 a 十 za 之 e; 则 f(a 十 z) 三 f(a) ,因此 于 一, 即 


(oat -aarte, 


例 4.10 证 明 : 当 0 二 zx 时 ,sin Ts 
研一 工 , 则 到 (z) 一 一 二 sin 信 <0, 所 以 
工 4 2 


证 明 【方法 1 利用 凸 函 数 性 质 : 令 F(zx) 二 sin 3 
F(z) 在 (0,z) 上 是 上 凸 的 ,而 F(O) 王 Fr) 一 0, 所 以 在 0 二 z<r 上 ,FCz) 二 0, 即 


Sn 


n 
gj 菠 
X nT 


Ss) 
【方法 2] 变 形 ,证 明 它 的 等 价 不 等 式 。 车 证 明 sin 亏 > 二 ,只 需 证 明 


A 
= : 则 
工 工 
了 zcos 二 一 sin 王 1 
seos 于 (和 tan <0 
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因此 F(z) 在 0 二 zx 二 x 上 单调 递减 。 由 于 F(m) 二 0, 于 是 在 0 二 x 二 x 上 ,F(Cz) 二 0。 故 


sin 六 1 
FFCz) 三 一 一 一 一 >0，0 王 工 二 m 
TX 开 
于 是 有 
sin 工 之 工 ，0 一 工 <<r。 
2 区 
利用 单调 性 证 明 函 数 不 等 式 方法 综述 


(1) 利用 单调 性 证 明 不 等 式 ,常常 需 要 判断 广 (z) 的 符号 ,但 是 当 没 办 法 直接 判断 导 函 
数 f(z) 正 负 时 ,我 们 可 以 求 二 阶 导 函数 六 (zx) 力 至 三 阶 导 数 ,通过 了 (x) 的 正 负 ,来 确定 
了 (zz) 正 负 , 如 例 4.8(1), 或 单独 考虑 导 函 数 f(x) 的 部 分 因子 的 符号 , 令 这 部 分 为 g(x) ,再 
用 这 个 方法 ,讨论 g(x) 的 正 负 ,从 而 确定 f(z) 的 正 负 , 如 例 4.8(2) 。 

(2) 在 证 明 不 等 式 时 ,往往 把 不 等 式 一 端 化 为 0, 另 一 端 就 是 我 们 研究 的 函数 ,车 这 个 函 
数 不 是 单调 的 ,或 不 明确 是 怎样 的 函数 ,如 例 4. 9 和 例 4.10, 我 们 往往 对 不 等 式 变形 ,考虑 引 
入 新 的 辅助 函数 ,使 这 个 辅助 函数 是 单调 的 。 

方法 2 利用 最 值 证 明 函 数 不 等 式 

如 果 我 们 所 研究 的 函数 在 指定 的 区 间 上 并 非 是 单调 的 ,我 们 可 以 通过 求 函 数 在 指定 区 
间 的 最 大 值 或 最 小 值 ,来 建立 并 证 明 不 等 式 。 

例 4.11 证 明 : Vz> 一 1 和 >1, 有 (1 十 z)* 之 1 十 bz。 

证 明 令 f(z)=(1 十 x)? 一 1 一 px; 则 (x)=p (1 十 xz)* 1! 一 p= 二 pL[(1 十 x)* 1! 一 1], 显 
然 , 六 (zx) 在 (一 1, 十 吕 ) 有 时 大 于 0, 有 时 小 于 0, 从 而 说 明 f(z) 并 非 是 单调 的 。 

令 f(x) 二 0, 解 得 z+=0。 用 z=0 将 (一 1, 十 吕 ) 分 成 两 个 区 间 ( 一 1,0) 和 (0, 十 2)。 

当 zxE( 一 1,0) 时 ,了 (zx) 达 0, 于 是 f(x) 在 区 间 ( 一 1,0) 单 调 递减 ; 

当 zE(0, 十 cc) 时 , 广 (z) 二 0, 于 是 f(x) 在 区 间 (0, 十 吕 ) 单 调 递增 。 

所 以 x=0 是 函数 f(x) 在 区 间 ( 一 1, 十 >) 上 的 最 小 值 点 ,f(0) 是 最 小 值 ,由 于 f(0)= 
0, 于 是 Yz> 一 1, 有 f(x) 宇 f(0)=0, 即 (1 十 zx)? 宇 1 十 px。 

例 4.12 证 明 : 当 |z| 委 2 时 ,|z3 一 3z| 委 2。 

证 明 事实 上 ,我 们 只 要 证 明 ; f(x) 二 x? 一 3z 在 [一 2,2] 上 的 最 值 的 绝对 值 不 超过 2 
即 可 ,或 者 说 只 要 求 出 函数 f(z) 在 [一 2,2] 上 最 大 值 和 最 小 值 即 可 。 

由 于 (x)==3x? 一 3 二 3(z 一 (zx 十 1), 令 (zx) 二 0, 解 得 z+==1 和 z= 一 1, 于 是 函数 
f(z)=z’ 一 3z 在 [一 2,2] 上 的 最 值 ; 

M = max{f(—2),f(—1),f(1),f(2)}) = 2; 
m= min{f(—2),f(—1),f(0),f(2)} 一 一 2。 

于 是 当 |z| 委 2 时 ,有 一 2 二 f(zx) 志 2, 即 |f(x)|=|zx’ 一 3x| 志 2。 

注 例 4.11 与 例 4.8(1) 是 不 同 的 , 例 4.8(1) 中 的 了 (xz) 的 符号 是 没 办 法 直接 判断 大 于 
零 , 小 于 零 , 还 是 符号 不 一 致 ,因此 求 二 阶 导 数 。 而 例 4.11 的 六 (xz) 的 符号 是 可 以 确定 的 , 它 


在 [ 0. 至] 上 符号 不 一 致 , 非 单调 的 ,是 不 能 用 单调 性 来 证 明 的 。 
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方法 3 利用 微分 中 值 定理 证 明 函 数 不 等 式 


如 果 所 证 不 等 式 表 现 为 一 个 函数 的 两 点 函数 值 的 差 ,我们 往往 考虑 利用 拉 格 朗 日 中 值 
定理 证 明 这 个 不 等 式 ; 如 果 所 证 不 等 式 表现 为 两 个 函数 在 两 点 函数 值 的 差 的 商 , 可 以 考虑 利 
用 柯 西 中 值 定理 证 明 不 等 式 。 

(1) 车 f(z) 在 [zi ,zs] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 , 则 

f(z) — fn) = (x2 — x)f (0)。 
其 中 zx 三 Ex; ,根据 zi 二 & 过 xs 得到? 二 (8) 二?, 以 此 证 明 不 等 式 。 

(2) 车 f(z) 和 g(x) 在 [x ,zs] 上 满足 柯 西 中 值 定理 的 条 件 , 则 

f(z)— fxr) _ fF) 
g(xza)— gn) gH" 


其 中 <8< 志 ,根据 二 <#<z 得 到 ? 一 全 各 一 ?, 以 此 证 明 不 等 式 。 


例 4.13 证 明 不 等 式 : 一 一 InCz+1D) 一 Imz< 工 (z>0)。 
T TT 
证 明 由 于 ln(zx 十 1) 一 lnzx 是 lnt 在 x 和 1 十 x 两 点 函数 值 的 差 ,于 是 令 f(1)==lnt,f(1) 
在 [zx,1 十 xz](z 之 0) 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 条 件 , 则 有 
1 


f+zx) mf = rz<é<1+zrBp ln(r+1)—lnr=f(8) = 语 


由 于 zx<e<1 二 xz 于 是 [< 二 < 二, 因此 
下 站、 六 

1 

I 十 


例 4.14 证 明 不 等 式 : In(z+D > Pz>0). 


证 明 【方法 1] 柯 西 中 值 定理 : 设 f(1)==In(t 十 1) 和 g(1) 二 arctant (1 之 0)。 显 然 f(1) 
和 g(?) 在 [0,z]J 上 满足 柯 西 中 值 定理 条 件 , 则 有 


ea OY: fC i 
g(z)—g(0) g (8) 


<in(z+1) jiw < 下 
过 六 


根据 0 和 es<z, 则 有 
ln(Cz 十 1) 一 0 1 十 & 下 
arctanz—0 1 1+é 1 十 z 
下 
因此 有 


arctanz 


lIn(x+1)> ee Tz>0。 
【方法 2] 利 用 函数 的 单调 性 证 明 : 设 f(x) 二 (x 十 1D)ln(zx 十 1) 一 arctanz,7 记 0, 则 


, je 1 | 2z 
f(z)= In(z+l)+1 a Cx) pr 


显然 庆 (z) 二 0, 所 以 了 (zxz) 单 调 递 增 , 根 据 广 (0) 王 0, 因 此 疡 (z) 二 0(Cz 二 0), 所 以 f(x) 单调 
递增 。 由 于 FC0) 王 0, 所 以 当 z>0 时 ,jz)>0, 即 (z 十 1)ln(Cz 十 1) 一 arctanz 二 0, 故 


arctanz 
人 
Tz 


ji(z 1 > >0。 
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例 4.15 设 函 数 f(z) 在 [a.b] 上 具有 二 阶 可 导 ,|f(zx)| 二 MC(M>0), 且 f(z) 在 (a,6) 
内 取 最 大 值 。 求 证 : | (wD) 十 |f (6)1M(6 一 a)。 

分 析 ”此 题 的 条 件 和 结论 涉及 导数 和 二 阶 导数 ,从 题 的 特征 看 ,能 充分 地 利用 已 知 条 件 
的 最 好 方法 就 是 对 导 函 数 f(z) 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 。 问 题 是 : 

(1) 对 导 函 数 /7(z) 的 哪 两 个 点 ( 闭 区 间 ) 应 用 拉 格 朗 日 定理 ? 

(2) 怎样 利用 f(x) 在 (a,5) 内 取 到 最 大 值 的 条 件 ? 

这 就 需要 考虑 取 到 最 大 值 性 质 ,最 好 和 导数 相关 的 性 质 ,根据 费 马 定理 : 在 区 间 内 部 的 最 大 
值 点 ,一 定 是 极 值 点 , 若 可 导 ,这 点 导数 等 于 零 。 

证 明 由 于 f(x) 在 (a,5) 内 取 最 大 值 ,由 费 马 定理 ,存在 一 点 zoE (ea ,0) ,使 得 广 (zo) 一 

0。 于 是 了 A(x) 分 别 在 [a,xoj] 上 和 [xo,6] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,有 

PCzo) 一 Fa) = rm) fa) | 委 MGrz ma), a<é<z, 
和 

f(D—f x) = DEO—zr) I fF | 和 MG 一 z)，z<7<5。 
因此 有 | (0)1 十 | CO)| 委 M(C 一 oa) 。 

前 面 给 出 三 种 方法 证 明 函 数 不 等 式 , 即 利用 单调 性 证 明 不 等 式 ,利用 最 值 证 明 不 等 式 ， 
利用 微分 中 值 定理 证 明 不 等 式 。 对 于 二 元 不 等 式 ,我们 可 用 两 种 方法 证 明 : (1) 利 用 凸凹 性 
证 明 ; (2) 将 二 元 不 等 式 转化 为 函数 不 等 式 ,利用 单调 性 去 证 明 。 

方法 4 利用 凸凹 性 证 明 二 元 不 等 式 

当 证 明 的 不 等 式 是 二 元 不 等 式 , 即 不 等 式 中 出 现 两 个 变量 ,或 两 个 字母 ,表现 为 两 个 变 
量 函 数值 的 和 ,或 两 个 变量 和 的 函数 值 ,往往 要 考虑 利用 凸凹 性 证 明 不 等 式 。 

关于 凸 止 性 不 等 式 ， 

若 六 (z)>0, 则 FCz) 是 区 间 工 是 四 函数 .于 是 Vzi,zzETI, 有 

/= 二 < fz) tL), 
若 了 (x) 二 0, 则 f(z) 是 区 间 了 是 凸 函 数 ,于 是 VY zi,zsE1, 有 


f(2 3]> fz) Hf 


atbh 
例 4.16 求证 : (时 | ab’ ,a,b>0。 


证 明 此 不 等 式 等 价 于 “ein 4 < (alna 十 blnp)。 令 FCz) 一 zlnz, 则 产 (z) 一 


二 >>0, 所 以 F(z) 在 (0, 十 cc) 内 是 凹 函数 ,于 是 对 任意 的 ab>0, 有 


/( 和 2)< #0 + AGOD]， 即 “《 却 ne < 村 (olna 十 blnb)， 
所 以 有 
atb 
( 喷 ?) ab’, a,b> 0。 


方法 5 将 二 元 不 等 式 转化 为 函数 不 等 式 , 利 用 单调 性 证 明 
如 果 证 明 的 不 等 式 是 二 元 不 等 式 ,不 等 式 中 出 现 两 个 变量 ,或 两 个 字母 ,可 将 其 中 一 个 


4.1 人 


量 看 作 变 量 , 另 一 个 量 看 作 常 量 , 把 二 元 不 等 式 转化 为 或 视 为 函数 不 等 式 ,然后 利用 单调 性 
证 明 此 类 不 等 式 。 


例 4.17 求证 : (zx 十 y)In rnrt ylny,ry>0. 


证 明 此 不 等 式 是 二 元 不 等 式 , 选 定 字母 y 作为 常量 , 另 一 个 字母 x 作为 变量 ,将 这 个 
不 等 式 视 为 关于 xz 的 函数 不 等 式 。 
不 妨 令 z 二 y>0( 若 yz>0, 把 > 看 作 变 量 ), 且 记 


f(x) 一 (z+ yinsY zlnz— ylny, Zz 守 y>0, 


由 于 z 之 y 之 0, 则 
F(x) = In 并 二 > 一 Inz 坟 0， 
所 以 f(z) 单 调 减少 ,于 是 f(x) 三 f(y)==0, 故 
二 让 访 调 a 
注 例 4.17 也 可 以 用 凸凹 性 来 证 明 。 
证 明 不 等 式 方法 综述 


1. 对 于 函数 不 等 式 , 可 把 不 等 式 一 端 化 为 0, 另 一 端 化 为 一 个 一 元 函数 ,一 般 可 考虑 利 
用 单调 性 去 证 明 ,若非 单调 ,可 考虑 利用 最 值 去 证 明 。 

2. 对 于 函数 不 等 式 , 把 不 等 式 一 端 化 为 0, 另 一 端 是 讨论 的 函数 ,如 果 这 个 函数 既 不 是 
单调 的 ,又 没 办 法 求 其 函数 的 最 值 ,此 时 考虑 将 不 等 式 变形 ,转化 为 新 的 不 等 式 ,引入 辅助 函 
数 , 使 这 个 辅助 函数 是 单调 的 。 

3, 对 于 函数 不 等 式 ,表现 为 一 个 函数 的 两 点 函数 值 的 差 , 一 般 可 考虑 利用 拉 格 朗 日 中 
值 定理 去 证 明 ,当然 有 时 也 可 以 利用 单调 性 或 最 值 去 证 明 。 

4. 对 于 函数 不 等 式 , 表 示 为 两 个 函数 的 两 点 函数 值 的 差 的 商 ,此 时 需要 考虑 利用 柯 西 
中 值 定理 去 证 明 , 有 时 也 可 以 利用 单调 性 或 最 值 证 明 。 

5. 对 于 二 元 不 等 式 , 含 有 两 个 变量 z,y, 有 两 个 方法 证 明 此 类 不 等 式 ， 

(1) 若 含有 jz) 十 g(z) ,或 7Cz 十 y) ,可 利用 函数 的 凸 止 性 证 明 不 等 式 ; 

(2) 将 二 元 不 等 式 转化 为 函数 不 等 式 ,利用 单调 性 证 明 。 

诚然 ,对 不 同 的 不 等 式 , 可 采用 不 同 的 证 明 方法 , 需 具 体 问题 具体 分 析 。 但 是 ,在 证 明 过 
程 中 ,将 不 等 式 转化 (变形 ) 是 证 明 不 等 式 常用 的 方法 。 

题 型 3 存在 一 点 满足 等 式 的 证 明 

证 明 存 在 一 点 满足 一 个 等 式 ,应 用 两 类 定理 : 

方法 1 如 果 所 证 的 存在 一 点 满足 的 等 式 , 仅 用 函数 就 可 建立 这 个 等 式 且 已 知 函数 连 
续 , 往 往 用 连续 性 定理 : 零点 定理 、 介 值 定理 。 

方法 2 如 果 所 证 的 存在 一 点 满足 的 等 式 ,需要 函数 的 导数 方 可 建立 这 个 等 式 ,常常 用 
微分 中 值 定理 : 罗 尔 定理 、 拉 格 朗 日 定理 、 柯 西 定理 。 

诚然 ,利用 微分 中 值 定理 证 明 , 特 别 是 罗 尔 定理 ,关键 的 是 引入 辅助 函数 。 
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引入 辅助 函数 有 两 种 方法 : 

方法 1 观察 法 : 将 结论 中 的 & 改 为 zx ,一 端 化 为 0, 另 一 端 就 是 我 们 要 引入 辅助 函数 的 
导 函 数 , 也 就 是 说 , 另 一 端 函 数 的 原 函 数 就 是 要 引入 的 辅助 函数 ; 

方法 2 解 方程 法 : 将 结论 中 的 $ 改 为 xz ,得 到 微分 方程 , 解 此 方程 ,得 到 方程 的 通 解 ,最 
后 将 解 变 形 , 一 端 化 为 任意 常数 , 另 一 端 就 是 我 们 要 引入 的 辅助 函数 。 

需要 指出 的 是 : 解 方程 方法 有 时 还 是 比较 麻烦 的 ,车 回避 这 个 方法 ,在 利用 观察 法 引入 
比较 复杂 辅助 函数 时 ,可 考虑 三 种 可 能 情形 : 

(1) 变 限 积分 函数 与 某 个 函数 的 积 或 商 ; 

(2) er” 与 某 个 函数 的 积 ; 

(3) 两 个 函数 的 积 或 商 。 

注 ”和 通常 是 两 个 函数 的 积 的 导数 , 差 通常 是 两 个 函数 的 商 的 导数 。 

例如 设 奇 函 数 f(z) 在 [一 1,1] 上 具有 二 阶 导 数 , 且 f(1) 二 1。 证明: 

(1) 存在 &€E (0,1) ,使 得 f (8)=1; 

(2) 存在 wE (一 1,1) ,使 得 f(D 十 f(D=1。 

问题 (1) 的 辅助 函数 : 将 结论 中 的 $ 改 为 z ,一 端 是 化 为 0, 得 到 f(z) 一 1 二 0, 另 一 端 
(x) 一 1 的 原 函 数 f(z) 一 xz 就 是 我 们 要 引入 的 辅助 函数 。 

问题 (2) 的 辅助 函数 : 将 结论 中 的 wy 改 为 x ,一 端 是 化 为 0, 得 到 (x) 十 f(z) 一 1=0， 
另 一 端 瑚 (z) 十 广 (z) 一 1 为 了 出 现 了 产 (z) 十 (zx) 形式 ,自然 考虑 用 er 乘 以 f(x), 即 
ez) ,而 

[eF(z)] = e[f (2)+ fF 0)], 
于 是 在 这 个 基础 上 ,再 减 去 e*, 即 
[ef Cr) ez e[f (xz) | f (2)] ez e[f (zx) t fz) y 

所 以 辅助 函数 为 F(x) 二 [f(zx) 一 1Je*。 用 观察 法 引入 辅助 函数 有 较 大 难度 ! 

解 方程 法 : 将 结论 化 为 [f(z)] 十 f(x) 二 1, 于 是 


f(x) = ole (Jadrar tc)= er(ec 十 C)， 


所 以 [了 (x) 一 1je* 二 C, 因 此 辅助 函数 为 F(x)==[ 了 f(x) 一 1jJe”。 
如 果 所 证 明 结 论 为 : 存在 ,满足 如 下 等 式 : 


(1) 广 (6) 一 Ce) 一 1; (2) 广 (6 十 F6) 一 2; 
(3) fF (+27 (0)=0; (4) fF (O—4f (0)=0; 
(5) &f (f=1; (6) f (0 —éf(8)=0; 
(7) €f (© —/f(€)=0; (8) f°(€)—2f (€)=0。 


要 怎样 引入 的 辅助 函数 ?答案 见 本 章 的 习题 答案 ,最 后 部 分 。 

例 4.18 设 了 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,a 三 cd 二 b, 证 明 : 3&€ [a,6], 使 得 对 任意 的 正 数 
pq 有 pf(c)+aqf(d)=(p+q) fe 

分 析 已 知 函 数 连续 ,证 明 存在 一 点 的 函数 值 满足 一 个 等 式 ,显然 应 该 利用 连续 性 
定理 。 

证 明 【方法 1 利用 零点 定理 ; 令 F(z) 二 (p 十 g) f(x) 一 pf(c) 一 gf(d), 因 为 f(z) 在 
[a,6J 上 连续 ,所 以 F(x) 在 [a,65] 上 连续 , 且 
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F(c) = gLf()—f640)], F(ad) = pLf(ad) — f(0)]。 
由 于 p,g0, 则 FC(OF(d) 二 0。 根据 零点 定理 ,3 &E [c,d] 守 [a,6] 使 得 F(&)==0, 所 以 有 
pr(Cc) 十 gf(Cd) = (p+q) FS) 。 
【方法 2 利用 介 值 定理 : 由 于 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,所 以 f(z) 在 [a,b5] 上 可 以 取 到 最 大 

值 M 和 最 小 值 mr ,于 是 有 mm 三 f(O) 二 Mm 硅 f(d) 三 M, 所 以 

pm < pf() EPpM, gn<qf(d)<aM, 
故 

(pi+om pf +gqf(d) < (p+oM, 
从 而 有 


根据 介 值 定理 , ee [a, 人 有 (9 一 好 9 全 ,所 以 有 
pr 十 afCd) = (十 OFC6)。 
例 4.19 设 f(z),g(z) 在 [a,b] 上 连续 , 且 g(x) 在 [a,b] 上 不 变 号 ,证 明 : 存在 & € 
[es0], 使 得 | rayg(z)dz = Fe| scodr。 
分 析 已 知 f(x) 是 连续 函数 ,证 明 存 在 一 点 的 函数 值 满足 一 个 等 式 , 所 以 应 该 用 连续 
性 定理 , 介 什 定理 .利用 介 值 定理 只 需 证 明 | PCz)g(z)dz/ | Cx)dz 在 /Cz) 的 最 小 值 和 最 


大 值 之 间 。 

证 明 不 妨 设 g(z) 宇 90。 由 于 f(z) 在 [a.65] 上 连续 ,所 以 可 以 取 到 最 大 值 M 和 最 小 值 
mm; 即 m 寺 f(z) 三 M,zrELas0j,; 从 而 有 mg(z) 三 f(z)g(z) 三 Mg (xz), 根 据 积分 的 保 序 性 
则 有 


b b b 
m| g(r)dr 反 | f(r)g(r)dr < M| g Cr)dzr。 
b 
车 g(x) 三 0, 结 论 显然 成 立 .车 不 然 , 则 有 | g(z)dz > 0, 于 是 


四 
| flr)g(r)dr 
mM., 
1 g(r)dr 


[wed 
根据 介 值 定理 ,存在 4 € [a,], 使 得 f(8) = 一 一 一 一 一 , 即 
| scouz 
[WE 一 Fe| scodr。 
例 4.20 设 f(z) 在 [0,1] 上 具有 连续 导数 ,上 且 F(0)=0, 证 明 : 了 6E[0,1] 使 得 
f= 中 fC)dz. 


分 析 ”尽管 题 的 结论 有 导数 和 积分 ,但 考虑 到 已 知 条件 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,而 结论 
了 (和 等 于 某 个 数值 ,所 以 应 该 对 f(x) 应 用 连续 性 定理 : 介 值 定理 。 利 用 介 值 定理 ,只 需 证 
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明 ?| f(z)dz 在 导 函 数 六 (z) 的 最 小 值 和 最 大 值 之 间 。 


证 明 由 于 了 (xz) 在 [0,1] 上 连续 ,所 以 了 (zx) 在 [0,1] 上 可 以 取 到 最 大 值 M 和 最 小 值 
m。 对 函数 f(z) 在 [0,z] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 得 到 
f(r)—f(0) =7rf(0), 0<e<z, 
由 f(0) 二 0, 两 边 积 分 ,得 


1 1 
站 red 一 | f (dzrdr。 
"1 "1 1 
由 于 mm 过 fo) 过 M, 从 而 有 | zdr <| f (zdz < M| zdz, 即 
m 三 2| fOrdz 去 M。 
所 以 有 挛 所 站 f(z)dz < M, 根 据 介 值 定理 ,6 E [0.1] 使 得 (6) = 2| f(z)dz。 


例 4.21 设 f(zx) 在 [0,1]J 上 可 导 , 且 f(1)==0, 证 明 : 3&€(0,1), 有 了 (8)= -总 ， 


分 析 ”结论 中 含有 导数 ,应 利用 微分 中 值 定理 : 罗 尔 定理 。 但 对 哪个 函数 应 EA 
理 成 为 关键 。 从 结论 入 手 ,引入 辅助 函数 : 将 结论 中 的 $ 改 为 z ,整理 得 zf (zx) 十 f(z)=0， 
左 端 tf(z) 十 f(z) 的 原 函 数 为 zf(z) ,所 以 辅助 函数 为 F(x) 二 zf(x)。 

证 明 设 F(z)=f(z)z, 则 FF(0)=F(1)==0。 由 于 f(x) 在 [0,1] 上 可 导 , 所 以 F(x) 在 
[0,1] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 , 于 是 存在 sE (0,1) ,使 得 F(6) 王 0。 由 于 

FE'(z) = f(x)+zf’ (zx), 


于 是 已 (99 一 六 0879 一 0, 即 36E(0,1), 有 Oe 


例 4.22 设 f(z) 在 [0,1] 上 可 导 , 满 足 f(D —2| f(r)dz = 0, 证 明 3&eE (0,1) 有 

19 -—/. 

分 析 根据 例 4.21 可 知 ,应 对 F(z) 二 zf(z) 利 用 罗 尔 定理 。 但 由 于 F(x) 在 [0,1] 上 不 

满足 罗 尔 定理 的 条 件 (F(0) 隆 F(1)), 所 以 问题 的 关键 是 在 哪个 闭 区间 上 应 用 罗 尔 定理 , 即 
在 [0,1] 上 找 点 两 个 点 ri ,zz ,使 得 F(x) 二 F(zxs), 然 后 在 [xi ,xs] 上 应 用 罗 尔 定理 。 


证 明 设 FCz) 一 zf(z)。 由 于 /0D 一 站 zf(z)dz = 0, 由 积分 中 值 定理 ,37 € 
1 放 
( 0. 去) ,使 得 


f(D) = 2 af Cr)dr = 7 (nD 
于 是 F(1) 二 F(y)。 由 于 f(x) 在 [0.1] 上 可 导 , 所 以 F(x) 在 [y,1] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ， 
则 存在 sE (7,1)C(0,1) ,使 得 (和) 二 0。 由 于 所 (zx) 二 f(zx) 十 xf (x), 于 是 
F“ (5 = f (E+f(8 一 0， 


_ 5) 
E 。 


即 , 了 seE(0.1) 有 广 (5) 一 


4.1 不 等 式 与 存在 性 的 证 明 谷 


例 4.23 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 可 导 , 且 7GD= (0=o,y( 寺 )}=1, 求 证 ， 


在 &E€ (0,1) ,使 得 广 ( 纹 一 1。 

分 析 ”结论 中 含有 导数 ,应 利用 微分 中 值 定理 : 罗 尔 定理 。 为 引入 辅助 函数 ,将 结论 中 
的 & 改 为 z ,整理 得 f(z) 一 1 二 0, 左 端 f (zx) 一 1 的 原 函 数 为 f(x) 一 x, 于 是 辅助 函数 是 
F(zx)=f(x)—zx。 

证 明 设 F(z)==f(z) 一 z+, 显然 F(0)= 二 0。 由 于 


i= 1 "(1) = = 
F(#)=/(#) >0 POD= /DY<0, 


于 是 F(x) 在 [ 广 ,1] 上 满足 零点 定理 的 条 件 ,存在 jE ( 圭 "1), 合 得 F(D 二 0, 所 以 F(z) 在 


闭 区 间 [0, 巴 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 存 在 SE (0,1) ,使 得 (6)==0。 由 于 F(x)=f (x) 一 
1, 所 以 已 (6 一 广 (9 一 1 天 0, 即 (6)=1。 

例 4.24 设 F(z) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 f(1)==1,f(0)==0, 求 证 : 存在 一 
点 6E (0,1) 满 足 FC6) 十 广 (6 一 ee。 

分 析 结论 中 含有 导数 ,应 利用 罗 尔 定理 。 

为 了 引入 辅助 函数 ,将 结论 中 的 & 改 为 x, 有 了 f(z) 十 f(x) 二 e+“, 此 方程 是 一 阶 线性 非 
齐 次 方程 。 于 是 


f(x)= erjpeou (|ecodreed 十 5) = el (edu 十 5) 一 er(re 十 C)， 


所 以 有 f(x)e* 一 ze 二 C, 即 辅助 函数 为 F(x) 二 f(x)e' 一 zxe。 
利用 观察 法 引入 辅助 函数 : 将 要 证 明 的 结论 变形 得 到 
ef (6) 十 es (6) 一 e 一 0， 


将 & 改 为 x 有 


err(z) 十 erF(z) 一 e 一 0。 

这 个 函数 的 原 函 数 是 什么 呢 ? 不 难看 出 ,辅助 函数 是 F(z) 二 f(x)e” 一 xe。 

证 明 设 F(z) 二 f(x)e’ 一 xe, 根 据 已 知 条 件 得 F(0)= 二 F(1) 二 0, 于 是 F(x) 在 [0,1] 上 
满足 罗 尔 定理 的 条 件 ,从 而 存在 SE (0,1) ,使 得 F' (8) 二 0。 

由 于 F(x)== 了 (x)e* 十 f(x)e* 一 e, 于 是 FI(§6)= 二 了 (&)e: 十 f(y)e: 一 e 二 0, 即 

f+fE) = er 
例 4.25 设 f(z) 在 [0,1j 二 阶 可 导 , 且 f(1)==f(0), 求 证 : 存在 SE (0,1) 满 足 
[GE 


分 析 “为 了 引入 辅助 机 数 ,将 结论 中 的 s 改 为 了 , 则 有 上 姓 5 一 [二 解 此 微分 方程 得 到 


Inf (x)= 一 ln (1 一 z)? 十 C, 有 (zx)(1 一 zx)? 二 ee, 所 以 辅助 函数 为 F(x) 二 (1 一 zx)? 了 (zx)。 


当然 此 题 的 辅助 丽 数 也 可 以 通过 观察 得 到 ， 由 万 名 一 1 得 (1 一 zz) 十 27(o) 一 0, 这 
个 函数 的 原 函 数 是 两 个 函数 疡 (z) 和 (1 一 z): 的 积 。 
证 明 令 FF(z)= 二 (1 一 xz)? 了 (x), 显然 FF(1) 二 0。 另 外 ,由 于 f(x) 在 [0,1] 上 二 阶 可 导 ， 


且 f(1) 二 1(0), 于 是 f(z) 在 [0,1] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ,从 而 存在 7E (0,1) ,使 得 (==0。 
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当然 (7D 二 0, 所 以 F(x) 在 [Ly,1] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 存 在 &€ (7,1)C(0,1), 使 得 
(6 二 0。 由 于 F(x) 二 一 2(1 一 z) 了 (zz) 十 (1 一 x)? 了 (x), 所 以 
F’'(§) =—201—Of (+1—efF( =0, 


整理 得 到 /7( 和 ) 二 于 时， 


例 4.26 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,f(0) ==0 且 | f(a)dzr 二 0, 证 明 : 存在 EE€ (0,1) 满 


足 [ Fedz = &f (8),。 
分 析 尽管 结论 中 没有 导数 ,但 结论 出 现 积分 上 限 函 数 和 函数 ,它们 仍 是 原 函 数 和 导数 

的 关系 ,所 以 也 同样 要 利用 微分 中 值 定理 : 罗 尔 定理 。 虽然 已 知 函 数 连续 ,但 所 证 明 的 结论 

并 不 是 存在 一 点 的 函数 值 满足 某 个 等 式 , 所 以 不 能 用 连续 性 定理 。 为 了 引入 辅助 函数 ,将 结 

论 中 的 & 改 为 xz, 得 

fz) 1 

| rear 区 


J rea 二 zf(z)， 或 


[ fd 


ee =zf(z) 得 | fazf (2) 三 0。 如 果 


三 C1, 所 以 辅助 函数 为 F(z) = 


oe 
解 方程 得 到 nf f Dd = Inz 十 C, 即 一 一 一 量 


是 和 的 形式 | /Cde 十 zz) ,显然 是 | Fo)dr 与 x 的 积 的 导数 ,现在 是 差 的 形式 ,自然 应 该 


je f Dd 
是 | /Cdi 与 x 的 商 的 导数 , 即 输 助 丽 数 是 F(x) 一 
jos 
证 明 设 F(zx)= , 且 定义 F(0) = 0, 由 于 
[ep 
limF(z) lim 一 


limf(x) 一 0， 
z=0t 


z=0t r=0 


所 以 函数 F(x) 在 [0,1] 上 连续 , 且 F(0) = F(1) ==0, 于 是 人 1] 上 满足 罗 尔 定理 的 
条 件 , 则 存在 &E€E (0,1) 满足 ,使 得 已 (6) = 0。 由 于 F'(z) 一 二 (zf (2 一 JD) ,因此 有 


FE'(6) GA ou) 0， 


所 以 | Pea = eee 


例 4.27 设 函 数 fF(Cz) 在 [1.4] 上 连续 ,在 (1,.4) 上 可 导 , 且 f(1) 十 f(2) 十 f(3)==6， 
f(4) 二 2, 证 明 : 在 (1,4) 上 至 少 存在 一 点 ,使 了 (8) 一 0。 
分 析 显然 ,应 利用 罗 尔 定理 ,当然 关键 的 是 在 区 间 [1,4] 上 ,找到 两 点 函数 值 相等 。 
证 明 由 于 函数 f(z) 在 [1,3] 上 连续 ,于 是 可 以 取 到 最 大 值 M 和 最 小 值 m ,因此 有 
me ODD INS M, 
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由 于 f(D) 十 f(2) 十 f(3)==6, 所 以 m 二 2M, 根 据 介 值 定理 ,存在 一 点 yE 50,3j, 使 得 

fl) 二 2。 于 是 f(z) 在 [wy,4] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 则 存在 sE (wy,4)C(1,4) ,使 得 
f(8 一 0。 

例 4.28 设 F(z) 在 [1,2] 上 二 阶 可 导 , 且 f(1)=f(2)=0, 又 F(x)=(x 一 1)f(zx), 证 
明 : 存在 EE (1,2), 使 FF(&) 二 0。 

分 析 根据 结论 的 形式 ,只 需 验 证 F(x) 满足 罗 尔 定理 条 件 即 可 。 由 于 F(x) 可 导 , 所 
以 证 明 的 关键 是 找到 两 点 ,使 F(x) 在 这 两 点 函数 值 相 等 。 

证 明 已 知 F(x)==(x 一 Df(z), 则 (xz) 二 f(x) 十 (x 一 上 了 (zx), 所 以 (1) 一 0。 由 
于 f(1)==f(2)==0, 于 是 F(1)==F(2)==0, 因 此 F(x) 在 [1,2] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 从 而 
存在 vyE (1,2), 使 得 (7) 二 0。 所 以 F(x) 在 [1,w] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ,从 而 存在 
EE (1 ,7C(C0,2) ,使 得 玉 (6) 一 0。 


3 


例 4.29 设 f(z) 在 [0,2] 上 具有 二 阶 导数 , 且 f(0) = /去 ]),rez) ?| jcydr, 证 


明 : 在 开 区 间 (0,2) 内 存在 一 点 6, 使 (8) = 0。 

分 析 只 要 证 明 函 数 f(x) 满足 罗 尔 定理 条 件 ,就 可 以 得 到 了 (6)= 二 0。 由 于 了 (xz) 可 
导 , 于 是 只 需 找到 两 点 ,使 f(x) 在 这 两 点 函数 值 相等 。 

证 明 f(z) 在 [0, 亏 ] 上 清 足 罗 尔 定理 的 条 件 ,于 是 存在 丸 E 【0 十) 使 得 /Cm) 一 
0. 根 据 /(2) 一 ?| fC)dz, 利 用 积分 中 值 定理 ,存在 4 € (5: 子 ) 征 得 ,fc2) 二 Fo ,根据 
罗 尔 定理 ,存在 六 € (1,2) ,使 得 (mw) = 0, 从 而 了 (zx) 在 [w ,加 ] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ， 
则 在 存在 一 点 4€ (n,m%) C (0,2) 上 ,使 得 了 (8) = 0。 

例 4.30 证 明 : 车 函数 f(z) 在 [a,5] 上 可 导 (0 二 a 二 5b), 则 存在 &€ (a,65) 使 得 

fe) — Flay = f'n 2。 

分 析 根据 结论 的 形式 ,本 题 应 该 用 微分 中 值 定理 证 明 。 车 利用 罗 尔 定理 ,将 结论 变 

形 ,& 改 为 x , 则 有 


i 二 下 成 太一 天 动 林业 三 吕 
a X 


辅助 函数 为 F(x) 二 f(x)In 之 一 [7(O) 一 Co)]Inz。 若 利 用 柯 西 定理 ,为 了 出 现 结 论 中 的 


Ef (8) ,可 以 考虑 两 个 函数 f(z) 和 lnr。 
证 明 【方法 1] 应 用 罗 尔 定理 : 设 


F(x) = Com 之 一 [RCDY = tay lazs 


则 F(a)==F(0)==f(a)lnb 一 lnaf(6b)。 由 于 f(z) 在 [a.6] 上 可 导 , 所 以 F(z) 在 [a,5] 上 满足 
罗 尔 定理 的 条 件 , 则 存在 sE (a,5) ,使 得 (8)= 二 0。 由 于 


F'(z) f In [FoO) Fo] 二， 


所 以 有 FF (&) fHIn [CO 7 0, 即 FCO) 一 Fo) er (HInL, 
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【方法 2 应 用 柯 西 定理 : 由 于 0 过 一, 函数 f(z) 在 [a,6] 上 可 导 , 所 以 函数 FCz) 和 lnz 
在 [a,5] 上 满足 柯 西 定理 条 件 , 于 是 存在 sE (a,5) 使 得 
0) 一 fa) -大 
lnb 一 lna 1 
é€ 
所 以 有 f(D) 一 f(a)=&f (SIn 了， 
例 4.31 车 f(z) 在 [0,1] 上 有 三 阶 导 数 , 且 f(0)==f(1)==0, 设 F(z)==f(z)xi ,证 明 ， 
在 (0,1) 内 至 少 存在 一 个 和 使 得 F“(6) 一 0。 
分 析 证 明 此 题 应 该 用 微分 中 值 定理 : 利用 罗 尔 定理 证 明 , 即 验证 F(x) 在 某 个 区 间 满 
罗 尔 定理 的 条 件 。 当 然 关 键 的 是 找到 两 点 ,使 二 阶 导 函数 恶 (z) 的 函数 值 相等 。 
由 于 涉及 较 高 导数 ,所 以 考虑 利用 泰勒 公式 证 明 。 事 实 上 ,泰勒 公式 也 是 证 明 存在 性 的 
有 效 工 具 , 特 别 适 合 有 关 高 阶 导数 的 证 明 。 
证 明 【方法 1】 应 用 罗 尔 定理 : 由 于 
F(z) 一 3z2F(z) 十 zz)， 已 (z) 一 6zf(z) 十 6z2P(Cz) 十 za f(z), 
显然 所 (0)==0, 而 且 FY(0)==0,F(0) 二 F(1) 二 0, 所 以 F(x) 在 [0,1] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 
件 , 存 在 SEE(0,1), 使 得 民 (5) 王 0, 因 此 F(x) 在 [0,] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ,存在 &E 
(0,1) ,使 得 (名 )= 二 0。 故 F(z) 在 [0, 引 ] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ,存在 $4E (0,1), 使 得 
F"(6) 一 0。 
【方法 2】 应 用 泰勒 公式 : 由 于 F(z) 具 有 三 阶 导数 ,于 是 存在 sE (0,1) ,使 得 


了 EC0)z2 + FOr, 


F(x) = F(0) + FF (0)z+ 


由 于 
F(x) = 37 f(rf (zr), F(zr) = 6rf(7)+6rf (rz) +rf (zr), 


所 以 F(0)= 二 让 (0) 二 (0) 二 0, 故 FCz) 一 丁克 (6)aa ,因为 F(1)=f(1)=0, 所 以 0= 


直 F”(, 即 存在 一 个 使 得 F”(8) 一 0。 


例 4.32 设 f(z) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 具有 三 阶 连续 导数 , 且 f( 一 1)==0,f(1)=1， 
了 (0) 二 0。 求 证 : 在 (一 1,1) 内 至 少 存在 一 点 6, 使 普 (5) 一 3。 

分 析 ”此 题 已 知 普 (z) 连 续 , 证 明 存在 一 点 使 得 这 点 的 三 阶 导数 值 满足 一 个 等 式 , 所 以 
最 终 应 该 对 f(x) 应 用 连续 性 定理 : 零点 定理 或 介 值 定理 。 

由 于 已 知 条 件 众多 ,又 涉及 高 阶 导 数 ， sm i 起 ,只 有 泰勒 公式 。 

证 明 由 于 f(x) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 具有 三 阶 导数 ,根据 泰勒 公式 


f(D =f(0) 一 了 六 (0) 十 直 7(0) 0, n € [一 1,0]， 


f0) = Fo) +f(0)+ 了 Fo) 十 万， m € [0,1]， 


所 以 有 产 (7) 十 天 (7) 一 6。 由 于 函数 NE 
9(z) 在 区 间 [n ,加 ] 上 有 最 大 值 和 最 小 值 分 别 为 M,m, 故 有 
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mm 过 六 [FD + Cp] SM, 


根据 介 值 定理 ,在 开 区 间 ( 一 1,1) 内 至 少 存在 一 点 &, 使 /7(8) = 二 3。 

存在 一 点 满足 等 式 的 证 明 方法 综述 

1. 如 果 所 证 等 式 不 含 导数 和 积分 ,特别 已 知 函 数 连 续 ,证 明 存在 一 点 的 函数 值 满足 一 
个 等 式 ,一 般 应 用 连续 性 定理 : 介 值 定理 ,零点 定理 。 

2. 如 果 所 证 等 式 含 有 导数 或 积分 ,一 般 应 用 微分 中 值 定理 : 罗 尔 定理 , 拉 格 朗 日 定理 ， 
柯 西 定理 , 当 涉 及 高 阶 导数 ,特别 是 三 阶 导 数 ,一 般 应 用 泰勒 公式 。 

3. 微分 中 值 定理 中 最 常用 的 定理 : 罗 尔 定理 。 利 用 罗 尔 定理 证 明 的 关键 有 两 方面 
问题 : 

(1) 辅助 函数 F(z) 的 引入 。 引 入 辅助 函数 有 两 个 方法 , 解 方 程 法 和 观察 法 。 

(2) 确定 辅助 函数 F(x) 在 那个 区 间 上 应 用 罗 尔 定理 , 即 找到 两 点 ,使 其 函数 值 相等 。 

这 可 能 有 两 种 情形 : 其 一 是 辅助 函数 在 给 定 区 间 [a,6] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 即 辅助 
函数 在 [a,b]j 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 端 点 函数 值 相等 ;其 二 辅助 函数 在 给 定 区 间 [a,5]J 上 不 
满足 罗 尔 定理 的 条 件 ,一 般 是 辅助 函数 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 但 端点 函数 值 不 相 
等 ,这 就 需要 我 们 根据 已 知 条 件 , 在 区 间 [a,5] 上 找到 两 点 ,使 它们 的 函数 值 相等 。 

在 寻求 辅助 函数 F(z) 于 两 点 函数 值 相 等 的 过 程 中 ,往往 应 用 零点 定理 、 罗 尔 定理 ,积分 
中 值 定理 等 ,如 例 4. 27 利用 介 值 定理 , 例 4. 28 和 例 4. 31 利用 罗 尔 定理 , 例 4. 29 利用 积分 
中 值 定理 。 

当 验 证 辅助 函数 在 某 个 区 间 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 后 , 则 得 到 结论 : 存在 一 点 和 ,使 得 
(8) 二 0。 最 后 求 P(x), 将 代入 F'(z) 并 等 于 零 , 整 理 就 可 以 得 到 我 们 要 证 明 的 结论 ,如 
例 4.21 一 例 4. 26, 例 4. 28 和 例 4. 30。 

4. 一 些 题 既 可 以 应 用 罗 尔 定理 ,又 可 以 应 用 拉 格 朗 日 定理 。 事 实 上 ,能 用 拉 格 朗 日 定 
理 证 明 的 问题 ,一 般 利用 罗 尔 定理 也 可 以 证 明 , 所 以 在 证 明 存 在 性 时 不 必 特 别 考虑 是 否 应 用 
拉 格 朗 日 定理 。 但 是 对 有 些 问题 ,如 果 仅 用 一 个 函数 很 难 导出 结论 的 形式 时 ,需要 考虑 两 个 
函数 ,此 时 应 用 柯 西 定理 ,如 例 4. 30。 

5. 证 明 一 点 高 阶 导数 (二 阶 或 三 阶 ) 等 于 零 或 等 于 某 个 常数 ,可 以 考虑 对 低 一 阶 导 函数 
应 用 罗 尔 定理 ,如 例 4.25, 例 4.28, 例 4.29 和 例 4. 31; 也 可 考虑 应 用 泰勒 公式 ,这 样 可 以 充 
分 运用 已 知 条 件 的 各 阶 导数 ,如 例 4. 31 和 例 4. 32。 

题 型 4 存在 两 点 满足 等 式 的 证 明 

存在 两 点 满足 某 个 等 式 的 证 明 是 存在 性 证 明 的 一 种 常见 题 型 ,证 明 的 关键 是 如 何 创建 
所 要 证 明 的 等 式 。 所 用 的 工具 分 两 大 类 : 连续 性 定理 和 微分 中 值 定理 。 

例 4.33 设 f(z) 在 [a.6](a>0) 上 连续 ,在 (a.5) 内 可 导 , 且 Fo)= 帮 CO) 一 1, 证 明 : 存 


在 5 和 7E Ga) 满足 [ 旦 ] 一 7 十 各 /9) ,其 中 n 宇 1。 


分 析 整理 ,将 结论 中 的 和 7 分 别 放 在 等 式 的 两 端 , 有 
121 一 nt"™ CS 十 名 广 (6) 。 
再 考虑 哪个 函数 的 导数 是 wz" 和 nz "f(z) 十 zx" 了 "(zx) 的 形式 ,显然 函数 G(x) 二 x"” 和 函数 
下 (zx) 二 x"f (zx) 是 符合 条 件 的 ,对 这 两 个 函数 分 别 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 青 联 立 。 
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证 明 令 FF(z) 二 zf(z),G(z) 二 x", 由 于 f(x) 在 [a,b](a 记 0) 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 
导 , 所 以 F(z) 和 G(xz) 在 区 间 [a,5] 上 满足 拉 格 朗 日 定理 的 条 件 , 于 是 存在 ,wy€ (a,6)， 
使 得 

F(D)—F(a) = (4— AF (G6) 一 G(a) = (一 0)G (7， 
即 
a= (6b—a Lf + ff), a= (b—am, 


联 立 ,于 是 有 [如 】 一 (9 十 二 7)。 
例 4.34 设 f(z) 在 [a,b](a 宝 0) 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 且 f(x) 才 0, 证 明 存在 $ 和 


的 三 不 
9E (已 满足 疡 ( pe 


分 析 ”整理 得 到 "(8) 二 ser ,等 式 的 左 端 只 要 对 函数 /(z) 应 用 拉 格 朗 日 定理 


a 
f(r) 和 ee 应 用 柯 西 定理 。 
证 明 对 函数 f(x) 在 [a,b] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,得 到 
(DOD) 一 Fa) = G6)F, ¢€ a0). 
对 函数 f(x) 和 e” 在 [a,5] 上 应 用 柯 西 定理 ,得 到 
AD = fa) LD Ee tasb)s 
e 


@—e 


上 面 两 式 相 除 ,整理 得 到 避 ( 全 一 二 -7, 
三 (7) ba 


例 4.35 设 f(z) 在 [a.6j(a0) 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 且 f(a) 二 f(b)==1, 证 明 : 存 
在 $ 和 wE (asb) ,满足 er f(D) 十 f(D)]==1。 
分 析 ”将 结论 整理 得 到 


ez[LFC7) +f (n= 一 efy 

等 式 的 右 端 只 需 对 函数 er 应 用 拉 格 朗 日 定理 就 可 以 得 到 ;等 式 左 端 对 函数 ecF(z) 应 用 拉 格 
朗 日 定理 也 可 以 得 到 。 

证 明 对 函数 F(z) 二 ef(z) 和 G(xz) 二 e* 在 [a,bj] 上 分 别 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 到 

FID)—Fa) = GF OD, GD—Ga)= 0—a)G(), ,7€ (ab), 
即 

ef —efla)= 6—aelf (D+IND], eo—e = (6—a)e, 

于 是 有 


ef (D+ADJ=e, BP efOWD+FWI=1. 
例 4.36 设 f(z) 在 [a,bj(a0) 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 f(a) 了 1(65), 求 证 : 存在 


6,7E (a,0) ,使 得 /0 -3 Cs 
分 析 Ee 只 要 对 函数 f(z) 应 用 拉 格 朗 


日 定理 就 可 以 得 到 ; 等 式 右 端 开 于 对 两 个 函数 f(z) 和 x? 应 用 柯 西 定理 就 可 以 得 到 。 


4. 1 不 等 式 与 存在 性 的 证 明 人 
证 明 对 函数 f(x) 在 [a,6] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 有 


f(D—fla) = 4)F), €€ (a,b); 
对 f(z) 和 zz? 在 [a,5] 上 应 用 柯 西 中 值 定理 ,有 
0) 一 了 Co) /型 ， 7E (a:0)。 


p—a 


将 上 面 两 式 相 除 ( 联 立 ) ,整理 得 到 19 一 和 1) 


例 4.37 设 F(Cz) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 F(0)=0,F(1) 王 1。 证 明 ， 

(1) 存在 EE (0,1) ,使 得 F(9 王 1 一 6 

(2) 存在 不 同 两 点 5,7E (0,1) ,使 得 广 (9) 六 (7 一 1。 

分 析 证 明 的 第 一 问 , 由 于 已 知 f(x) 在 [0,1] 连 续 , 证 明 存 在 一 点 的 函数 值 满足 某 个 等 
式 , 所 以 应 该 用 连续 性 定理 。 证 明 的 第 二 问 , 是 存在 两 个 点 的 同一 个 函数 的 函数 值 满 足 一 个 
等 式 , 所 以 应 该 对 这 个 函数 在 不 同 区 间 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 。 

证 明 (1) 设 F(r)==f(x) 一 1 十 x, 由 于 F(0)== 一 1,F(1)==1, 则 F(z) 在 [0,1] 上 满足 
零点 定理 条 件 ,于 是 3&€ (a,b) ,使 得 F(S) 一 0, 即 F(C6) 一 1 一 6。 

(2) 根据 结论 (1) ,对 上 述 的 sE (0,1),FCz) 在 [0, 习 和 [,1] 都 满足 拉 格 朗 日 定理 的 条 
件 , 有 


ff 一 (0) = 0, E001—é=€ (0), CE 08; 
和 
f(D—fO = Of, y€E DE= OOF, 7E(é,1), 

于 是 有 (Wf (DD=1。 

注 一 般 情况 下 ,证 明 题 的 两 问 是 相互 关联 的 ,在 证 明 第 二 问题 时 ,往往 把 第 一 问 得 到 
的 结果 作为 已 知 条 件 或 结论 ,解决 第 二 个 问题 。 所 以 遇 到 这 类 题 型 ,不 要 孤立 地 处 理 第 二 个 
问题 。 

存在 两 点 满足 等 式 的 证 明 方法 综述 

存在 两 点 满足 某 个 等 式 的 证 明 的 关键 是 如 何 创建 所 要 证 明 的 等 式 。 一 般 的 有 三 种 创建 
存在 两 点 满足 某 个 等 式 的 方法 : 

(1) 对 一 个 函数 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,出 现 &, 对 另 一 个 函数 应 用 拉 格 朗 日 定理 出 现 7, 联 
立 , 建 立 存在 两 个 点 的 函数 值 的 等 式 ,如 例 4. 33 和 例 4. 35。 

(2) 对 一 个 函数 应 用 拉 格 朗 日 定理 出 现 $, 对 另 两 个 函数 应 用 柯 西 定理 出 现 7, 联 立 , 建 
立 存在 两 个 点 的 函数 值 的 等 式 , 如 例 4. 34 和 例 4. 36。 

(3) 如 果 结 论 仅 有 一 个 函数 ,如 例 4. 37 ,一般 是 将 一 个 区 间 分 成 两 个 区 间 , 在 一 个 区 间 
上 应 用 拉 格 朗 日 定理 出 现 ,在 另 一 个 区 间 再 应 用 拉 格 朗 日 定理 出 现 y, 联 立 , 建 立 存在 两 个 
点 的 函数 值 的 等 式 ,如 例 4. 37。 当 然 这 里 的 关键 是 用 哪个 点 将 该 区 间 分 成 两 个 区 间 ,一 般 情 
况 下 ,分 点 应 是 具有 特殊 性 质 的 点 。 


练习 题 4-1 


1. 试 证 方程 zx= 王 asinz 十 2, 其 中 ,0 盖 0, 至 少 有 一 个 正 根 并 且 不 超过 a 十 b。 
2. 试 证 方程 十 e 十 2cosz 一 5 恰 有 两 个 实 根 。 


全 第 4 章 连续 性 定理 与 微 积分 中 值 定 理 


3. 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , 且 f(x) 过 1, 证 明 : 方程 2 一 | f(a 一 1 在 (0,1) 内 有 


且 只 有 一 个 实 根 。 
4. 求证 方程 zx 十 上 十 dcosz 一 0 恰 有 一 个 实 根 ,其 中 p,g 为 常数 , 且 0<g<=1。 


5. 设 xz0 时 ,方程 hz+ 吉 ==1 有 且 仅 有 一 个 解 , 求 的 取 值 范围 。 


6. 试 求 方程 nz = 蔚 一 ”VT 一 coszdz 在 (0, 二 =-) 内 根 的 个 数 。 


7. 设 0 二 a<b,f(zx) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (4a,6) 内 可 导 , 证 明 ; 在 (a,6) 内 至 少 存在 一 点 &， 
使 得 
Of) af (=[f (+E) In 2, 
8. 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 f(1) 二 0, 证 明 : 3 &€ (0,1) ,使 得 
fH +1 ef (=0. 
9. 设 f(z) 在 [0,1] 上 可 导 , 且 | f(z)dz = 0, 证 明 ， 


(LY 38€ 《0.0 ,使得 | f(z)dz =—€/(8); 


(2) 在 (0,1) 内 存在 7, 使 得 2F(7) 十 ?77 (二 0。 

10. 设 f(z) 在 [a,65] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 Fe)= 大 0O) 一 0 证明 : 对 任意 的 常数 
,都 存在 SE (a,6) ,使 得 广 (5 十 RFCS) 一 0。 

11. 证 明 下 列 不 等 式 : 


(1) 当 0<z<< 王 时 ,有 sinz>>2z; (2) 当 0<z<y< 开 时 ,有 <u 芝 ， 
2 3 2 y siny 


3 
(3) 当 0 二 zx 时 ,有 z 一 号 <<sinz<zi (4) 当 0<zx 时 ,一 让 x*<In(1+z) zx 


1 


Ht Sl 


(5) 当 p 之 1,0<x<1 时 ， 


(6) 当 b>a>eNH,a'>b; (7) zarctanz 之 方 ln(1 十 x ); 


(8) 当 0 二 zx 时 ,有 (x? 一 1)lnzx 宇 (zx 一 1)?; 
(9) 当 0 二 x 过 2 时 ,证 明 : 4xlnzx 宇 zx? 十 2x 一 3; 


(10) 当 0<a<b 时 ,证 明 ; -2 一] 邮 一 Im 一 工 


i Va 
12. 车 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 则 3 &€ (0,1) ,使 得 
f (© 一 26LF(1) 一 0)]。 
13. 车 f(z) 在 (0,1) 内 取 最 大 值 , 且 对 任意 的 zE (0,1) 有 | 了 (zx) | 三 1, 试 证 : 
| Fo) 1+ FD | 委 1。 
14. 车 f(z) 和 g(xz) 在 [a,5b] 上 连续 ,在 (a,65) 内 可 导 , 且 f(a)= 二 (5)= 二 0, 则 至 少 3&€E 
(a,6) ,使 得 了 (8) 十 f(g (5 一 0。 


15. 车 f(x) 在 [0,1] 上 可 导 , 且 f(1) = 2 eyedz, 则 3&E€ (0,1) ,使 得 


4.2 ， 定 积分 等 式 与 不 等 式 的 证 明 个 
f (8 = 2éf (8)。 


16. 设 函 数 f(x) 具有 二 阶 导数 , 且 | f(aDsinzdz = [feeosrdr 二 0, 证 明 : 3¢ € 
(0,7) ,使 得 f(&) = 0。 
17. 设 丙 数 /(z) 在 [0,1] 上 连续 ,是 im 万 守 一 1,lim 刀 2 一 2, 试 证 ， 


(1) 3&E€(0,1) ,使 得 f(&)==0; (2) 3wE(0,1), 使 得 f(D 一 f(D)=0。 
18. 设 函 数 f(x) 在 [0,2] 上 二 阶 连续 导数 ,上 且 f(0) 二 0,f(1) 二 2,f(2) 二 0, 试 证 :; 3$€E 
(0,2) ,使 得 了 7(8) = 二 一 4。 
19. 设 函 数 f(z) 在 [0,1] 上 可 导 , 且 f(0)==0,f(1)= 二 1, 则 对 任意 的 a,b 记 0, 都 存在 &， 
7E (0,1), " 且 57 使 得 (5y (E) + 二 a 十 b。 
20. 设 函 数 f(x) 在 [a,5b]J 上 可 导 , 且 f(a) 二 0,f(6)==1, 求 证 : 存在 4,wE (a,6) ,5 天 7 使 
M7 7 )—2(0—a)。 
. 设 f(z) 在 [0,1] 上 具有 二 阶 导 数 ,f(0) 二 0,f(1) 二 0, min f(x) 二 一 1, 求 证 : 
max f(z) > 8。 和 
22. 设 函 数 f(x) 在 [0,1]J 上 具有 二 阶 可 导 ,f(0)==f(1), 且 | 了 (zx)| 志 2, 求 证 : | 了 (zx)| 志 1。 
23. 证 明 下 列 数值 不 等 式 : 
(1) 对 任意 的 实数 a,b 记 0, 对 于 n 宇 2, 则 有 Va 十 6 记 Va 十 6; 
(2) 对 任意 的 实数 x,y 这 0,0 二 a 过 B, 试 证 : (ze 十 y)+ 之 (ze 十 ye) 二 。 


(CE4,2_ 定 积分 等 式 与 不 等 式 的 证 明 


一 、 基 本 结论 
定理 3( 积 分 不 等 式 ) ”函数 f(z),g(z) 在 区 间 [a,b] 上 连续 , 则 
(1) 保 序 性 ”车 f(x) < sw) fdr < | ecodr 


(2) 保 号 性 ”车 f(x) 宇 0， 则 | f(z)dr 宇 0; 车 f(x) 过 0. 则 | f(z)dzr < 
(3) 绝对 值 不 等 式 rwal<T Ly Dd 
(4) 柯 西 不 等 式 [reoscoaz] < Penodz| ecodr。 


定理 4( 积 分 估计 定理 ) ”车 加 三 f(z) 三 M, 则 m(65 一 a) 三 [car Mb—a)。 
定理 5( 积 分 中 值 定理 ) 若 f(x) 在 [a,5] 上 连续 , 则 3 8E [a,b], 有 
[car = f(b6—a), 
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二 、 基 本 方法 

题 型 5 定 积 分 等 式 的 证 明 

定 积 分 等 式 的 证 明 ,实际 是 计算 性 的 证 明 , 其 证 明 思 路 或 解 题 方 法 可 以 根据 定 积分 的 被 
积 函数 、 积 分 区 间 来 确定 ,这 是 因为 积分 值 是 由 被 积 函数 和 积分 区 间 决 定 的 。 

方法 1 换 元 积分 


例 4.38 设 f(z) 在 [oa,O] 上 连续 , 且 | f(z)dz 一 0, 试 证 明 : 


站 
GD | re+o 一 amdz 一 0; 


(2) 存在 6E (a,6b) ,使 得 Fa 十 0 一 旨 十 FS) 一 0。 
证 明 (1) 显然 ,被 积 函数 化 为 f(a 十 5 一 zx) ,需要 变换 x 二 a 十 6 一 +t, 则 dz 二 一 由 ,所 以 


b a b b 
[far reats Dad) = | f(ato— Dd [ears Die = 0 


(2)【 分 析 】(2) 是 存在 性 证 明 ,尽管 没有 涉及 导数 ,但 应 用 零点 定理 是 没 办 法 得 到 结论 
(2) 的 ,由 于 已 知 是 积分 ,结论 是 函数 ,恰好 是 导数 和 原 函 数 关系 ,所 以 应 该 应 用 微分 中 值 定 
理 ,为 了 找到 辅助 函数 ,将 & 改 为 x, 有 f(a 十 5 一 zx) 十 f(x) ,显然 原 函 数 应 是 上 限 积 分 函数 


F(z) = [tre +6—t) + fd 


令 F(z) = [rc 十 6 一 四 十 f(0)]dt; 则 F(a) = 0, 且 


rb b b 
F(b) -| [flat6—)) + fd [re +6 — 2) d+ [wa 0。 


由 于 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,所 以 F(x) 在 [a,b] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ,因此 存在 sE (a,5) 使 
F'(&)= 二 0。 由 于 


F(z) = (| tre +6—t) + fde) = flat+b—z)+f(z), 


所 以 F(8)=f(atb—8)+f(8)=0。 
方法 2 分 部 积分 
例 4.39 设 f(z) 在 [a,b] 上 具有 二 阶 连续 导数 , 且 Fa)=(O) 一 0, 证 明 : 


b b 
[fea = | (x—o zDD) dr, 
证 明 由 于 
b b 
| (z—a)z— DF dr= (rar DF zx) | | (2z 一 & 一 0 PCz)dz 


b b 
一 (2z 一 4 一 0)FCz) +2 f(z)dr= 2 f(r)dz. 


b b 
所 以 | fir)dzr = | (xz—a) (zDD rd; 


例 4.40 设 广 (z) 是 连续 函数 ,FCz) 一 [ff C0 一 dt, 证 明 
FC2a) — 2FCa) = 产 (ao) — fFC2a) 


4.2， 定 积分 等 式 与 不 等 式 的 证 明 人 
证 明 由 于 


2a a 
下 (2a) —2F(a)= [ fF (Qa—D) dt— 2| f DF (2a— td 
o o 


2a a 
三 | f DF (2a— td -| fF (2a— i) dt, 
a 0 


2a 2a 
[rr Ga pa = F7020+| f(Df2a— tid; 


[Fra Da = [fF Ga — ar, 

所 以 FC(2a) 一 2F(a)=f*(a)—f(0)f (2a)。 

定 积分 等 式 的 证 明 方 法 综述 

定 积分 等 式 的 证 明 ,是 一 个 计算 性 的 证 明 ,通常 应 用 两 种 方法 , 换 元 积分 和 分 部 积分 。 

(1) 若 定 积分 等 式 的 被 积 函数 仅 是 f(x) ,一 般 是 应 用 换 元 积分 , 若 等 式 的 左右 两 端 只 是 
积分 区 间 发 生变 化 ,在 换 元 时 ,主要 考虑 变化 积分 区 间 ; 若 等 式 两 端 是 被 积 函 数 变 化 ,而 积分 
区 间 不 变 ,在 换 元 时 ,主要 考虑 变化 被 积 函 数 。 

(2) 若 定 积分 等 式 的 被 积 函数 不 仅 是 f(x) ,而 且 还 含有 (x), 了 (zx) 等 ,一 般 是 应 用 分 
部 积分 。 

题 型 6 定 积分 存在 性 的 证 明 

例 4.41 设 f(z),g(z) 在 [a,6b] 上 连续 ,证 明 ; 至 少 存在 一 点 sE (a,b) ,使 得 

/Of gC de = sc®| fdr. 

分 析 ”尽管 结论 没有 涉及 导数 ,但 是 用 连续 性 定理 是 没有 办 法 得 到 结论 的 形式 的 ,况且 

结论 中 有 f(z) 和 | /C0 de, 它们 仍然 是 导数 和 原 丙 数 关系 .所 以 应 该 考虑 利用 微分 中 值 定 


理 : 罗 尔 定理 ,为 了 引入 辅助 函数 ,将 结论 中 的 & 改 为 z( 为 了 避免 积分 变量 + 和 & 区别, 将 积 
分 变量 改写 为 ) ,得 到 


Fa| god 一 go)| fd =0，: 或 fan] edt a) fod 二 0 
通过 观察 ,函数 | f(t| gC dt 的 导数 是 上 述 结论 的 形式 。 


证 明令 F(z) = [wa gear F(a) 二 F(b) 一 0, 于 是 F(x) 在 [a,6b] 上 满足 
罗 尔 定理 的 条 件 , 故 存在 &€ (a,6) ,使 得 F'(&) = 0。 由 于 
F(x) = fo sd Tacz| fd, 
于 是 
€ € 
RS 三 Fe| god+sCe| fd 一 0， 
所 以 有 fc® | sczdz 和 gH| fd. 
从 a 


例 4.42 ” 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , 且 | zf Cx)dz = | cpu 证明， 了 &€ (0,1) ,使 得 
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[rear = 0 
分 析 ”和 例 4.41 类 似 ,只 能 用 微分 中 值 定理 : 罗 尔 定理 。 但 问题 是 丽 数 | 7)d 的 原 
函数 是 什么 ?为 了 出 现 | /CDdi, 所 以 考虑 两 个 函数 的 积 , 即 z| /op)d 的 导数 才能 出 现 
-cwar. 但 是 
(中 ro 一 [pat af en) 
又 多 出 zf (x), 为 了 去 挤 这 部 分 ,只 需 减 去 | 4/ (4)di 的 导数 ,于 是 可 知 ,函数 
(drou 一 | rod = (ou) 国 [rou 


z 1 1 
证 明令 FCz) 一 | (ZX 一 和 f(t1)dt, 显 然 F(0) 一 0, 根 据 | zf Gz)dz 三 | repdz, 有 


全 py 1 
F(1) ja Df dt | ea [ea 0。 
所 以 函数 F(x) 在 [0,1] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 则 3 &€ (0,1) ,使 得 (8)= 二 0。 由 于 
FY = [povart zf en) = N= | rou'， 


re 
于 是 有 | f(z)dz 一 0。 


定 积分 存在 性 的 证 明 方 法 综述 

(1) 定 积分 存在 性 的 命题 ,尽管 没有 涉及 导数 ,但 所 用 的 结论 还 是 微分 中 值 定理 ,更 多 
情况 下 是 罗 尔 定理 。 这 是 因为 已 知 条 件 函 数 和 结论 中 的 积分 仍 是 原 函 数 和 导 函 数 的 关系 。 

(2) 应 用 罗 尔 定理 一 定 要 引入 辅助 函数 ,辅助 函数 的 引入 大 都 考虑 变 限 积分 函数 或 变 
限 积分 函数 与 某 个 函数 的 积 或 商 。 

(3) 确定 辅助 函数 同样 可 用 观察 法 和 解 方 程 法 。 

题 型 7 定 积分 不 等 式 的 证 明 

常用 定理 ”比较 定理 、 估 计 定 理 \ 微 积分 中 值 定理 。 


常用 不 等 式 绝对 什 不 等 式 || fdz|<| | fc) dr 


柯 西 不 等 式 [reoscoaz] 三 | Podz| de. 


方法 1 变 限 积分 函数 法 ( 定 积分 不 等 式 转化 为 函数 不 等 式 ) 

对 一 些 定 积分 不 等 式 , 可 以 理解 为 关于 积分 上 限 a 和 下 限 2 的 二 元 不 等 式 ,如 果 函 数 在 
区 间 端 点 a 和 4 没有 特定 的 性 质 要求 , 即 对 任意 的 端点 a 或 5 不 等 式 都 是 成 立 的 ,于 是 可 以 
将 不 等 式 中 的 端点 a 或 5 视 为 变量 , 改 为 zx, 结论 仍 是 成 立 的 ,此 时 不 等 式 转化 为 函数 不 等 
式 , 不 等 式 的 定 积分 化 为 变 限 积分 函数 。 


例 4.43 设 f(z) 在 [a.56] 上 连续 , 试 证 : [rwa] 和 a 一 o| fdr. 
分 析 根据 题 设 和 结论 ,对 任意 的 上 限 5, 只 要 f(z) 在 [a,5b] 连 续 , 上 述 结论 都 是 正确 


4.2 定 积分 等 式 与 不 等 式 的 证 明 人 


的 。 所 以 可 考虑 将 结论 中 的 5 改 为 x ,从 而 引入 变 限 积分 函数 ,实质 是 将 二 元 不 等 式 转化 为 
函数 不 等 式 。 


3 2 工 
证 明令 FCz) 一 (| fq) -cz 一 oj f(Ddt; 则 
P= 21co(| fe) [Fe Dar— ep 
一 站 rooyreod 一 | fa 一 | reod 


= 一 [re — fd <o. 
所 以 F(z) 是 递减 的 。 又 因为 F(a)==0, 因 此 F(5) 二 F(a)==0, 即 
(| reoaz) 二 (一 | fdr, 
注 〈1) 当 上 限 或 下 限 改 为 变量 x 时 ,积分 变量 应 更 换 为 上 或 其 他 字母 ,以 避免 积分 限 
和 积分 变量 重复 。 
(2) 此 题 也 可 将 下 限 a 改 为 变量 工 。 


(3) 此 题 可 以 应 用 柯 西 不 等 式 证 明 。 
例 4.44 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 , 且 单 调 增 的 ,证 明 : 


rb b 
(a 十 | flz)dzr < ?| Xf (xr) dr 


分 析 同 例 4.43 类 似 ,对 任意 的 6, 上 述 不 等 式 都 是 正确 的 。 所 以 可 将 结论 中 的 5 改 为 
工 , 从 而 引入 变 限 积分 函数 ,将 二 元 不 等 式 转化 为 函数 不 等 式 。 


证 明令 FCz) 一 Cato fd 则 


Ce [ou (a+ x) f(z) — 2zf (2) 


[ou CC [oa [reou [Erew f(x)Jdt 一 0。 


(因为 t<z, 且 f(x) 单调 增加 , 即 f(2) 二 f(x)) 所 以 F(x) 单调 递减 。 又 因为 Fla) 二 0, 所 以 
F(b)<F(a)=0, 即 


(a 二 人 | fde we 2 zf (0. 
例 4.45 设 f(z) 在 [0,1] 上 具有 连续 的 一 阶 导 数 ,在 (0,1) 内 二 阶 可 导 且 f(x) 0， 
了 (0) = 0, 证 明 ; ara 法 三 | rcodr。 


分 析 ”根据 题 设 和 结论 ,不 等 式 在 积分 区 间 [0,1] 上 成 立 ,但 是 对 区 间 的 右 端 点 1 ,并 
没有 特别 要 求 ,于 是 可 知 不 等 式 中 的 1 , 改 为 任意 的 工 结论 都 是 成 立 的 .但 新 的 问题 产生 : 


这 个 1 是 否 出 现在 其 他 地 方 ,如 子 x 下 x| rzydz, 这 不 得 而 知 ,这 只 能 通过 辅助 丽 数 引入 


后 ,在 证 明 单调 性 时 去 考量 ! 这 里 是 不 能 将 积分 下 限 0 改 为 变量 工 的 ,这 是 因为 f(0) = 0 
具有 特殊 性 。 
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证 明令 FCz) 一 [oa — 2z| /CD dr, 则 


EC2) = fC) 2[ joa $2f (x) $f (2) 2 reodr， 


y 和 1 2 和 
F(z) 3f(7)+ saxf 3f(7) 3 (ay af(z), 
P(x) 一 二 zj(z) > 0。 


由 于 玉 (z) 二 0 字 尼 (z) 在 [0,1] 上 单调 递增 之 忆 (z) 二 民 (0) 一 0 一 FCz) 在 [0,1] 上 单调 递 
增 F(z) 之 玉 (0) 一 0=>FGz) 在 [0,1] 上 单调 递增 全 F(z) 之 F(0) 王 0, 特别 地 FG1) 之 0, 即 
他 2 和 
[EE > 2| fd. 
方法 2 端点 函数 值 为 0 的“L-N” 方 法 
在 定 积分 不 等 式 的 命题 中 ,常常 伴 有 已 知 条 件 : 积分 区 间 的 端点 的 函数 值 为 0。 为 了 更 
好 地 ,充分 地 利用 已 知 条 件 ,一 般 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,或 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 。 
基本 原理 : 拉 格 朗 日 定理 : f(x) 一 f(a) 二 (zx 一 a) 了 (和 9 ,EE (azr) ,简称 "L”。 
牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 : 人 rod 三 f(z) 一 f(a), 简称 *“N”。 
于 是 , 当 用 到 两 个 定理 证 明 时 ,我 们 称 为 *L-N” 方 法 。 若 端点 函数 值 f(a) 二 0 时 , 则 有 
f(z)= (zxz—a)f (OEE (az) 和 [ou = f(x)。 


“L-N" 方 法 的 特点 是 充分 运用 端点 函数 值 为 0 的 性 质 ,将 函数 .导数 和 积分 有 机 的 联系 在 一 起 。 
例 4.46 设 f(z) 在 [a.b6] 上 可 导 , 且 f(x) 三 M,f(a)==0, 证 明 : 


b 
[evar < ¥ a 


证 明 对 任意 xzE[as0]j], 有 f(z)=f(z) 一 f(a)= 二 (和 (x 一 a), 根 据 (x) 三 M 得 到 
了 f(z) 三 M(x 一 Q) ,所 以 


b b M 
[war < TM -wdr = 了 4 一。 


例 4.47 设 f(z) 在 [a,6] 上 不 恒 为 0, 且 了 (zx) 连续 ,f(a) = f(6b) = 0, 证 明 : 存在 一 
个 se [a 加 使 | Fe [> 二 | f(z。 
(2 一 a)2。 


证 明 因为 f(z) 在 [a,b] 上 不 但 为 0, 且 (zx) 连续 ,所 以 存在 &E[a,b] 有 
[fF( 1= max I1f(z)|=M>o0。 


根据 拉 格 朗 日 定理 
f(x) = FGz) 一 Fo) =r), f(x) = FGz) 一 CO) =f (6) (zr), 
F 是 


| FFGz) | 委 MCz 一 a)， | zxz) | 委 MG 一 z)， 
因此 


6 b 后 6 
[rwar=| Fodz+| rodz<| | f(z) | dz 二 | | xz) | dz 
四 人 。 人 


所 本 b 四 
< [| Ge 一 adz+| 0 一 adz]< eM. 
芝 区 到 


4.2 人 


从 而 存在 Se [a,6], 有 | 了 (8) > ml) a 


方法 3 特定 值 转化 法 

所 谓 特定 值 转化 法 就 是 将 不 等 式 的 某 部 分 利用 拉 格 朗 日 定理 ,积分 中 值 定理 转化 为 特 
定 一 点 的 函数 值 , 然 后 利用 牛顿 - 菜 布 尼 茨 公式 ,经 放大 或 缩小 ,获得 所 要 证 明 的 不 等 式 。 

例 4.48 设 FGz) 在 [0,1] 上 连续 可 导 ,证 明 : 对 于 xE[0,1], 有 


1 Fa | 二 | (oo HF Da 
分 析 “不等式 | f(z) i<ha f(2) | 十 | PC | )dz 可 表示 为 


1 hs 1 1 
| 腕 你 必 ) (<| | Fo) | gt| 1fQ《Wld 或 | f(z) 一 | | Fa | wu<| | Fo | dt， 
0 0 0 0 
人 


利用 积分 中 值 定理 | | f(D | dt==| f(W) 1,7E (0,1) ,于 是 只 需 证 明 
| Fa) | 一 | fn | | Po | dt, 
这 和 和 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 的 形式 基本 一 致 。 
证 明 “由 于 /(z) 在 [0,1] 上 连续 ,于 是 存在 7E (0,1) ,使 得 | | fC) | di 二 | f(D 1。 
因为 F(z) 一 F(7) = roa. 于 是 
| FGz) | 一 | fn | 委 | FGz) mf | 一 rowel<h | fF | dt， 
因此 
WE OO 


例 4.49 设 f(z) 在 [0,1] 上 具有 二 阶 连续 导数 , 则 对 于 zi € (SE (1 在 


| PCz) |<3| fz) — f(a) 上 | |1F(z) dz。 
分 析 “不等式 | 六 Ca) | 生 3 1 /Go) 一 fz | 十 | 1 Ge | dz 可 表示 为 


| PFCz) | 一 3 1 f(r) — fn) < 上 | 天 (zadaz， 
根据 拉 格 朗 日 定理 ,有 
31 f(z)—f rr) |=3| zl|f DIFIfFD|I, 7€ (001)。 
于 是 问题 转化 为 只 需 证 明 
17 ta l= < | PCz) 1 dz 
这 和 和 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 的 形式 基本 一 致 。 
证 明 由于 me (0. 寺 },e( 达 由 3lm 一 ml1>1。 又 由 于 f(z) 在 [0,1J 上 具有 


二 阶 连续 导数 , 则 存在 7E (0,1) ,使 得 
3 1 7f(za) 一 Fr |=31z mn lf lIf 1. 
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由 于 PCz) 一 疡 (7 = Dees 所 以 


LF DEL Wl= Frowal<P [CD Ladis 
因此 
| .FPCz) |<IF OD + 上 | PCD | dt<3| fr)— fr) + 上 | PCz) | dz。 

定 积分 不 等 式 证 明 方 法 综述 

定 积分 不 等 式 的 证 明 比 普通 不 等 式 的 证 明 难 得 多 ,普通 不 等 式 有 诸多 规律 性 的 方法 可 
循 ,而 定 积分 不 等 式 却 完全 不 同 , 其 结论 在 形成 过 程 中 , 略 去 了 许多 中 间 环 节 ,或 经 过 放 缩 得 
到 结论 。 

(1) 如 果 是 与 区 间 端 点 无 关 的 命题 ,也 就 是 不 论 端点 取 是 什么 值 ,结论 都 是 成 立 的 ,此 
题 可 用 变 限 积分 函数 法 。 将 定 积分 不 等 式 改 为 函数 不 等 式 , 然 后 利用 前 面 总 结 的 方法 ,证 明 
这 个 函数 不 等 式 。 

(2) 如 果 对 区 间 的 端点 有 特别 的 限制 ,如 端点 函数 值 为 0 等 ,此 时 考虑 “L-N” 方 法 。 

(3) 如 果 所 证 不 等 式 是 比较 复杂 的 形式 ,利用 特定 值 转化 法 ,考虑 把 部 分 量 转化 为 函数 
在 某 点 的 函数 值 ,从 而 将 不 等 式 转化 为 与 微 积分 中 值 定理 或 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 一 致 的 形 
式 , 利 用 积分 性 质 , 放 缩 不 等 式 ,最 后 得 到 所 要 证 明 的 结论 。 

(4) 定 积分 不 等 式 的 证 明 的 关键 是 结论 可 能 通过 什么 渠道 形成 ,确定 整体 解 题 思路 ,或 
者 考虑 如 何 充分 运用 已 知 条 件 ,特别 是 比较 难 应 用 的 已 知 条 件 ,如 果 能 有 效 地 应 用 这 些 已 知 
条 件 ,问题 基本 得 到 解决 。 

练习 题 4-2 

1. 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , 且 是 单调 减少 的 ,证 明 : 对 任意 的 a€ (0,1) 有 

[fener >a (zydz。 

2. 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , 且 单 调 减 少 ,f(x) 过 0, 证 明 : 对 满足 0 二 a 二 Bp 二 1 的 任何 
as8, 有 B| fde > «| f Gnd. 

3. 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,证 明 : 


max | /Ca 芭 忆 eol | Da 
4. 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 , 且 单 调 递增 ,证 明 : [if ca 宇 48) fa. 


5. 设 f(z) 在 [a,5] 上 有 二 阶 导数 , 且 扩 (zx) 放 0, 证 明 : 二 人 oO > Lp)de. 
6. 设 f(z) 在 [a,5] 上 具有 连续 导数 ,上 且 f(a) 王 0, 求证: 


站 a 
[rwar < 52 Er 


7. 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,证 明 : 3 和 seE 《0.1) ,使 得 | f(D 一 (一 自 f( 和 9 。 又 若 FCz) 二 
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0, 且 单调 减少 , 则 这 样 的 & 是 唯一 的 。 


8. 设 f(x) 是 连续 函数 ,证 明 : [we —D)di= 上 (reoan]ar. 


9. 设 f(z) 有 连续 导数 ,上 且 f(0) = 二 0.0 二 了 (x) 二 1, 证 明 : (| reodz) <] rd. 


10. 设 FGz) 在 [0,a](e>0) 上 具有 连续 的 导数 ,证 明 : 
让 


WON 7 dz+| co ldz。 
aJo 0 
f(Ddt 1 fr 
11. 设 f(x) 是 以 了 为 周期 的 连续 函数 ,证 明 : lim 一 一 = 于 | fde, 


12. 设 f(x) 在 [0,1] 上 有 连续 的 导数 ,f(0) 二 0,f(1) 二 0, 求 证 : 
| roar < | [PCz)]?dz。 
13. 若 函 数 f(z) 在 [2,4] 上 具有 连续 导数 , 且 f(2) 二 了 (4) 二 0, 试 证 : 
Jirar 
14. 车 函数 f(z) 在 [a,6] 上 具有 连续 导数 , 且 fla) 二 1(5)==0, 试 证 : 


b 
ee i| | te ds 


< max | f(z) 1s 
2<r<4 


15. 车 函数 /Cz) 在 [0,1] 上 连续, 则 全/ cosz Ddz = 4 /| cosz Ddz。 


16. 设 函 数 f(zx) 在 (一 co, 十 co) 内 连续 , 且 F(x) 二 [< 22) f(D dt, 试 证 : 


(1) 若 f(x) 是 偶 函数 , 则 F(x) 也 是 偶 函 数 ; 
(2) 若 f(x) 是 单调 不 增 , 则 F(z) 单调 不 减 。 


求证 。 sinz § cosz 
We | 让 Te 


1 


4,3 连续 性 定理 与 微分 中 值 定理 考研 真题 


一 、 连 续 性 定理 与 微分 中 值 定理 考研 数 一 真 题 分 布 . 考 点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 连续 性 定理 与 微分 中 值 定理 的 考研 数 一 真 题 共 出 9 
道 题 ,其 题 型 分 布 在 : 
. 关于 存在 性 的 证 明 : 共有 4 个 题 , 分 布 在 2005 年 ,2007 年 ,2009 年 和 2013 年 。 
. 关于 不 等 式 的 证 明 : 共有 2 个 题 ,分 布 在 2004 年 和 2012 年 。 
. 关于 方程 根 或 函数 零点 的 讨论 : 共有 3 个 题 ,分 布 在 2008 年 ,2011 年 和 2017 年 。 

1 连续 性 定理 与 微分 中 值 定理 考研 数 一 真 题 题 型 分 析 

1. 存在 性 的 证 明 : 2005 年 考 了 利用 零点 定理 证 明 存在 一 点 满足 某 个 等 式 ,以 及 利用 拉 
格 朗 日 定理 证 明 存在 两 点 满足 某 个 等 式 ;2007 年 考 了 证 明 存 在 一 点 二 阶 导数 等 于 零 ;2009 


ww 
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年 考 了 证 明 拉 格 朗 日 定理 ;2013 年 考 了 应 用 罗 尔 定理 ,证 明 存在 一 点 满足 某 个 等 式 ;第 二 问 
也 应 用 罗 尔 定理 ,证 明 存在 一 点 满足 某 个 等 式 ,只 是 辅助 函数 的 引入 更 困难 些 ,寻找 两 点 函 
数值 相等 也 有 一 定 难度 。 

2. 不 等 式 的 证 明 : 2004 年 考 了 证 明 数 值 不 等 式 , 可 应 用 拉 格 朗 日 定理 证 明 , 也 可 转化 
为 (看 作 ) 函 数 不 等 式 ,利用 单调 性 证 明 ;2012 年 考 了 证 明 函 数 不 等 式 ,可 以 利用 单调 性 
证 明 。 

3. 方程 根 ( 零 点 ) 的 讨论 : 2008 年 考 了 求 函数 的 零点 个 数 ;2011 年 考 了 讨论 含有 参数 的 
方程 根 的 个 数 ;2017 年 考 了 利用 零点 定理 证 明 方 程 在 (0,1) 内 至 少 存在 一 个 根 ,再 利用 罗 尔 
定理 证 明 另 一 个 方程 在 (0,1) 内 至 少 存在 两 个 根 。 


2 连续 性 定理 与 微分 中 值 定理 考研 数 一 真 题 
1. (2004, 三 (15)(12 分 )) 设 e<a<0<e: ,证 明 : lne0 一 Inta>> 生 (0 一 a)。 


考点 与 解法 : 证 明 不 等 式 。 可 以 利用 拉 格 朗 日 定理 ,也 可 以 转化 为 函数 不 等 式 ,利用 单 
调 性 证 明 。 

2. (2005, 三 (18)(4 分 )) 已 知 F(z) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 f(0)==0,f(1)=1， 
证 明 : (i) 存 在 &€ (0,1) 使 得 1(&) = 二 1 一 &; (ii) 存 在 两 个 不 同 点 ,7E(0,1), 使 得 
f (WFD=1。 

考点 与 解法 : 存在 性 的 证 明 。(i) 可 用 零点 定理 证 明 ; (让) 用 & 将 [0,1] 分 成 两 个 区 间 , 应 
用 拉 格 朗 日 定理 , 联 立 。 

3. (2007, 三 (19)(11 分 )) 设 函数 f(z) ,g(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a.5) 内 具有 二 阶 导 数 ， 
且 存 在 相等 的 最 大 值 , f(a) 二 g(a),f(5) 二 g(6b) ,证 明 : 存在 EE€ (a,b) 使 得 (6) 二 g”(8)。 

考点 与 解法 : 存在 性 的 证 明 。 证 明 F(x) 二 A(z) 一 g'(x) 在 某 区 间 满 足 罗 尔 定理 的 条 


件 , 所 以 需要 寻找 两 点 函数 值 相等 ;或 找到 函数 f(x) 一 g(x) 三 点 函数 值 相 等 , 即 可 。 
4. (2008, 一 (1)(4 分 )) 设 函 数 f(x) = 上 In(2 十 Ddt; 则 (x) 零点 的 个 数 为 
(A) 0; (B) 1; Way (D) 3。 


考点 与 解法 : 求 函数 零点 的 个 数 。 求 导 函 数 , 令 其 等 于 0, 求解 。 

5. (2009, 三 (18) (11 分 )) 

(i 证 明 拉 格 朗 日 中 值 定理 ; 设 函 数 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 则 存在 EE 
(a,b) ,使 得 f(6) 一 f(a)== 了 (8) (6 一 a)。 

(ii 证明: 车 函数 f(x) 在 z=0 处 连续 ,在 (0,6)(6 二 0) 内 可 导 , 且 lim f(z) 二 A, 则 


彤 (0) 存 在 , 且 ff (0)=A。 

考点 与 解法 : 存在 性 的 证 明和 计算 单 侧 导 数 。(i) 利 用 罗 尔 定理 证 明 拉 格 朗 日 中 值 定 
理 ; (iD 用 定义 计算 (0)。 

6. (2011 ,三 (17)(10 分 )) 求 方程 Rarctanz 一 xz 一 0 不 同 实 根 个 数 , 其 中 为 参数 。 

考点 与 解法 : 求 方程 根 的 个 数 。 求 函数 的 单调 区 间 ,根据 & 的 取 值 范围 ,确定 每 个 单调 
区 间 零 点 的 个 数 。 


cw 1 十 > 
7. (2012 ,三 (15)(10 分 )) 证 明 : zln 


十 cosz 宇 1 十 地 (一 1<z 过 1)。 
Ll—2 2 
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考点 与 解法 : 证 明 函数 不 等 式 。 利 用 单调 性 证 明 不 等 式 。 

8. (2013 ,三 (18)(10 分 )) 设 奇 函 数 f(x) 在 [一 1,1] 上 具有 二 阶 导数 , 且 f(1) 二 1, 证 
明 : (D 存 在 6E (0,1) ,使 得 (8) 二 1; (iD 存在 7E (一 1,1) ,使 得 了 (十 f(D) 二 1。 

考点 与 解法 : 证 明 存 在 性 。 两 问 都 是 引入 辅助 函数 ,利用 罗 尔 定理 证 明 。 


9，(2017, 三 (18)(10 分 )) 设 丽 数 /(z) 在 [0,1] 上 具有 二 阶 导数 , 且 /01)>>0, lim 帮 安 一 


0, 证 明 : (让 方程 f(x) 二 0 在 区 间 (0,1) 内 至 少 存在 一 个 实 根 ; (让) 方程 f(x) 扩 (zx) 十 
[f(z) 了 =0 在 区 间 (0,1) 内 至 少 存在 两 个 实 根 ; 

考点 与 解法 : 证 明 方 程 根 的 存在 性 。(i) 利 用 零点 定理 证 明 ; (ii) 引 入 辅助 函数 F(x) 二 
f(x) 了 (zx) ,证 明 存在 三 个 点 ,函数 值 都 等 于 0。 


二 、 连 续 性 定理 与 微分 中 值 定 理 考研 数 三 真题 分 布 ,考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 连续 性 定理 和 微分 中 值 定 理 的 考研 数 三 真题 共 出 15 
道 题 ,大 致 每 年 一 题 , 题 型 分 布 在 : 

1. 关于 存在 性 的 证 明 : 共有 5 个 题 ,分 布 在 2003 年 ,2007 年 ,2009 年 ,2010 年 和 
2013 年 。 

2. 关于 不 等 式 的 证 明 : 共有 5 个 题 ,分 布 在 2004 年 ,2005 年 ,2006 年 ,2012 年 和 
2014 年 。 

3. 关于 等 式 的 证 明 : 有 1 个 题 ,分 布 在 2008 年 。 

4. 关于 方程 根 或 函数 零点 的 讨论 : 共有 4 个 题 ,分 布 在 2004 年 ,2011 年 ,2017 年 和 
2019 年 。 

1 连续 性 定理 与 微分 中 值 定理 考研 数 三 真题 题 型 分 析 

1. 关于 存在 性 的 证 明 : 2003 年 考 了 利用 罗 尔 定理 证 明 一 点 导数 等 于 0;2007 年 考 了 
利用 零点 定理 证 明 存在 零点 ;找到 三 点 函数 值 相 等 ,利用 罗 尔 定理 ,证 明 存 在 一 点 二 阶 导 
数 等 于 0;2010 年 第 一 问 考 了 介 值 定理 ,积分 中 值 定理 ,第 二 问 考 了 找到 三 点 函数 值 相等 ， 
用 罗 尔 定理 证 明 存在 一 点 二 阶 导数 等 于 0;2013 年 第 一 问 考 了 利用 介 值 定理 ,证 明 存在 一 
点 的 函数 值 满足 某 个 等 式 ;第 二 问 考 了 利用 罗 尔 定理 证 明 存 在 一 点 的 导数 值 满 足 某 个 

2. 关于 不 等 式 的 证 明 : 2004 年 考 了 证 明 积 分 不 等 式 , 引 入 辅助 函数 ,应 用 分 部 积分 ; 
2005 年 考 了 证 明 积 分 不 等 式 , 利 用 变 限 积 分 函数 法 证 明 ;2006 年 考 了 证 明 数 值 不 等 式 ,利用 
单调 性 证 明 ;2012 年 考 了 证 明 函 数 不 等 式 , 可 用 单调 性 证 明 ;2014 年 考 了 证 明 含 变 限 积 分 函 
数 积分 不 等 式 , 可 利用 变 限 积分 函数 法 证 明 。 

3. 关于 等 式 的 证 明 : 2008 年 考 了 定 积分 等 式 的 证 明 。 

4. 关于 方程 根 或 函数 零点 的 讨论 : 2004 年 考 了 确定 未 知 参数 ,使 函数 有 两 个 不 同 零 
点 ,2011 年 考 了 证 明 方 程 恰 有 两 个 实 根 ;2017 年 和 2019 年 分 别 考 了 确定 未 知 参 数 取 值 范 
围 , 使 方程 存在 一 个 实 根 和 三 个 实 根 。 

2 ”连续 性 定理 与 微分 中 值 定理 考研 数 三 真题 

1. (2003, 八 (8 分 )) 设 函数 y= 二 f(x) 在 [0,3] 上 连续 ,在 (0,3) 内 可 导 , 且 f(3)=1， 


人 第 4 章 连续 性 定理 与 微 积分 中 值 定 理 


了 (0) 十 f(D) 十 f(2)= 二 3, 试 证 必 存 在 SE (0,3), 使 了 (8)=0。 

考点 与 解法 : 存在 性 的 证 明 。 找 到 两 点 函数 值 相等 ,利用 罗 尔 定理 。 

2. (2004, 二 (7)(4 分)) 当 a 取 下 列 哪 个 值 时 ,函数 f(x) 二 2z 一 9z* 十 12z 一 a 恰 有 两 
个 不 同 零点 。 

(A) 2; (B) 4; (CY 65 DY 8 

考点 与 解法 : 确定 未 知 常数 。 求 单调 区 间 , 确 保有 两 个 不 同 零点 满足 的 条 件 , 求 出 a 的 
取 值 。 


3. (2004, 三 (17)(8 分 )) 设 函 数 f(z),g(zx) 在 [a,6] 上 连续 ， 且 满 足 | /Dd 之 


> 站 四 四 
[oo f(Dd= | g(t)dt, 证 明 : [zf ar < | zg dz, 


考点 与 解法 : 证 明定 积分 不 等 式 。 利 用 分 部 积分 , 原 函 数 为 积分 上 限 函 数 。 

4. (2005 ,三 (19)(8 分 )) 设 F(z),g(z) 在 [0,1] 上 的 导数 连续 , 且 Fo) =0,f (zx) 宇 0， 
g(x) 二 0。 证明: 对 任何 a E [0o.1], 有 | eco7codz+| fg de 之 f(a)g(l1)。 

考点 与 解法 : 证 明定 积分 不 等 式 。 引 入 变 限 积分 函数 ,利用 单调 性 ,证明 函 数 不 等 式 。 

5. (2006 ,三 (17)(10 分 )) 证 明 : 当 0<a<6b 二 x 时 ， 

psinp 十 2cosp 十 rp 二 asina 十 2cosa 十 ra。 

考点 与 解法 : 证 明 数 值 不 等 式 。 利 用 单调 性 ,证 明 函 数 不 等 式 。 

6. (2007 ,三 (19)(11 分 )) 设 函数 f(z),g(z) 在 La,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 二 阶 可 导 且 存 
在 相等 的 最 大 值 。 又 f(a)= 二 g(a),f(65) 二 g(5) ,证 明 : 

(GD 存在 7yE (a,6) ,使 得 (二 g(); (iD 存在 SE (a,b) ,使 得 (和 ) 二 g (8)。 

考点 与 解法 : 存在 性 的 证 明 。(i) 用 零点 定理 ; (iD 引入 辅助 函数 F(x) 二 f(x) 一 g(x)， 
找到 三 点 函数 值 相等 ,利用 罗 尔 定理 ,存在 一 点 二 阶 导 数 等 于 零 。 

注 ”此 题 为 上 小 节 3. (2007, 三 (19)(11 分 )) 题 的 细 化 。 

7. (2008, 三 (18)(10 分 )) 设 f(z) 是 周期 为 2 的 连续 函数 ,证 明 : 


tt2 2 
(iD 对 任意 的 实数 4. 有 | f(z)dzr = | fear; 


(iD G(z) = [2% —| fads] 是 周期 为 2 的 周期 函数 。 


考点 与 解法 : 定 积分 等 式 的 证 明 。(iD 和 (ii) 都 是 换 元 积分 。 
8. (2009 ,三 (18)(11 分 )) 题 目 同上 小 节 5. (2009, 三 (18)(11 分 )) 题 。 
9. (2010, 三 (19)(10 分 )) 设 函 数 f(z) 在 [0,3] 上 连续 ,在 (0,3) 内 存在 二 阶 导数 , 且 


2f(0) = [fea 二 f(2) 十 f(3)。 证 明 : 


(D 存在 wyE (0.2) ,使 f(D)==f(0); (ii) 存在 6E (0,3), 使 (8)=0。 
考点 与 解法 : 存在 性 的 证 明 。(i) 用 积分 中 值 定理 ; (ii) 找 到 f(z) 在 三 点 函数 值 相等 ， 
利用 罗 尔 定理 。 


10. (2011, 三 (18)(10 分 )) 证 明 方程 darctanz 一 z 十 舍 x 一 /3 一 0 恰 有 两 个 实 根 。 


考点 与 解法 : 证 明 方程 存在 二 根 。 求 函数 的 单调 区 间 ,确定 每 个 单调 区 间 零 点 的 个 数 。 


4.4 本 章 练习 题 答案 与 提示 从 


11. (2012, 三 (18)(10 分 )) 题 目 同 上 小 节 7. (2012, 三 (15)(10 分 )) 题 。 

12. (2013, 三 (19)(10 分 )) 设 函数 f(z) 在 [0,2) 上 可 导 ,f(0) 二 0 且 lim f(x) 一 2。 证 
明 : (1) 存在 0, 使 得 fa) 一 1; Gi) 对 (中 的 a, 存 在 SE (0,4) ,使 得 6) 一 二 。 

考点 与 解法 : 存在 性 的 证 明 。(i) 利 用 零点 定理 或 介 值 定理 ; (让) 利用 罗 尔 定理 或 拉 格 
朗 日 定理 。 

13. (2014, 三 (19)(10 分 )) 设 函数 f(zx),g(z) 在 [a,5b] 上 连续 , 且 函 数 f(z) 单调 增加 ， 
0 过 g(x) 二 1。 证明: 


Pz at [sg ds ob 
(2) o<| g(i)d 去 工 一 azE La,b]l; GD 站” fd < {fn gdr, 


考点 与 解法 : 证 明定 积分 不 等 式 。(i) 利 用 定 积分 的 保 序 性 ; (让 将 5 改 为 x ,引入 变 限 
积分 函数 法 ,证明 函 数 不 等 式 。 


14. (2017, 三 (18)(10 分 )) 已 知 方程 ] 1 一 = 在 (0,1) 内 有 实 根 ,确定 常数 
(1 十 站》 二 
的 取 值 范围 。 
考点 与 解法 : 确定 常数 范围 。 可 以 证 明丽 数 /(z) 一 Cj 二 一 二 一 k 是 单调 的 , 求 册 
n x 


最 小 值 和 最 大 值 , 使 最 小 值 小 于 0, 最 大 值 大 于 0。 

15. (2019 ,一 (2)(4 分 )) 已 知 方程 xz; 一 5x 十 k= 二 0 有 三 个 不 同 在 实 根 , 确 定常 数 & 的 取 
值 范围 。 

(A) (—%,—4);  (B) (4, 十 co); (C) [一 4,4]; (D) (一 4,4)。 

考点 与 解法 : 确定 常数 范围 。 求 导 函 数 广 (z) , 令 其 等 于 0, 求 出 驻 点 ,得 到 单调 区 间 ,于 
是 确定 方程 有 三 个 不 同 实 根 满足 的 条 件 , 求 出 常数 取 值 范围 。 


E44 本章 练习 题 答案 与 提示 


练习 题 4-1 答案 与 提示 


1. 提示 : 只 需 证 明 函 数 在 (0,a 十 6] 上 至 少 有 一 个 根 。F(0)== 一 6<0,F(a 十 b)==a[1 一 sin(a 十 6)] 之 0， 
根据 零点 定理 ,在 (0,a 十 中 内 至 少 存在 一 根 。 

2. 提示 : 函数 f(z) 二 e* 十 e* 十 2cosr 一 5 是 偶 函 数 , 关 于 y 轴 对 称 , 只 需 证 明 f(x) 在 (一 co,0) 或 
(0, 十 co) 内 有 唯一 零点 。 由 于 lim f(z) lim (ee te * 二 2cosz 一 5) 1<0, lim f(z) 二 十 ,根据 零点 
定理 ,至 少 存在 一 个 零点 。 由 于 了 (zx) 二 e* 十 e “一 2cost 之 0, 所 以 (x) 单调 增加 ,由 于 (0) 二 0, 则 在 
(0, 十 0) 内 了 (zx) 之 0, 所 以 f(x) 在 (0, 十 co) 内 单调 增加 ,所 以 f(x) 有 唯一 零点 。 


3. 提示 : 令 下 (z) 一 2z [fea 1, 则 F(z) 二 2 一 f(z) >0, 于 是 F(z) 单调 增加 。F(0) = 一 1 一 


0,FGD) 一 1 一 | /Cdr > 0, 根 据 零点 定理 ,F(z) 存在 零点 .所 以 函数 F(z) 在 (0,1) 内 有 唯一 零点 。 
4. 提示 : 令 7(z) 一 z 十 加 十 gcosz, 显 然 广 (z) 二 0, 所 以 FCz) 单 调 增加 。 又 由 于 lim 7(z) 一 一 c, 且 
im (zy 一 十 co ,根据 零点 定理 ,函数 F(Cz) 存 在 零点 。 所 以 函数 FCz) 有 唯一 零点 。 
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5. k<0 或 4 一 了 3. 提示 : 令 FCmD) 一 kz 十 点 一 1,(D 当 k<0 时 ,F(z) 一 k 一 各 <0, 所 以 F(z) 单 调 


减少 ;因为 lim F(z) 一 十 ,lim F(x) 一 一 ,所 以 F(x) 在 (0, 十 呈 ) 内 有 零点 , 且 是 唯一 零点 。(2)k 之 0， 
出 六 友 ?2 和 

令 已 (z) 一 At 一 误 一 0, 解 得 zo 一 /二 , 且 玉 (z) 志 0, 所 以 z 一 人 /二 是 最 小 值 点 , 仅 当 F(zo) 一 kzo 十 言 一 
上 


1 一 0, 即 4 一 了 VS 时 ,函数 F(z) 只 有 唯一 零点 。 


6. 2 个 。 提 示 : F(z) 一 nz 一 三 二 | VI 一 coszdz,F'(z) 一 二 一 二 。 令 F(z) 一 0, 解 得 一 er 显 
然 F(z) 在 (0,e) 和 (e, 十 co) 是 单调 的 ,由 于 | VIcoszdz > 0, 所 以 F(e) > 0, 且 limF(z) = 一 co， 
lim F(x) 一 一 co ,所 以 F(x) 在 (0,e) 和 (e, 十 co) 上 ,各 有 唯一 零点 。 
7. 提示 : 对 两 个 函数 zF(z) 和 Inzx 在 [a,5] 上 应 用 柯 西 中 值 定理 。 
要 A fz) 1 十 zx i 
8. 提示 : 将 结论 中 的 & 改 写 为 z, 有 f(z) + (7) 0, 整 理 方程 (7) ,积分 得 到 Inf(z) 一 
一 lnz 一 z 十 C, 即 zz)er 一 ec ,引入 辅助 函数 F(z) 一 zez(z) ,验证 F(z) 在 [0,1] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 。 


9. 提示 : 用 观察 法 确定 辅助 函数 F(z) 一 z| f(Dqr, 验 证 F(x) 在 [0,1] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ,应 用 


罗 尔 定理 ,得 到 结论 (1); 且 F(x) 一 | /CDdr+zf(z) 在 [0,1] 上 也 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 对 FF (zx) 在 [0,1] 
上 应 用 罗 尔 定理 ,得 到 结论 (2)。 
10. 提示， 将 结论 中 的 6 改写 为 ,于 是 及 (z) 十 &/(z) 一 0， 角 方程 太一 一 人 得 到 In/(z) 一 一 人 如 


十 C, 于 是 有 ee Fr(z) 一 ec ,所 以 辅助 函数 为 F(z) 二 f(x)e” ,再 验证 F(x) 在 [a,b] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ， 
应 用 罗 尔 定理 就 可 以 得 到 结论 。 

11. 证 明 不 等 式 : 

(1) 提示 : 变形 。 只 需 证 明 Smz> 对。 令 F(z) 


Sinz 


,用 单调 性 证 明 F(z) 二 0。 


(2) 提示 : 变形 ,只 和 需 证 明 3 <Sas ,引入 畏 助 函数 /(z) 一 Sm ,证 明 (z) 在 (0, 十 co) 内 单调 减少 ， 
就 可 以 得 到 结论 。 


(3) 提示 : 利用 单调 性 ,证 明 两 个 不 等 式 (Dz 一 后 之 sinz， (2)sinz<zyz>0。 


(4) 提示 : 利用 单调 性 ,证 明 两 个 不 等 式 (1)z 一 于 屏 <lnG1 十 z); (2)ln(1 十 z)<z。 


(5) 提示 : 令 F(z) 一 以 (b>1)， 显 然 产 (z) 一 旋 ( 户 一 1) ze 之 0, 思 函数 ,于 是 有 州 2 


1 
22-1 


1 [Be1 el 癌 ]< 冯 11 $f -2) ,mr < +t)’. 
(6) 提示 : 将 问题 转化 为 ilna>alnb, 即 Je> 189。 令 f(x) 一 中 ,验证 /(z) 在 z>e 上 单调 递减 。 


(7) 提示 : 利用 最 值 法 证 明 。 令 F(z) 一 zarcetanz 一 去 In(1 十 世 ), 则 F'(z) 一 arctanz, 显 然 F(z) 不 是 单 


调 函数 。 令 F'(z) 一 0, 得 到 唯一 驻 点 zx 一 0,F(z) 二 0, 所 以 z==0 是 最 小 值 点 ,最 小 值 F(C0) 一 0, 所 


1 
1+z’ 
以 F(z)=zarctanr—B ln(1+z)>0。 


(8) 提示 : 利用 单调 性 ,证 明 两 个 不 等 式 (1D)Inz 之 zl1,z>1; (2)Inz<z1.0<z<1。 
zl En 


4.4 本 章 练习 题 答案 与 提示 > 


4 一 2z 
六 


(9) 提示 : 求 最 值 。 令 f(x) 二 4zlnzx 一 zx? 一 2zx 十 3, 则 广 (z) 一 4lnz 十 4 一 2z 一 2, 且 (zx) >0,， 


所 以 PCz) 单 调 递增 ,由 于 (1) 二 0, 所 以 在 (0,1) 上 ,f(z)<0, 在 (1,2) 内 ,六 (zx) 之 0, 所 以 了 (1) 二 0 是 函 
数 f(z) 的 最 小 值 。 


(10) 提示 ; 对 函数 Inz 在 [av 拉 上 应 用 拉 格 衣 日 定理 ,得 到 Ja 一 me 一直, 其 中 a<<e<bi 只 需 证 明 


2a 1 
De 


12. 提示 : 用 观察 法 确定 辅助 函数 F(z) 二 f(z) 一 x*[f(1) 一 f(0)], 验 证 F(z) 在 [0,1] 上 满足 罗 尔 定 
理 的 条 件 , 应 用 罗 尔 定理 就 可 得 到 结论 。 本 题 还 可 用 对 函数 f(x) 和 xz? 在 区 间 [0,1] 上 应 用 柯 西 定理 的 方 
法 证 明 。 

13. 提示 : 由 于 f(x) 在 (0,1) 内 取 最 大 值 ,不 妨 设 & 是 函数 (x) 在 (0,1) 内 的 最 大 值 点 ,根据 费 马 定理 ， 
有 了 (各 二 0, 对 函数 f(x) 分 别 在 [0, 种 上 和 [&,1] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ;了 ( 和 一 (0)=&f (0) ,0 一 0 一 全 
一 了 (和 = 一 自 六 (WD) ,7<1。 于 是 ,根据 | 了 (zx)| 志 1, 有 | (0)| 十 | 了 (D1<1。 

14. 提示 : 将 结论 中 的 & 改 写 为 ,于 是 有 /6D 十 jg Gz) 一 0, 解 方程 民 加 一 一 g Cz), 得 到 lnf(z)= 


一 g(z) 十 C, 即 ef(z) 二 ,所 以 辅助 函数 为 F(x) 二 f(x)e" ,验证 F(z) 在 [a, 妃 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 应 
用 罗 尔 定理 就 可 得 到 结论 。 


15. 提示 : 将 结论 中 的 改写 为 ,于 是 有 了 (x) 一 22/(z), 解 方程 大 加 一 2z, 得 到 Inf(z)=zx:+C, 
即 e”f(x) 二 ee, 为 了 更 好 利用 已 知 条 件 ,辅助 函数 设 为 F(z) 二 el f(z), 根 据 已 知 条 件 f(1) 一 


2 jaydz, 利 用 积分 中 值 定理 ,有 f(1) = er (7, 即 F(1) 一 F( 力 ,再 对 FCz) 在 区 间 [7,1] 上 应 用 
罗 尔 定理 。 

16. 提示 : 根据 积分 中 值 定理 , 3 7 E (0, ,使 得 | 7Cz)sinzdz 二 Gy)siny 一 0, 即 F(CJ) = 0。 若 是 
了 (x) 唯一 零点 , 则 在 (0,7) 内 和 (7,r) 内 ,f(zx) 一 个 恒 正 , 另 一 个 恒 负 ,从 而 有 F(z)sin(z 一 力 恒 正 或 恒 负 ， 
所 以 | cmsincz 一 办 dx 头 0, 也 就 是 cosy| Ge)sinzdz = sing| /f(x)coszdz 关 0 这 与 | /Csinzde 三 


feeosrdr = 0 矛盾。 于 是 还 存在 另外 一 个 零点 ,应 用 罗 尔 定理 就 可 得 到 结论 。 


17. 提示 : (1) 利用 lim 帮 2 一 1, 可 以 找到 一 点 函数 值 大 于 零 , 利 用 li 一 2, 可 以 找到 一 点 函数 什 


小 于 零 , 于 是 3 &€ (0,1) ,使 得 f(&)==0。 

(2) 引入 辅助 函数 F(x) 二 ee[ 了 (zx) 一 f(z)], 只 需 找 到 两 点 ,使 得 了 (x) 一 f(x) 二 0。 令 g(xz)= 
e f(x), 根据 已 知 条 件 和 结论 (1) 有 : (0) 一 (6 一 (1) 一 0, 利 用 罗 尔 定理 , 30E (0,6) 和 wnE (6,1) ,使 
得 5(b) 一 g&( 力 一 0, 即 户 (9) 一 7(9) 一 0, 挛 ( 力 一 F( 力 一 0。 于 是 FCz) 在 [6, 们 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 应 用 
罗 尔 定理 即 得 到 结论 。 

18. 提示 :〖 方 法 1 过 点 (0,0),(1,2),(2,0) 作 抛物 线 y= 二 azx’ 十 bz 十 c, 得 到 y 2z? 十 4z, 引 入 辅助 
函数 F(z)= 二 f(x) 一 y= 二 f(x) 十 2x? 一 4T, 显 然 ,函数 F(z) 在 [0,1] 上 和 [1,2] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 存 在 
两 点 jE (0,1) ,7E (1,2) 使 得 F' (1) 二 FY() 二 0, 再 对 函数 F(x) 在 区 间 [y, 四 上 应 用 罗 尔 定理 ,存在 <E 
(J 四 ,使 得 FY(6) 二 0。 而 F(z) 二 (xz) 十 4, 于 是 结论 成 立 。 


【方法 2 利用 泰勒 公式 fCz) 一 (1) 十 广 (1)(z 1D 二 二 /ez 1)? ,将 z 一 0 和 z 一 2 分 别 代 入 公式 


中 ,得 到 f(0)==f(1) 一 了 (1)++ 于 /Cs )，, 印 $78) 2 十 广 (GD ,7(2) 一 GD 十 普 (GD) 十 于 疡 (全 )， 即 
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坦 /(e)=2 二 PCD) ,于 是 /6) 十 /Ke) 一 一 8。 根据 介 值 定理 得 到 结论 。 


a b 
19. 提示 : 将 结论 变形 二 -人 一 1, 于 是 需要 找到 一 点 ,对 函数 /Cz) 分 别 在 区 间 [0,r] 上 和 


[r,1J 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 : fC) 一 /(0)==zf (和 ,f(D 一 f(D=(1 DAD, 于 是 有 -mp 全 


0 一 Ce) 可 i 、 电 
1 一 = 从 而 有 太后 十 - 广 和 呈 一 1, 于 是 我 们 发 现 5， 应 满足 /() 一 年 5。 根 据 介入 定理 ,这 样 的 点 是 存在 的 。 


20. 提示 : 由 于 f(a) 二 0,f(5) 二 1, 根 据 介 值 定理 ,rE (0,1), 使 得 f(z) 二 1/2。 对 函数 F(z) 分 别 在 
区 间 [a,r] 上 和 [zr,6] 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,有 
jnD 一 ao) = DF, FOD-fD= 06D EAD 


1 1 
27( 0 2 5 

21. 提示 : 根据 题 意 ,存在 xo， 满 足 f(z)= min f(z)=—1. 将 函数 在 点 zo 展 出 泰勒 公式 : f(x)= 
(za) 十 Przo)(Cz 一 mm) 十 去 /0)(z 一 aa) 由 于 加 是 极 小 值 点 ,所 以 (zxo)==0, 在 将 z==0 和 z=1 代入 
公式 中 ,有 


f(0) = (rzo) 十 于 /6 如， GD = /Km) 十 于 /6 4 


ee 当 zo 之 汪 时 ,根据 $f (0) 1 显然 了 (91) 之 8; 当 


Zo 让 > 瑟 1 ,根据 于 Ab)G xzo)2 一 1, 有 疡 (2) 三 8。 
22. 提示 : Wp 
R= OB A (zx—0)’, 
f(z) = SD+II Dz D+Er ES) (z 一 1D?， 
两 式 相 减 得 到 : 
f= -Df D + < 
23. 提示 : (1) 令 F(z) 一 大 十 由 一 (z 十 已 训 , 则 太 (z) 一 工 [zi 一 (z 十 人 让 >>0, 所 以 函数 f(z) 音 
调 递增 。 又 由 于 f(0) 二 0, 于 是 对 任何 的 a 之 0, 有 f(a) 之 f(0)=0, 即 fa) 二 a 十 态 一 (a 十 人 之 0。 
(2) 将 不 等 式 表示 为 [+ 这) > ( 袜 )》 和 六 坟 助 画 数 JD 二 (Ito) 
练习 题 4-2 答案 与 提示 
1. 提示 : 将 数值 不 等 式 改 为 函数 不 等 式 。 将 a 改 为 ,引入 辅助 函数 


pe 2 “fr (Ddi, 


求 导 ,利用 积分 中 值 定理 得 到 


F(z) = (#® | rod 1 [zf(z) 一 zf(9] 一 工 [F(z) 一 F69] 一 0。 
I 0 I 
其 中 0<S<z。 于 是 F(z) 单 调 递 减 , 对 任意 的 0<z<1,F(z) 之 F(1) 一 0。 


4.4 本 章 练习 题 答案 与 提示 个 


2. 提示 : 对 不 等 式 变形 ,有 二 f(z)dz > 雪 ]2f G9ax. 将 数值 不 等 式 转化 为 函数 不 等 式 ,引入 辅助 函 


| flDdt 


还 


数 F(z) 一 


， 求 导 , 利 用 积分 中 值 定理 ,得 到 


F(z) 5 (zf(#) | rod [zf(z) 一 zf(9] 一 二 [F(z) 一 F(6]<<0， 
EF 0 I 


其 中 0<e<z。 所 以 F(z) 单 调 递减 ,于 是 对 0<a<B<1, 有 F(a) 之 F(), 即 
[cwar [cnaz [rowar 
>b 
a 万 各 
3. 提示 ， 用 特定 值 转化 法 ,把 并 -| | 7(z)dz| 和 mmax | /(z) | 转化 为 函数 在 一 特定 点 的 函数 值 ,根据 
积分 中 值 定理 以 及 闭 区 间 和 连续 函 数 性 质 , 得 到 
sf we |=| /ON ,gE aD 和 max|/f(2) |=|/(D 19E [eb] 


根据 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 有 三 ( 妃 一 F(C6) 一 reodr， 于 是 


GI OG A 


4. 提示 : 将 5 改 为 z, 引 入 积分 上 限 辅助 画 数 F(z) 一 | :7(D)dr 一 和 十 于 | Codr, 骨 


Wx)= 二 (未 了 | reod: “二 </ 


所 ene) 一 二 | reod = 去 [Cz 一 fz) = = 人 ROT (wd 


= 去 (z 一 oLAco —f(0]>0. 
于 是 F(z) 单调 增加 ,根据 a<b, 得 到 FF(5b) 宇 F(a) 二 0, 结 论 成 立 。 


5. 提示 : 变形 ,将 65 改 为 x, 引 入 积分 上 限 函 数 F(z) = [f(z) 十 f(a)] 2 了 一 | fa 


F(z) = 二 [fCD + oO] 十 于 人 z 一 Or) —/f(z), 


FD) = 去 /十 于 PC 十 于 (一 Oo 一 rcz) = 二 (z-D) f(z) >0, 
于 是 F(x) 单调 增加 ,所 以 已 (0) 三 Fa) 一 0, 所 以 FFCz) 单 增 , 有 下 (0) 志 FGa) 一 0。 
6. 提示 : 对 /(z) 在 [avz] 上 应 用 牛 玫 - 莱 布 尼 鞠 公式 ,有 [Cz) 一 f(a) 一 | CO)de。 利 用 f(a) 一 0 得 


I 2 
到 f(zw) < (| /Gear)】 ,再 利用 柯 西 不 等 式 ,有 


FST Ta [az= of DP < 0 crco]ar， 
两 边 积分 得 到 结论 。 
7. 提示 : 令 F(z) 一 (1 一 z)| /CDi 显然 F(1) 一 F(0) 一 0, 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ,存在 一 点 各 合 
Fe = 0。 
8. 提示 : 这 是 一 个 计算 性 的 证 明 ,可 以 采用 交换 累 次 积分 的 次 序 去 证 明 ; 也 可 以 作 差 , 求 导 ,其 导数 等 
于 0, 说 明 是 一 个 常 函 数 ,再 取 特定 值 ,证 明 常数 为 0; 


9. 提示 : 引入 变 限 积分 函数 : 令 F(z) 一 (| 7COd] 一 ACDdrs 则 
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F'Cz) = 2| faef Ca) — f(z) = f(z) [rea few]. 


可 以 证 明 f(z) > 0. 又 令 GCz) 一 2 fd 一 户 (z), 则 


CD = 2 2 DF BD = 2 D1 = >0 
10. 提示 : 利用 牛顿 - 莱 布 尼 世 公式 ,得 到 f(D) 一 /00) = | (Dde, 于 是 有 CO) = 一 | 7 Wa 


LION EO AC sl7eo 上 fr wul< tw + FD lesl7co 上 + 


上 17 1dr, 对 不 等 式 两 边 积分 有 | 1 C0) | 由 和 | 17(z) 1dz 二 | [| Tce 1dz]dz, 于 是 得 到 所 
证 明 的 结论 。 
1 提示 : 令 4T 之 z 忆 (mn 十 DT, 不 妨 设 | f(z)dz > 0( 反 之 , 同 理 证 明 ), 由 于 


| rod = 三 rou 二 /oa 一 | fea + | fae, 


[oa 中 fod Ou 


并 3 I 
『 CDdt 
由 于 f(x) 连续 , 且 并 委 工 和 (2 十 1)T, 则 lim 王 .0, 且 
T 2 T 
| fd 中 fd 中 Cr)dt 
9 二 和 < 
nt+D DT L aT 
> 
中 fd 1 fr [pea 1 fr 
o = .Jo 下 
pn 0 fe ~ $feae 


12. 提示 : 牛 频 - 莱 布 尼 区 公式 Cz) 一 /00) 一 | PCz)dziyGD) 一 /Cz) 一 | /Cz)dz, 利 用 柯 西 不 和 
式 ,有 
= 1 
fw < a) [rco]idar<z| rco]dz， 


FDS) ra) reo]daz<a-a| LF DPde, 
[WR 人 reouc+ re (zx)dr 
< (zj Lf Fdz)azt | [o-oo [Lf DFar]de 


(fat ha -Ddz)|, [f(z dz = 于 [PCz)]?dz。 


13. 提示 : 用 拉 格 朗 日 定理 f(x) 一 f(2)= 二 (zx 一 2) 了 (和 ,f(z) 一 f(4)=(zx 一 4) 了 (WD), 于 是 有 |f(zx)| 达 
(z 一 2) max | f(z)|;|f(7)|<(4—z) max|f (rz)|, 所 以 
cd 2<xc4 


| reoaz|<j I/D 1dz=| 17eo 1dz+| rco ldz 
2 1 入 3 
和 
< (2art| 4ndr) max 1f (01= max | f (2) 1 
14. 提示 : 由 于 f(x) 在 闭 区 间 [a,6] 上 连续 ,所 以 | f(z) | 在 [a 碌 上 可 以 取 到 最 大 值 , 设 | (和 | 一 
max | f(D | ,所 以 KG9 一 Fa) = | coDdziyGD) 一 Fe 一 | rodr, 于 是 1 Fe ls 和 | co ldz， 


4.4 本 章 练习 题 答案 与 提示 全 


1 = 上 Tree ldz, 所 以 
217e < reoldz+| EAE EAE 
15. 提示 : 利用 周期 函数 性 质 得 到 | fC| cosr |)dz 一 2| fC] cosz dr. 由 于 | /cl cosz Ddz 一 
并 rd cosz Daz+| eosz Da 对 积分 | Cl cosz 1)dz 做 变量 代 换 , 令 1 一 一 z, 则 
[pd cos Daz = | pd cos DaD = [of cou Dar = | 1¢) cor Daz. 


16. 提示 : 本 题 是 计算 性 的 证 明 。(1) 计算 下 (一 z) ,做 负 变 换 有 
F(—z) Lj 工 一 20) f(Ddt [WR z 十 2 一 四 (一 do [a 2 fw du = F(z)。 


(2) 计算 F(z) ,F(z) fe 20) /Cd z| fa 2| ord 由 Ca) 单调 不 增 得 


F'Cz) 一 [oa 十 zf(z) 一 2zf(Cz) 一 站 rod 一 zf(z) 


= z[(9 一 /(z)] 三 0,0<5<z。 


17. 提示 : 作 差 
各 cosr 笃 sinz 和 cosz 一 sinz 
| TE 上 TE 上 
二 z 一 了 一 
2 COST— SIDZ 


攻 Cos5 一 Sinzdr 十 


0 1 十 好 4 1 十 下 4 1 十 (到 -= 
3 77*) 
= [i (eosz— sinz) 二 dz 二 0 
本 1+ (至 -<) -< 
2 
考研 真题 答案 与 提示 


数 一 真 题 与 数 三 真题 证 明 过 程 略 , 详 见 考研 真题 。 
思考 题 答案 ; (1) e[f(z) 十 1]; (2) er[F(z) 一 2];， (3) ef’ (Cz); (4) ef (zx); (5) zf(z)—zs 


l 
(©) ef) (7) LR, (8) A. 
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一 元 函数 微 积分 的 应 用 


基本 概念 


an ho o 


. 极 值 点 , 极 值 . 最 值 ; 

. 单调 增加 .单调 减少 .单调 区 间 ， 
. 拐点、 是 四 函数 、 凸 四 区 间 ; 

. 切线 ,法 线 、 渐 近 线 ; 
.函数 的 平均 值 ; 


6. 曲率 、 曲 率 半 径 。 


基本 方法 


wD 


. 求 函数 的 极 值 点 和 极 值 ; 

. 求 函数 的 单调 区 间 ; 

. 求 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 ; 

. 求 函 数 的 止 凸 区 间 和 拐点 

. 求 曲 线 的 切线 .法 线 、 渐 近 线 方程 ; 
. 计算 平面 区 域 的 面积 ; 

.计算 立体 的 体积 ; 


8. 计算 平面 曲线 的 弧 长 ; 
9. 计算 曲率 、 曲 率 半径 ; 


“10. 计算 旋转 曲面 的 面积 ; 
“11. 计算 液体 压力 ; 

“12. 计算 物体 之 间 的 引力 ; 
“13. 计算 变 力 做 功 ; 

“14. 计算 变 密度 物体 的 质量 ; 
”15. 微 积 分 在 经 济 中 的 应 用 。 
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C5; 1 琴 数 图 像 的 几何 性 质 


一 、 基 本 概念 


定义 1 极 值 点 与 极 值 设 y=f(z) 在 xz 的 某 邻 域 U(zo) 内 有 定义 , 若 VzEU(Czo) 有 
FN) oy FEY > Fn)hs 
则 称 zo 为 f(x) 的 极 大 值 点 ( 极 小 值 点 ) ;函数 值 f(zxo) 为 f(x) 的 极 大 值 ( 极 小 值 )。 
极 大 值 点 和 极 小 值 点 统称 为 极 值 点 ; 极 大 值 和 极 小 值 统称 为 极 值 。 
定义 2 凸凹 函数 设 f(z) 在 1 上 连续 ,车 对 任意 zx1,zs€E1, 有 
f(s + ]< fx) a Gb 3]> flzi) 于 |， 


则 称 FCz) 在 区 间 工 上 是 止 函 数 ( 凸 函数 ) ,或 称 FCz) 在 工 上 是 止 的 ( 凸 的 ) 。 

凸凹 函数 的 图 像 特征 : 

凹 函数 曲线 上 的 任意 两 点 连 线段 都 在 曲线 的 上 方 , 凸 函 数 曲线 上 的 任意 两 点 连 线段 都 
在 曲线 的 下 方 。 

定义 3 拐点 若 函 数 f(z) 在 点 xo 连续 ,左右 邻 域 的 凸凹 性 不 同 , 则 称 (zo,7Czo)) 是 
函数 f(z) 的 拐点 。 

定义 4 切线 设 M 是 曲线 C: y= 二 f(zx) 上 一 点 ,NN 是 曲线 上 任意 一 点 , 作 制 线 MN , 当 
NN 沿 曲线 C 趋 于 点 M 时 , 制 线 MN 绕 M 转动 的 极限 位 置 MT ,就 是 曲线 C 在 点 M 处 的 
切线 。 

定义 5 法 线 过 切 点 且 和 切线 垂直 的 直线 称 为 法 线 。 

定义 6 渐 近 线 若 曲 线 y= 二 f(r) 上 的 点 沿 曲 线 无 限 远离 原点 时 , 它 与 定 直线 工 的 距 
离 趋 于 零 , 则 称 直 线 工 就 是 曲线 y= 二 f(x) 的 渐 近 线 。 


定义 7 函数 的 平均 值 称 定 积分 了 = 二 | f(x)dz 为 丽 数 (zx) 在 闭 区 间 [a, 刀 上 


的 平均 值 。 
定义 8 曲率 称 极限 


As 
为 曲线 C 在 点 M 处 的 曲率 ,其 中 As 是 曲线 C 上 的 MM' 弧 长 ,Ac 是 此 段 弧 长 转 过 的 角度 。 
而 且 


| 


CF yy 


Aa 
As 


da 
ds 


Kk 一 lim 


Ar0 


并 称 0 一 去 为 曲线 C 在 点 M 处 的 曲率 半径 。 


曲率 的 几何 意义 : 
曲率 是 刻画 曲线 的 弯曲 程度 的 量 ,曲率 越 大 ,曲线 弯曲 程度 越 大 ;曲率 越 小 ,曲线 弯曲 程 
度 越 小 ;直线 的 曲率 为 零 。 
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二 、 基本 方法 

题 型 1 求 函 数 的 极 值 点 和 极 值 

有 两 类 点 可 能 成 为 极 值 点 : (1) 导 数 等 于 0 的 点 ( 驻 点 );(2) 导 数 不 存 在 的 点 。 

需要 说 明 的 是 : 上 述 两 类 点 仅仅 可 能 是 极 值 点 ,未 必 是 极 值 点 。 所 以 我 们 将 导数 等 于 0 
的 点 和 导数 不 存在 的 点 统称 为 疑似 极 值 点 。 

判断 疑似 极 值 点 是 否 是 极 值 点 的 具体 方法 : 

方法 1 几何 方法 若 zo 的 左右 邻 域 的 单调 性 不 同 , 则 ze 是 极 值 点 ,f(zo) 是 极 值 。 

所 谓 的 几何 方法 就 是 : 根据 函数 图 像 ,ze 的 左 侧 单调 增加 右 侧 单调 减少 ,ze 是 极 大 值 
点 ;zo 的 左 侧 单调 减少 右 侧 单调 增加 ,ze 是 极 小 值 点 。 

方法 2 代数 方法 车 f(zo)=0, 计 算 f(z) 在 zo 的 二 阶 导数 , 若 (zo) 了 0, 则 zo 是 
极 值 点 ,如 果 产 (xo) 二 0,z。o 是 极 小 值 点 ;如 果 户 (zo)<0,zo 是 极 大 值 点 。 

注 车 了 (zo)==0, 广 (zo) 二 0 了 (zo) 二 0, 而 f(zo) 关 0, 如 果 n 是 偶数 ,zo 是 
极 值 点 ,如 果 n 是 奇数 ,zxo 不 是 极 值 点 。 

题 型 2 求 函 数 的 单调 区 间 

求 函数 y= 二 f(x) 的 单调 区 间 具 体 方法 : 

(1) 求 函 数 f(x) 的 定义 域 ; 

(2) 在 定义 域内 求 f(x) 的 疑似 极 值 点 ; 

(3) 用 疑似 极 值 点 将 定义 域 分 成 若干 个 区 间 ,判断 f(x) 在 每 个 区 间 内 的 符号 。 若 
太 (z) 二 0, 单 调 增加 ;车 广 (z) 一 0, 单调 减少 。 从 而 得 到 函数 单调 区 间 以 及 每 个 区 间 的 单 
调 性 。 

题 型 3 求 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 

求 函数 y= 二 f(z) 在 [a,b]J 上 最 大 值 和 最 小 值 具体 方法 : 

(1) 在 [a,6] 上 求 函数 f(z) 的 疑似 极 值 点 ; 

(2) 计算 疑似 极 值 点 和 区 间 端 点 的 函数 值 ,比较 大 小 ,最 大 者 就 是 函数 在 这 个 闭 区 间 上 
的 最 大 值 ,最 小 者 就 是 函数 在 这 个 闭 区 间 上 的 最 小 值 。 

注 函数 的 最 值 点 在 疑似 极 值 点 和 区 间 端 点 中 产生 。 

题 型 4 求 函 数 的 凹凸 区 间 和 拐点 

1. 拐点 : 曲线 >= F(z) 的 拐点 ( 横 坐 标 ) 产 生 在 二 阶 导 数 等 于 零 的 点 和 二 阶 导 数 不 存在 
的 点 ,判断 这 两 类 点 是 否 是 拐点 有 两 个 方法 : 

(1) 几何 方法 : 车 ze 左右 两 侧 的 凸凹 性 不 同 , 则 (zu ,7Czo)) 是 拐点 ,否则 不 是 拐点 

(2) 代数 方法 : 若 广 (zo) 王 0, 而 产 (zo) 天 0, 则 (zo,FCzo)) 是 拐点 。 

二 阶 导 数 等 于 零 的 点 和 二 阶 导 数 不 存在 的 点 可 能 是 拐点 ,也 可 能 不 是 拐点 ,所 以 我 们 称 
这 两 类 点 为 疑似 拐点 。 

2. 凸凹 区 间 : 求 函数 y= 二 f(x) 的 四 是 区 间 、 拐 点 的 具体 方法 : 

(1) 求 函数 f(z) 的 定义 域 ; 

(2) 求 函数 f(z) 的 疑似 拐点 ; 

(3) 用 疑似 拐点 将 定义 域 分 成 若干 个 区 间 , 并 判断 了 (zx) 在 每 个 区 间 内 的 符号 。 若 
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矿 (z) 二 0, 曲 线 是 四 的 ; 若 了 产 (z) 一 0, 曲 线 是 凸 的。 从 而 得 到 函数 的 凸 四 区 间 以 及 每 个 区 间 
的 凸 四 性 。 

题 型 5 求 曲线 的 切线 \ 法 线 和 渐 近 线 

车 f(z) 可 导 , 则 曲线 y 二 f(z) 上 的 点 (zo ,f(zo)) 的 切线 方程 和 法 线 方程 分 别 为 

切线 方程 : y 一 f(zxo)== 了 (zx0) (zx 一 xo); 

法 线 方程， 和 Fa 一 

曲线 的 渐 近 线 有 三 种 情形 : 

(1) 水 平 渐 近 线 ， 车 limf(z) 一 a, 则 称 y=a 是 水 平 渐 近 线 ; 若 lim f(x) 二 a 或 
im f(x) 二 a, 则 称 y=a 是 x 趋 于 正 无 穷 大 或 x 趋 于 负 无 穷 大 时 的 水 平 渐 近 线 。 

(2) 铅 直 渐 近 线 : 车 lim f(z) 一 oo, 则 称 z 一 zo 是 铅 直 渐 近 线 ;着 lim jz) 一 < 或 


rz0 


lim f(x) 二 中, 则 称 z=zo 是 zx 从 xz。 右 侧 趋 于 zo 或 工 从 zo 左 侧 趋 于 ze 时 的 铅 直 渐 


0 


近 线 。 
(3) 斜 浙 近 线 : 若 lim 帮 2 4 天 0.0 一 lim[7Cz) 一 Az], 则 > 一 们 二 是 斜 渐 近 线 。 


例 5.1 已 知 丽 数 y 一 Ty, 求 : 
(1) 函数 的 单调 区 间 及 极 值 ; (2) 函数 图 形 的 凸凹 区 间 及 拐点 ; (3) 曲线 的 渐 近 线 。 
解 ”函数 定义 域 为 (一 cc,1)U(1, 十 cc)。 


2 
CD 由 于 一 村 2 这, 令 y 一 0, 得 到 xz 一 0,z4 一 3。 用 这 两 个 点 将 定义 域 分 成 四 个 


区 间 : (一 co,0),(0,1),(1,3) 和 (3, 十 co) 。 
在 (一 cp,0),(0,1) 和 (3, 十 cc) 上 ,> 二 0, 单 调 增加 ;在 (1,3) 上 ,> 到 0, 单 调 减少 。 于 是 


zz 一 3 是 极 小 值 点 , 极 小 值 为 "| ， ,一 2。 


Es 


千言, 令 y=0, 得 到 x 一 0。 用 这 个 点 将 定义 域 分 成 三 个 区 间 : (一 =， 


(2) 由 于 


0),(0,1) 和 (1, 十 co) 。 
在 (一 co,0) 上 ,光一 0, 凸 的 ;在 (0,1) 和 (1, 十 co) 上,%>0, 四 的 ,(0,0) 是 曲线 的 拐点 。 


(3) 由 于 lm 二 zz 一 十 co, 则 xz 一 1 是 曲线 的 铅 直 渐 近 线 ; 又 由 于 


《一 


1 
EY 


本 
人 Uy 省 Un (zx— 1 


故 y= 二 x 十 2 是 函数 曲线 的 斜 渐 近 线 。 

例 5.2 已 知 f(z)==zx; 十 axz’ 十 bz 在 x 二 1 处 有 极 值 一 2, 求 a,6 的 值 ,并 求 y= 二 f(x) 的 
所 有 极 大 值 、 极 小 值 和 拐点 。 

分 析 ”根据 已 知 条 件 , 函 数 在 z==1 处 有 极 值 一 2, 可 以 建立 两 个 等 式 f(1)==2 和 (1)= 
0, 从 而 求 出 未 知 常数 ,0。 

解 ”根据 已 知 有 f(1)==1 十 a 十 6 二 一 2, 了 (1)= 二 3 十 24 十 6 二 0, 解 得 a 二 0,6 3。 从 而 


s 
1; 6= lim[Lf(z)—kz] lim [cy z] 级 
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函数 表达 式 为 f(x) 二 x? 一 3x。 

求 导 (zx)=3z: 一 3=3(z? 一 1), 令 f(x)=0, 解 得 z= 一 1,zz= 二 1。 由 于 (x)=6zx， 
于 是 了 (一 ])= 一 6 之 0, 六 (1) 二 6 这 0, 所 以 x 二 一 1 是 极 大 值 点 , 极 大 值 为 f( 一 1) 二 2;xzi 一 1 是 
极 小 值 点 , 极 小 值 为 f(1)== 一 2。 

由 于 天 (z)==6z, 令 六 (x)==0, 则 z=0, 由 于 (zx) 二 6 关 0, 所 以 (0,0) 是 拐点 。 

例 5.3 求 曲线 y=Inz 的 一 条 切线 ,使 得 曲线 .切线 与 z==1,zx 二 e 所 围 成 的 图 形 面积 
最 小 。 

分 析 本题 要 求 的 是 求 曲线 的 切线 ,当然 ,我 们 只 需求 切 点 ,或 只 需求 切 点 的 横 坐 标 ,如 
果 令 其 为 x 二 a, 那 么 由 曲线 ,切线 与 x 二 1,x 二 e? 围 成 区 域 的 面积 可 表示 为 关于 字母 a 的 函 
数 S(a) ,于 是 问题 转化 为 : S(a) 取 最 小 值 时 , 求 a 的 值 ,自然 有 导 函 数 S'(a) 二 0, 从 而 求 出 a 
的 值 。 

解 ” 曲 线 y==lInzx 上 的 点 (ae,lna)(a 二 0) 的 切线 方 
程 是 


一 型 全 三 
y= Inet a)。 


则 由 y==lnzx ,y= lna+ Lz a),z 一 1 和 zz 一 ex: 所 围 
成 的 图 形 ,如 图 5-1 所 示 ,面积 为 
2 省 
SCa) 上 [ta a) Inz |]dz 


lne 。(e 一 1) 二 ($x az]| (zlnz— x) 
al\2 1 
2 
= (ce D (mat: 1] e—1, 
2a 
1 Le 


对 a 求 导 , 得 到 S'(w=(e—D (SB 上 令 S'(a) 一 0, 解 得 a 一 去 (1 十 e)。 而 


2a’ 
py i 1 ee] ez 一 1 
S'(a) = So) Wy (Ce »( 二 十 一 4 Ce 0 


所 以 S(Q) 在 a=ao 处 取 极 小 值 , 且 是 唯一 的 极 小 值 点 ,所 以 是 最 小 值 点 。 于 是 所 求 切线 方 
程 为 


1+e = 
2 1+e: 

注 ”本题 尽管 是 求 曲线 的 切线 ,但 具有 一 定 的 综合 性 。 它 涉及 三 个 方面 的 问题 中 求 
曲线 的 切线 ; @ 求 曲线 围 成 区 域 的 面积 ; @@ 求 函数 的 最 值 点 和 最 值 。 

例 5.4 设 函 数 f(z) 对 一 切实 数 xz 满足 微分 方程 f(x) 十 3z[ 了 (zx)]==1 一 e*。 

(1) 若 函 数 f(z) 在 点 二 clc 取 0) 有 极 值 ,证 明 它 是 极 小 值 ; 

(2) 若 函 数 f(z) 在 点 二 0 有 极 值 , 它 是 极 大 值 还 是 极 小 值 ? 

分 析 判断 极 值 点 是 极 大 值 点 还 是 极 小 值 点 有 两 个 方法 : 几何 方法 和 代数 方法 。 由 于 
不 知道 f(x) 的 表达 式 , 所 以 更 适合 用 代数 法 。 于 是 解 题 基 本 思路 : 问题 (1) 只 需 证 明 : 
jc) 二 0; 问 题 (2) 是 判断 (0) 的 符号 。 

解 〈1) 因为 f(z) 在 点 z==c(c 了 关 0) 有 极 值 ,所 以 了 (0O)=0, 将 ZX 二 c 代入 方程 中 ,得 到 


ee Et 即 y 一 ln 一 1。 
ao 


5.1 函数 图 像 的 几何 性 质 人 


cP"(c) 十 3cLF Co] 一 1 一 e， 
因此 了 (= 一 >0, 所 以 7FCc) 是 f(z) 的 极 小 值 。 
(2) 因为 Pe 有 极 值 ,所 以 f (0)=0,limf (+)=0, 


. 
FV= im 0) lm (2) 二 天 cz) 
0 工 一 0 0 


l= 


= | 


故 f(0) 是 函数 f(x) 的 极 小 值 。 
例 5.5 函数 f(x) = 一 2 二 oodo<a<2), 求 ， 
(1) f(z) 的 极 大 值 M 用 a 表示 出 来 ; (2) 将 (1) 中 的 M 看 作 a 孔 数 , 求 M 的 最 值 。 
解 (1) 因为 f(x)=zx? 一 a? ,了 (xz) 二 2x。 令 了 (x) 二 0, 解 得 x 二 一 a,zxz 二 a。 由 于 
(一 Q)= 二 一 24a 过 0, 所 以 x= 一 a 是 极 大 值 点 , 极 大 值 为 


MM Ma == 2a+ | C2 —as)d =—24+ a。 
0 


-3[7 2)= BS 0 


C2) 由 于 眠 一 一 2 二 267, 令 筷 一 0, 则 在 区 间 [0,2] 上 的 驻 点 为 4 一 1, 所 以 


Ms = max{M(0) ,M(1) ,M(2)} = max| 0， ,3 | 4 

Ma = min{M(0) ,M(1) ,M(2)) minf0， | 了。 
例 5.6 设 对 任意 实数 有 (一 xz)==zx[f (zx) 一 1], 且 f(0)=0, 求 f(z) 的 极 值 。 
分 析 求 函 数 的 极 值 需要 求 极 值 点 。 首 先 求 疑 似 极 值 点 ,但 求 疑似 极 值 点 的 前 提 必 须 


知道 函数 的 表达 式 ,于 是 解决 这 个 问题 的 关键 是 通过 已 知 条 件 , 求 函数 f(x) 的 表达 式 。 
解 求 函数 f(z) 的 解析 式 。 依 题 意 有 
了 人 一 zx[Lf Cx) —1];, f(z) =— zx[f (—z) —1]，, 


解 方 程 组 ， 得 到 了 (x) 一 三 二 二 ,所 以 


db 
A | 


nl dz 一 去 mnG 十 z2) 二 x 一 arctanz 二 C。 


由 于 f(0)==0, 所 以 C=0, 于 是 CD 一 于 nl 十 z2) 二 z 一 arctanz。 
一 Zz 和 2x 二 1 
(2 


fF(O)=1>0, f(D 一 讨 <0。 


令 f(x) 二 0, 解 得 zi 一 0,xs 二 一 1。 由 于 拓 (x)== , 则 有 


所 以 f(0)=0 是 极 小 值 ,/( 一 1) 一 去 In2 十 于 一 1 是 极 大 值 。 


例 5.7 求 遇 线 f(x) 二 志 汪 et 的 渐 近 线 方程 。 


解 显然 ,z 一 1 是 曲线 > 一 7(z) 的 铝 直 渐 近 线 。 又 由 于 lim f(x) 一 ,所 以 + 一 0 是 x 
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从 0 的 右 侧 趋 于 0 时 的 铅 直 渐 近 线 。 因 为 limf(zx) 二 中 ,所 以 没有 水 平 渐 近 线 。 由 于 


ln a 区 
了 家 x lt 
b= lim[Lf(x) kz] Lim Te z] 
2 i 7 = 
和 (z+)e 这 椒 洲 lim < (e i lim © 村 区 2 
co Zz—1 oo z—1 z+~o 工 一 1 
所 以 y= 二 zx 十 2 是 曲线 >= Fz) 当 zx 一 十 cc 时 的 斜 渐 近 线 。 
5 od 
k= lim 2 ~ lim -S++1l et 一 一 1， 
i “it ze-oo TX(l1— ZX) 
. 
b= lim[f(z) —kr] = lim [3 le +z] 


jin (zx? + Der—z zx lim zx:(et —1) 计生 +z 2, 
一 co 站 一 训 oo == ro 1] 一 工 
所 以 y= 一 x 一 2 是 曲线 y= 二 f(z) 当 x 一 一 2 时 的 和 斜 渐 近 线 。 
求 曲线 渐 近 线 方法 综述 
(1) 求 铅 直 渐 近 线 : 寻找 没有 定义 的 点 ze, 并 计算 其 极限 ， Ja)5 碱 lim f(z) 和 


lim 7(z) ,车 是 无 穷 大 , 则 xz 一 am 就 是 销 直 渐 近 线 。 
(2) 求 水平 渐 近 线 : 计算 limf(z) ,或 im f(x) 和 lim f(x), 车 极限 存在 且 等 于 a; 则 
y=a 就 是 水 平 渐 近 线 。 

(3) 求 斜 渐 近 线 ， 计算 lim 帮 2 , 若 极限 存在 且 等 于 A(k 天 0) ,再 计算 lim[7(Cz) 一 人 ]， 
若 极 限 存在 且 等 于 5, 则 y=kzx 十 b 是 曲线 y 二 f(x) 的 斜 浙 近 线 。 

练习 题 5-1 

1. 在 数列 1,V2,Y3,… ,Wr，… 中 , 求 出 最 大 一 个 数 。 

2. 求 函 数 /(x) 一 六 e-oed 的 最 大 值 和 最 小 值 。 


3. 求 函 数 f(x) 一 [ | xz 一 2 | di 的 最 大 值 和 最 小 值 。 


4. 求 曲 线 > 一 Inz 在 [2,6] 内 一 条 切线 ,使 得 该 切线 与 直线 z 一 2,z 一 6 和 曲线 y= 二 Inz 
所 围 成 的 图 形 面积 为 最 小 。 


5. 求 对 数 螺 线 p 一 e 在 点 (p. 四 二 (时, 于] 处 的 切线 的 直角 坐标 方程 。 
6. 设 函数 f(x) 是 定义 在 x 之 1 上 的 正 值 函数 , 试 求 函 数 
R= [E+in)- 仁 +m]]reoou 


在 [1, 十 cc) 上 的 极 值 点 。 
7. 求 由 方程 2y* 一 2y* 十 2xy 一 xz 二 1 所 确定 的 隐 函 数 > 一 >(z) 的 极 值 。 
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8. 求 通过 点 (1,1) 的 直线 "= /(z) 中 ,使 得 | [ze 一 f(z) 了 dz 为 最 小 的 直线 方程。 

9. 设 函 数 f(x) 二 x 十 acosr(a 记 1) 在 区 间 (0,2x) 内 有 极 小 值 , 且 极 小 值 是 0, 求 函数 在 
区 间 (0,2x) 内 的 极 大 值 。 

10. 设 y=az? 十 bx 十 c 过 原点 ,在 (0,1) 内 y 宇 0, 且 该 曲线 与 x 轴 以 及 z=1 所 围 成 的 图 
形 的 面积 为 工 , 试 确定 a,b 和 c 使 此 图 形 绕 zz 轴 旋 转 一 周 的 立体 的 体积 最 小 。 


11. 求 下 列 曲线 的 渐 近 线 : 
(十 1)3 1 十 ez 


GD) Fz) 一 二 二 15 C2 Hz) 一 ] 一。 
3 十 ， 一 

12. 设 函 数 f(x) 二 ln(1 一 x?)， 一 1 二 x 过 1, 求 曲线 y= 了 f(x) 的 渐 近 线 。 
3+， Z 之 1， 


13. 求 曲线 f(x)= /二 = 的 浙 近 线 。 
14. 设 函数 f(2) = 求 : 
(1) 函数 的 单调 区 间 及 极 值 ; (2) 函数 图 形 的 凸凹 区 间 及 拐点 ; (3) 曲线 的 渐 近 线 。 
15. 已 知 点 (1,3) 为 曲线 y==az’ 十 bx? 的 拐点 。 

(1) 求 常数 a,5; (2) 对 确定 常数 ,2 的 曲线 > 一 azs 十 bz2 , 求 它 的 极 值 点 和 极 值 。 
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微 元 法 是 指 在 处 理 问题 时 ,从 对 事物 的 极 小 部 分 ( 微 元 一 一 微小 单元 ) 分 析 入 手 , 达 到 解 
决 事物 整体 目的 的 方法 。 它 是 解决 物理 问题 .数学 问题 中 的 常用 方法 ,基本 思想 就 是 “化 整 
为 零 ”, 先 求 出 “ 微 元 ”, 在 通过 微 元 求 出 "整体"。 在 求 “ 微 元 "中 ,将 变量 看 成 常量 。 

微 元 法 又 叫 元 素 法 ,是 定 积分 的 基本 方法 ,分 四 个 步 又 : 

1. 分 割 : 将 总 量 分 割 成 个 微小 单元 ( 微 元 ); 

2. 求 微 元 近似 值 : 将 微 元 中 的 变量 看 作 常 量 , 求 微 元 的 近似 值 ; 

3. 累加 : 求 和 ,得 到 总 量 的 近似 值 ; 

4. 取 极 限 : 求 总 量 的 近似 值 的 极限 ,将 极限 表示 为 定 积分 。 

这 四 个 步骤 的 关键 是 第 二 步 , 求 微 元 的 近似 值 。 微 元 的 近似 值 确定 了 ,总 量 就 可 以 表示 
为 定 积分 。 而 求 微 元 的 近似 值 的 关键 是 如 何 建立 坐标 系 ,如 何 分 割 ,这 两 项 工作 要 有 利于 求 
微 元 的 近似 值 。 

下 面 用 微 元 法 给 出 平面 图 形 的 面积 和 已 知 截面 的 立体 体积 : 

1. 求 平面 图 形 面积 : 建立 平面 直角 坐标 系 , 如 图 5-2(a) 所 示 , 图 形 分 布 在 区 间 [a,6] 上 ， 
在 [La , 妇 内 任 选 一 点 z, 以 及 zx 十 dz, 过 二 点 用 垂直 于 z 轴 的 直线 ,进行 分 割 ,得 到 条 形 区 域 
( 微 元 ) ,将 这 一 条 形 区 域 看 作 长 方形 ,长 方形 的 长 是 f(x) 一 g(x), 宽 是 dz, 于 是 这 条 形 区 域 
的 面积 近似 等 于 [f(z) 一 g(x)]dz, 即 dS=[f(z) 一 g(x)]dz, 它 就 是 定 积分 的 被 积 表 达 式 ， 
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积分 区 间 就 是 变量 z 的 变化 范围 La,5]。 于 是 平面 图 形 的 面积 为 
S= [Mz 一 5Cz)]dz。 


CD 


(a) (b) 
图 5-2 


2. 求 已 知 截面 立体 体积 : 建立 坐标 系 或 坐标 轴 , 如 图 5-2(b) 所 示 , 整 体 图 形 分 布 在 
[4,5] 上 ,在 [a,6] 内 任 选 一 点 xz, 以 及 z 十 dr, 过 二 点 用 垂直 于 x 轴 的 平面 截 立体 ,得 到 一 片 
立体 ,将 此 立体 看 作 柱 体 , 柱 体 的 底面 (截面 ) 为 SCz), 柱 体 的 高 为 dz, 从 而 截 得 空间 体 的 体 
积 近 似 等 于 SCz)dz, 即 dV 二 S(z)dz, 它 就 是 定 积分 的 被 积 表达 式 ,积分 区 间 是 变量 x 的 变 


化 范围 Le, 刀 ,于 是 立体 图 形 的 体积 V 一 [scar. 


下 面 的 面积 公式 、 体 积 公式 和 弧 长 公式 都 是 用 微 元 法 建立 的 ,有 兴趣 的 同学 可 以 自己 练 
习 推 导 , 这 对 你 理解 和 掌握 微 元 法 和 计算 公式 具有 十 分 重要 的 意义 。 

题 型 6 计算 平面 图 形 的 面积 

(1) 在 直角 坐标 系 下 ,由 曲线 y= 二 f(z),y 二 g(x) ,rz 二 a 和 z=6b 围 成 的 图 形 , 如 图 5-3(a) 所 


示 , 面 积 为 S 一 『 (= ay ie 
当 f(x) 三 g(x) 时 ,由 有 曲线 y= 二 f(z),y= 二 g(x),z==a 和 x=。 围 成 的 图 形 , 如 图 5-3(b) 
所 示 , 面 积 为 S$ 一 | [f(x) 一 g(x)Jdz. 


5-3 
特别 地 ,由 曲线 y= 二 f(z),z 轴 ,zx==a 和 z=6b 围 成 的 图 形 , 如 图 5-3(c) 所 示 , 面 积 为 
S= T | f(x) | dz。 
(2) 在 极 坐标 系 下 ,由 曲线 > 一 产 (0) ,r= 二 r,(0) .0 一 ,0 一 8 围 成 的 区 域 ,如 图 5-4(Ca) 所 
示 ,D={(r,0)10. 志 0<0, ,ri(0) 志 rr,(0)} ,面积 为 S 一 1[ Cac 一 过 (0)]d0。 


特别 地 ,由 一 r(0) ,0 一 :0 一 8 围 成 的 图 形 , 如 图 5-4(b) 所 示 ,面积 是 
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图 5-4 


总 三 于 | ondl。 

(3) 若 图 形 由 zz 轴 ,z 二 a.x 二 bl(a 二 5b) 以 及 由 参数 方程 : x 二 g(7),y 二 y(t) 给 出 的 曲线 围 
成 , 且 g(a) 二 a,g(B) 二 6,g(t) 在 [a,B] 或 [B,a] 上 有 连续 的 导数 , 且 w (1) 不 变 号 , 则 平面 图 形 
的 面积 为 $= | >1 dz 一 | wo | yd. 

“(4) 车 平面 图 形 的 边界 曲线 为 L( 正 向 曲线 ), 则 区 域 D 的 面积 为 

D= 了 | zdy 一 ydz。 

注 方法 4 仅 限 数 一 和 数 二 , 数 三 不 要 求 。 

题 型 7 计算 空间 体 的 体积 

(1) 已 知 截面 立体 的 体积 : 设立 体 2 介 于 平面 +=a 和 z=b 之 间 , 如 图 5-2(b) 所 示 , 对 
VzxE(a,b) ,垂直 于 x 轴 的 平面 截 立 体 Q, 其 截面 面积 为 S(z), 则 2 的 立体 体积 为 


V= [sur. 
(2) 旋转 体 的 体积 : 连续 曲线 y 二 f(z) (f(z) 宇 0) .zx 轴 .z 一 a 和 zx 一 6 肝 成 曲 边 梯形 ， 
该 平面 图 形 绕 x 轴 施 转 ,如 图 5-5(a) 所 示 , 其 体积 为 V。 一 x| PCz)dz; 
平面 图 形 绕 y 轴 旋 转 ,如 图 5-5Cb) 所 示 , 其 体积 为 
V,= 2x| zf C2)dz, 0<a<=b, 
注 旋转 体 体积 公式 只 适合 计算 竖 在 轴 上 的 曲 边 梯形 绕 z 轴 和 y 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 。 


yf) 


全 


(a) (b) 
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“ 题 型 8 计算 曲线 的 弧 长 
(1) 平面 曲线 用 参数 方程 : x 二 x(1) ,y 二 y(t1) (a 过 1 二) 表示 ,zx(7) ,y(t) 具 有 连续 导数 ， 


则 曲线 弧 长 ; = 下 Vr Hy dt; 


(2) 平面 曲线 用 一 般 方程 : y= f(z) (lax 二 5) 表示 ,f(z) 具 有 连续 导数 , 则 曲线 弧 长 
:| VIT7 Td 
(3) 平面 曲线 用 极 坐 标 方程 : r==r(9) (a09<<B) 表 示 ,r(9) 具 有 连续 导数 , 则 曲线 弧 长 
s =| /OD Tr d0. 
“ 题 型 9 计算 曲率 和 曲率 半径 


加 -=_ yl  ， 
(1) 曲线 y= 二 f(z) 的 曲率 为 K Cy 


和 下 EAGTAG he AGIAGY 
a op ， 则 曲 7 7 ; 
(2) 曲线 方程 为 z= 二 p02) ,y= 二 y(7), 则 曲率 为 天 Tg) Fo) J 


(3) 曲率 半径 为 p 一 天 。 


“ 题 型 10 求 旋转 曲面 的 面积 


在 zx 轴 上 方 有 一 平面 曲线 AB 绕 xz 轴 旋 转 一 周 得 到 的 旋转 曲面 的 面积 : 
(1) 平面 曲线 用 参数 方程 : + 二 x (1) ,y 二 y(t) (a 二: 过 5b) 表 示 , 则 旋转 曲面 面积 为 


S= zx| yc VMI) Hy di; 
(2) 平面 曲线 用 一 般 方程 : y= 二 f(x) (a 夺 x 志 4b) 表示 , 则 旋转 曲面 面积 为 
= zx| fx) VI+f (x) dz; 
(3) 平面 曲线 用 极 坐 标 方程 : r= 二 (9) (a9<B) 表 示 , 则 旋转 曲面 面积 为 
SS= 2x| (osing VFO Fr 0) dO 


例 5.8 求 气 十 扣 一 1 围 成 图 形 的 面积 。 
解 ” 晶 线 关于 之 轴 和 y 轴 都 对 称 ,所 以 该 图 形 的 面积 是 第 一 象限 部 分 图 形 面积 的 4 售 ， 


【方法 1]S 4| ydz | 1 dx。 令 工 = 二 asin9, 则 dx == acos0d9, 于 是 
o oN 


Ss= sb]: cos’0d0 = 4ab 。 立 子 
【方法 2] 曲 线 的 参数 方程 为 + 二 acos0,y 二 bsin9, 则 


= ar。 


S 人 | ydz 二 psing( 一 asing)d0 dp sinzbdb = abx。 
6 到 。 
“方法 3 了 曲线 工 的 参数 方程 为 zx 一 acosg.y 王 psing, 则 


2x 2x 
s= 14 a 工 | [0 | dg = abx, 
2 小 2 Ss 
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例 5.9 求 摆 线 z=a(t 一 sint),y 一 a(1 一 cost) 的 一 拱 0 和 上 雪 2x 与 x 轴 所 围 成 的 面积 。 
解 ”根据 面积 公式 
2 


2ma 2x 2x 
S 一 | ydz 一 | a(l— cost) * a(l— cost)dt «| (1 一 2cost 十 coszt)dt = 3ra?。 


例 5.10 求 星 形 线 z=a cossbg,y=a sins0 所 围 成 的 区 域 DD 的 面积 。 
解 【方法 1] 由 于 星 形 线 关 于 工 轴 和 > 轴 对 称 , 令 D, 是 了 在 第 一 象限 部 分 , 则 


= a 0 
D= 4D= 4| ?ydz = 4 a sin’0» 3a cos20 。( 一 sin0)d0 
9 至 
= 12o| sintg cos20d0 = 12c| csin0 一 sins0)d0 
0 0 


na’ 。 


12a2 。 ( 


“方法 2] 曲 线 积分 法 
上 2 

D= 14 Zdy 一 ydz 一 | a cos’0.» 3a sin20 » cos0 — a sin30。3a cos20( 一 sin0)d0 
L 0 


3 5 3 
411 小 和 8 


一 3 sin20 cos’0d0 = Gar |: Csine0 sin40)d0 ee 人 > 3 上 2 本 

例 5.11 求 半径 为 r 的 圆 绕 距离 圆心 为 R(R 二 rr) 的 直线 旋转 而 成 的 圆 环 体 的 体积 。 
解 建立 坐标 系 , 如 图 5-6 所 示 , 则 圆 的 方程 为 zx? 十 (y 一 R)* = 二”。 圆 环 体 可 以 看 作 由 
曲线 y= 二 R 十 V7 一 zx ,z+ 二 土 + 和 zz 轴 的 围 成 的 曲 边 梯形 ,以 及 y= 二 R 一 Vr 一 x ,zx 二 土 + 和 


z 轴 围 成 的 曲 边 梯形 分 别 绕 zz 轴 旋 转 体 的 体积 的 差 。 所 以 
取 『 xR Vr —zr )dr 『 wR— Vr —zi)’dr 


= sxR| VE 一 idr 一 8rR。 Fr 2rrR。 


+?R 


图 5-6 图 5-7 


例 5.12 设 曲 线 y==azx’(a0.z 宇 0) 与 y= 二 1 一 x? 交 于 A 点 ,过 原点 O 和 点 A 的 直线 
与 曲线 y= 二 ax? 围 成 平面 图 形 。 问 a 为 何 值 时 ,该 图 形 绕 zx 轴 旋 转 一 周 所 得 的 旋转 体 的 体积 
最 大 ,最 大 值 是 多 少 ? 


a us 时 
解 ”如 图 5-7 所 示 , 当 xz 宇 0 时 ,有 曲线 y==az 与 y= 二 1 一 zx? 交点 坐标 为 A 
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从 而 直线 OA 方程 为 ?一 -于 是 了 而 图形 (阴影 部 分 ) 绕 工 轴 旋 转 一 周 的 旋转 体 体积 为 


1 2 2 2 -1 2 
viR[a rr 2 4 a 2_a s1v 2r a 
Ww | (后 ex jd < [so ra 5*], 15 (1+a) T° 
对 变量 a 求 导 , 并 令 其 等 于 零 , 有 
Zak = 


dV 2r 2 (4a 一 az) 0 
da 15 (1+a)s 15 (1 十 a)72 ” 
解 得 驻 点 a 二 4。 由 实际 问题 的 性 质 知 , 当 a=4 时 ,体积 V 取 到 最 大 值 ,其 最 大 值 为 
Vv =2x16 
™ 15 552° 


“ 例 5.13 求 曙 线 y 一 | Vsinzdi 的 全 长 。 


分 析 首先 需要 确定 曲线 起 点 和 终点 , 即 函 数 的 定义 域 。 根 据 被 积 函 数 , 可 知 2nx 志 1 三 
(2n 十 1)x, 由 于 积分 的 下 限 8, 则 2nx 志 8 达 (2n 十 Dz, 所 以 n= 二 1。 从 而 函数 的 定义 域 为 
[2x,3x]。 


解 丽 数 v 一 上 VSinzdt 的 定义 域 是 [2r,3x]。 由 于 y 二 Vsinz, 故 曲线 全 长 


dz 


3 3 n 
| V1 十 sinzdz | sin 总 cos 池 
2r 2x 


ol a ( 7 
| (sn 7 十 cos 了 dz 一 2|cos 2 sins 


“ 例 5.14 求 曲 线 p=a sim 了 (a>0) 的 全 长 。 


3r 


4。 


2r 


分 析 ” 遇 线 oa sin? 乡 是 一 个 闭合 明 线 ,并 且 还 是 一 个 连续 的 周期 丽 数 ,其 周期 是 6x， 


即 区 间 [6nx,(6n 十 6)x] 上 的 曲线 与 区 间 [0,6x] 上 的 曲线 完全 重合 。 事 实 上 , 当 0 一 0 和 0 一 
3r 时 p= 二 0, 于 是 曲线 在 [0,3xJ 上 构成 闭合 曲线 , 且 在 [3x,6«] 范 围 的 曲线 与 在 [0,3xj 范 围 的 
曲线 完全 重合 。 


3r 
解 := VP 十 FOF = | Ve sin’ Ha sint F cos dO 


= 路 Sin2 40 一 一 ad sin2zzxda 一 Bra, 
“ 例 5.15 设 一 容器 是 曲线 y==xz? (0 三 x 三 80) 绕 y 轴 旋 转 而 成 。 现 以 8cmsy/s 速度 向 
容器 注水 , 求 水 面 上 升 到 64cm 时 .水面 上 升 的 速度 和 液 面 面积 的 扩大 速度 。 
分 析 首先 需要 明确 水 面 上 升 的 速度 和 液 面 面 积 的 扩大 速度 的 表示 。 事 实 上 , 某 个 变 
量 的 变换 速度 就 是 这 个 量 对 时 间 的 变化 率 , 即 对 时 间 的 导数 。 例 如 ,如 果 令 液 面 面 积 为 S， 


则 加 就 是 液 而 面积 的 扩大 速度 。 
解 ” 如 图 5-8 所 示 , 设 时 刻 i(s) 时 液 面 高 度 为 h(cm) , 则 有 


h 大 2 
| zdy= | ydy = 8t。 
0 o 


5.2 微 元 法 在 计算 面积 体积 、 弧 长 中 的 应 用 > 
2 dh 


对 t 求 导 ,h 是 + 函数 ， 得 到 wh 一 8。 于 是 当 h==64cm ?| 


时 , 健 | ,一 去 Cem/s), 即 液 面 上 升 到 64em 时 ,水 面 上 
升 的 速度 址 (em/s)。 CN 
由 于 液 面 面积 S$ 一 xz: 一 xj 地 ,所 以 AAA 
dS 2 ,1 dh 1 必 
dt | 4=64 Ey hs dt | n=64 到 (cm/s)。 本 
“ 例 5.16 求 曲线 y=Inz 上 曲率 最 大 点 的 坐标 和 曲 < 
率 半径 。 
分 析 求 曲线 的 曲率 最 大 值 点 ,当然 首先 求 曲 率 ( 实 图 5-8 
质 是 曲率 函数 ) ,然后 求 曲 率 函 数 的 最 大 值 点 ,从 而 求 出 曲 
率 最 大 值 点 的 坐标 及 其 曲率 半径 。 


解 由 于 y= 寺 ,光一 一 点 。 根据 遇 率 公式 得 到 


|y | 3 
Karym ar > 
为 了 求 曲 率 最 大 值 , 求 导 得 


(4D 3 /EFI. 2 


dK 2 1 = 2* 
dz (zx: 二 1) (zx: 二 1)2° 
dK _ 1 
本 0, 解 得 稳定 点 zx 一 二 ,zx 一 一 元 舍 去 。 又 由 于 
人 dr V2 V2 
limk = lim pm = 0 limK = lim Fm = 0， 


edt sx rt 《二 


故 z 方 是 K 在 (0， Hco) 内 唯一 的 稳定 点 , 即 是 曲率 的 最 大 值 点 ,最 大 值 为 


]- 却 ， 
V2) 3V3 
求 得 出 率 的 最 大 值 的 点 的 坐标 为 [方志 In2]. 出 率 半 色 为 一 写 /5。 


微 元 法 计算 平面 图 形 面积 、 立 体 体积 、 曲 线 的 弧 长 方法 综述 

(1) 计算 平面 图 形 面积 : 确定 平面 图 形 是 曲 边 梯形 ,还 是 广义 扇形 ,或 表示 为 几 个 曲 边 
梯形 和 广义 扇形 。 对 各 自 的 图 形 ,利用 相应 的 面积 公式 , 求 出 平面 图 形 的 面积 。 

(2) 计算 空间 体 的 体积 : 确定 空间 体 是 旋转 体 ,还 是 已 知 截面 的 立体 。 如 果 是 旋转 体 ， 
利用 旋转 体 的 体积 公式 ;如 果 是 已 知 截面 的 立体 ,用 微 元 法 确定 截面 的 面积 ,从 而 把 空间 体 
体积 表示 为 定 积分 。 

(3) 计算 曲线 的 弧 长 : 确定 曲线 方程 是 一 般 方程 ,还 是 参数 方程 ,还 是 极 坐标 方程 ,利用 
相应 的 计算 曲线 弧 长 公式 ,计算 曲线 的 弧 长 。 

(4) 对 非常 规 的 面积 \ 体 积 和 弧 长 问题 :如 果 没 有 适合 的 可 以 利用 的 公式 ,只 能 用 微 元 
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法 ,将 所 求 量 表示 为 定 积分 。 


练习 题 5-2 

1. 求 下 列 曲线 所 围 成 的 图 形 的 面积 : 

(1) y= ,y=e ,z=1; (2) Vz 十 Vy 二 1 和 两 坐标 轴 ; 

(3) y 王 zx(1 一 z2) 与 工 轴 ; (4) y 一 好 一 6z 和 yy 一 z2; 

(5) o 一 2acosb(a 一 0); (6) (z2 十 只 )3 一 az (ry )(a>0)。 


2. 求 下 列 曲线 绕 轴 旋转 的 旋转 体 的 体积 : 

(1) y= 二 4 一 zx? 及 y 一 0 所 围 成 的 图 形 绕 直 线 x 二 3 旋转 一 周 ; 

(2) (x 一 1)? 十 y= 二 1 绕 y 轴 旋 转 一 周 ; 

(3) zy 二 a,X 二 a,x 二 2a,y 二 0 分别 绕 之 轴 和 绕 y 轴 旋 转 一 周 。 

3. 已 知 曲线 PP:y 王 1 一 |z2: 一 1|, 试 求 ， 

(1) 研 与 x 轴 所 围 成 的 图 形 D 的 面积 ; 

(2) 图 形 D 绕 xz 轴 旋 转 一 周 的 旋转 体 的 体积 ; 

(3) 图 形 DD 绕 y 轴 旋 转 一 周 的 旋转 体 的 体积 。 

4. 求 曲线 r=3cos0 和 > 一 1 十 cosg 所 围 成 的 公共 图 形 的 面积 。 

5. 求 心脏 线 r*=a(1 十 cosb) 所 围 成 图 形 的 面积 和 弧 长 。 

6. 求 曲线 z==a cost,y 二 a sinst 的 全 长 .曲线 围 成 区 域 的 面积 和 绕 坐 标 轴 旋转 体 的 
体积 。 

“7. 设 容器 由 y= 二 2 Vz 绕 y 轴 旋 转 而 成 。 令 注入 V 方 水 后 ,水 面 的 高 度 是 ,再 注 入 V 
方 水 后 , 问 水 面 高 度 提 高 了 多 少 ? 


“8. 设 f(z) 在 z+ 一 0 处 具有 二 阶 连 续 导数 , lim 了 站 开 - 一 2, 求 曲线 y 一 f(x) 在 点 
(0,f(0)) 处 的 曲率 。 


5;3_ 微 元 法 在 物理 上 的 应 用 


解决 实际 问题 的 基本 方法 : 微 元 法 或 称 元 素 法 , 即 分 割 、 计 算 微 元 的 近似 值 . 求 和 、 取 
极限 。 

从 理论 来 说 ,分 割 是 将 所 求 量 分 成 个 微 元 ,然后 求 出 第 k&(1 志 k 志 个 微 元 的 近似 值 ， 
求 和 , 取 极 限 (n 习 ) ,根据 极限 形式 将 其 表示 成 定 积分 。 然 而 在 实际 问题 中 ,我 们 只 需 确定 
定 积分 的 被 积 表 达 式 即 可 ,没有 必要 严格 按照 分 割 、 计 算 微 元 的 近似 值 . 求 和 、 取 极限 ,根据 
极限 确定 定 积分 。 

定 积分 的 被 积 表达 式 就 是 微 元 的 近似 值 。 在 微 元 近似 值 的 表示 上 ,往往 采用 : 

建立 适当 的 坐标 系 或 坐标 轴 , 整 体 量 分 布 在 [a.5] 上 ,在 [a,5] 内 任意 选取 一 点 zz, 以 及 
zz 十 dz, 在 工 到 z 十 dz 微 元 上 ,把 变量 f(x)( 如 压强 、 力 、 密 度 ) 看 作 常 量 ,从 而 得 到 微 元 的 近 
似 值 , 即 定 积分 的 被 积 表达 式 , 从 而 确定 所 求 量 的 定 积分 。 

题 型 11 计算 液体 压力 


设 有 一 块 曲 边 梯形 平面 薄板 , 曲 边 的 曲线 方程 为 y = f(x) ,将 其 垂直 的 放 在 密度 为 4 的 
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液体 中 ,如 图 5-9 所 示 , 则 液体 对 薄板 的 侧 压 力 P 一 gjezf (x)dz。 
推导 过 程 , 用 微 元 法 推 对 液体 对 薄板 的 侧面 的 压力 公式 。 
建立 坐标 系 ,如 图 5-9 所 示 , 水 平方 向 为 y 轴 ,与 直 向 下 方向 为 轴 。 在 浒 板 [x, 纪 内 任意 
选取 一 点 x( 水 深 , 注 板 条 的 宽度 为 dz, 注 板 条 的 长 度 为 /(z) ,于 是 注 板 条 的 面积 近似 等 于 
f(Ddz, 此 济 板 条 所 受 压力 ge/(z)dz, 即 是 定 积分 的 被 积 表达 式 , 于 是 液体 对 注 板 的 压力 为 
P= | gzf dr, 


oe 
了 


h+b sino 


Vx 


5-10 


5-9 

例 5.17 长 为 a 宽 为 b 矩形 薄板 (ao 之 2) , 放 于 与 液 面 成 c 角 的 液体 内 ,长 边 平行 于 液 面 
位 于 深 处 ,如 图 5-10 所 示 。 设 液体 的 比重 为 c, 求 薄板 所 受 的 压力 P。 

在 六 到 姑 十 psina 范围 上 任意 选取 一 点 zx, 垂直 宽度 为 dz 时 , 则 对 应 薄板 的 宽度 为 


解 
dz , 厅 力 微 元 为 


-dz , 洲 板 条 的 面积 为 n -dz ， 
sina Sina 
dz 一 goTa 7 


dP 一 gr .ze 
sing sing 
所 以 有 
十 bsina sina 
FP | dP 六 Seczadzr 一 abog @C + sine ] 
h h sina 2 


例 5.18 闸门 的 上 部 分 为 矩形 ,下 部 分 为 二 次 抛物 线 , 如 图 5-11(a) 所 示 。 当 水 面 与 闸门 
的 上 端 相 平 时 ,和 欲 使 闸门 矩形 部 分 所 承受 的 水 压力 与 闸门 下 部 分 承受 的 水 压力 之 比 为 5 : 4, 求 


闸门 的 矩形 的 高 度 应 是 多 少 米 ? 


lm 1 lm 
亲王 一 一 C 
hm 
4 加 
1m 
(a) 


解 ” 建 立 坐 标 系 , 如 图 5-11(b) 所 示 , 则 抛物 线 方程 为 y= 二 x? 


图 5-11 
设 闸 门 矩 形 高 度 为 刀 , 拢 
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形 部 分 承受 的 水 压力 为 


ht 
Pi 2 (十 1 一 y)dy pgh’s 
闸门 抛物 线 部 分 承受 的 水 压力 为 


| 
P=2 etl dy = pe (#4+ 寺 ) 


根据 从 一 六 ,得 到 一 2。 


题 型 12 计算 物体 之 间 的 引力 
质量 为 M, 长 度 为 1 的 均匀 细 棱 ,对 物体 一 端 距离 为 a, 质量 为 m 的 质点 的 引力 为 
P= | Gras 
其 中 G 万 有 引力 常数 。 
推导 过 程 : 用 微 元 法 推导 物体 对 质点 的 引力 公式 。 
设 细 棒 和 质点 在 一 条 直线 上 , 取 远 离 质 点 的 一 端 作为 数 轴 的 原点 ,如 图 5-12 所 示 , 在 细 
棒 的 [0, 站 内 任 取 一 点 , 它 到 原点 的 距离 为 zx, 并 取 物 体 的 一 段 长 度 为 dz, 于 是 这 段 物体 质量 


为 兰 dz, 因 此 这 段 物体 对 质点 的 引力 微 元 


m az | 1 | 
dF=—G— 
(lta—z) O xxX+dx 
人 Mm 图 5-12 
jl 力 : 四 
所 以 引力 为 FF je sd. 


当然 ,建立 数 轴 还 有 其 他 方法 ,但 结果 是 一 样 的 。 对 物体 和 质点 不 在 一 直线 的 情况 ,其 
原理 是 相同 的 。 

例 5.19 设 有 质量 均匀 的 细 直 杆 A 忆 ,其 长 为 !, 质 量 为 M。 

(1) 在 AB 的 延长 线 上 与 端点 B 的 距离 为 a 处 有 一 质量 为 m 的 质点 Ni , 求 细 直 杆 对质 
点 Ni 的 引力 ; 

(2) AB 的 中 垂 线 上 到 杆 的 距离 为 a 处 有 一 质量 为 m 的 质点 N*, 求 细 直 杆 对 质点 N。 
的 引力 。 


解 (1) 建立 数 轴 , 如 图 5-13(a) 所 示 , 在 [x,z 十 dx] 内 的 一 段 质量 为 dM 一 区 dz, 所 以 


Yar em 
此 眉 对 质点 Ni 的 引力 微 元 为 dF 一 G -人 ,所 以 
全 一 二 
ML 
国 1 GMm 
四 jc Od a(l+a)® 


(2) 建立 坐标 系 ,如 图 5-13(b) 所 示 , 在 [z,z 十 dz] 内 的 一 段 质量 为 4M 一 学 dx, 所 以 此 
段 对 质点 Ns 的 引力 的 垂直 向 下 分 力 F, 的 微 元 为 
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4 x xtdx B Ni x 
(a) 
图 5-13 
本 dr。7 

7 。 ~ Mma 和 

4 
所 以 

F, 2 GMma 1 ds = 2GMm 


¢ 1 aw) 
由 对 称 性 ,引力 的 水 平分 力 已 .一 0。 
题 型 13 计算 变 力 做 功 


设 一 物体 ,在 外 力 F(z) 的 作用 下 , 沿 z 轴 从 a 点 移动 到 6 点 所 做 的 功 为 W, 则 


a VE 二 49” 


W= | Fevdz. 
推导 过 程 : 用 微 元 法 推导 上 述 变 力 做 功 公 
如 图 5-14 所 示 , 在 [a,bj 内 任意 选取 一 个 位 置 x, 移动 距离 为 dz, 在 力 F(x) 作用 下 , 物 


体 从 工 到 过 十 dz 所 做 的 功 为 dW = 二 F(z)dzr, 即 是 定 积分 的 被 积 表 达 式 ,于 是 变 力 做 功 的 公 
式 为 W = | pewar. 


. F(x) | 
| 著 ~ 回 ; 
a x xtdr b 


图 5-14 


“y 


图 5-15 


例 5.20 由 抛物 线 y==x? 及 y= 二 4z? 绕 y 轴 旋 转 一 周 构成 一 旋转 抛物 面 的 容器 ,高 为 
瓦 , 现 于 其 中 盛 水 ,水 高 为 HH/2, 问 要 将 水 全 部 抽出 ,外 力 需 做 多 少 功 ? 


解 如 图 5-15 所 示 , 设 水 的 密度 为 4, 在 水 位 范围 上 任 取 一 点 y, 厚 度 dy, 于 是 环形 水 
面 片 的 重力 为 


(» Ee ¥]jay “Lg 一 Tueydy. 
抽出 这 部 分 水 需要 做 的 功 近 似 等 于 
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dW = Tey(H 一 y)dy， 


所 以 抽出 全 部 分 水 所 做 的 功 
W= Snug| “3 一 y)dy = 一 rwg 万 3 
4 直人 人 16 


例 5.21 为 清除 井 底 的 污染 ,用 缆绳 将 抓 斗 放 入 井 底 , 抓 起 污 泥 后 提出 井口 。 井 深 
30m, 抓 斗 自 重 400N ,缆绳 每 米 重 50N , 抓 斗 抓 起 污 泥 重 2000N ,提升 速度 3m/s, 在 提升 过 程 
中 , 污 泥 以 20N/s 的 速度 从 抓 斗 中 漏出 , 现 将 抓 斗 提升 到 井口 , 问 克服 重力 需要 做 多 少 功 ? 

解 ”将 抓 斗 提升 到 井口 ,克服 重力 做 的 功 分 三 部 分 : Wi ,Ws 和 Ws, 如 图 5-16 所 示 。 

Wi 是 克服 抓 斗 自重 做 功 , 它 在 整个 运动 过 程 中 ,所 
用 的 力 是 常量 , 即 抓 斗 的 重量 ,所 以 

Wi = 400X30 = 12000(])。 

Ws 是 克服 缆绳 自重 做 功 ,显然 它 在 整个 运动 过 程 
中 ,所 用 的 力 是 变 力 , 当 抓 斗 处 在 z 位 置 时 ,缆绳 重量 
50(30 一 xz); 从 运动 到 zz 十 dz 克服 缆绳 重量 所 做 的 功 
为 50(30 一 z)dz, 于 是 


so 
W: -| 50(30— x)dz 一 22500(J) 。 
0 


Ws 是 提升 污 泥 所 做 的 功 , 它 在 整个 运动 过 程 中 ,所 用 
的 力 是 变 力 , 当 抓 斗 处 在 zx 位置 时 , 污 泥 的 重量 是 2000 一 


20 ' 污 , 于 是 从 工 运动 到 z 十 dz 克服 污 泥 重量 所 做 的 功 图 5-16 


为 [ 2000 一 20 。 寺 ]dz, 于 是 


30 
W, -| (2000 20 。 寺 )d 57000(])。 
0 


所 以 
W = Wi 二 WW = 12000 十 22500 十 57000 = 91500(J) 。 
题 型 14 ”计算 物体 的 质量 
设 一 物体 形状 如 图 5-2(b) 所 示 , 其 密度 函数 J.(z) 是 连续 函数 ,截面 面积 为 SCz), 则 物 
体质 量 为 
M 一 | eescodr。 


推导 过 程 : 在 [ , 羽 内 任意 选取 一 个 位 置 x, 作 一 个 截面 SCz) ,在 这 个 截面 上 密度 相等 ， 
给 出 切片 的 厚度 为 dz ,于 是 微 元 体积 为 SCz)dz, 微 元 质量 近似 等 于 w(z)SCz)dz, 即 是 定 积 
分 的 被 积 表达 式 。 于 是 物体 质量 为 M = | ztz)SCz)dz。 

例 5.22 设 半径 为 R 的 球体 密度 为 "一 产 , 求 球体 的 质量 ， 

(1) + 是 球 内 的 任意 一 点 到 球 心 的 距离 ; 

(2) + 是 球 内 的 任意 一 点 到 一 直径 的 距离 ; 

(3) + 是 球 内 的 任意 一 点 到 过 球 心 的 一 平面 的 距离 。 
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解 (1) 以 球 心 为 原点 建立 坐标 轴 。 由 于 7 表示 球 内 的 点 到 球 心 的 距离 ,所 以 将 密度 相 
等 部 分 分 割 到 一 起 ,分 割 方法 是 : 以 原点 为 球 心 ,以 r 和 + 十 dr 为 半径 作 两 个 球面 组 成 球 壳 ， 
图 5-17(a) 所 示 , 所 以 球 壳 体积 微 元 为 
dV = 4xr*dr( 体 积 球面 面积 4xr? X 厚度 dr) 
于 是 质量 微 元 


dM= dV.r = 4x. dre r= darridr, 
R 
所 以 质量 为 M 一 | 4rr*dr 一 和 Rs:。 
0 


(a) 
图 5-17 


(2) 选 球 心 为 原点 ,该 直径 为 > 轴 , 建 立 平面 直角 坐标 系 。 由 于 -表示 球 内 的 点 到 直径 
的 距离 , 即 到 > 轴 的 距离 ,所 以 应 将 密度 相等 的 部 分 分 割 到 一 起 ,分 割 方 法 是 : 以 y 轴 为 中 
心 ,以 z 和 z 十 dz 为 半径 作 两 个 圆柱 面 ,组 成 具有 厚度 为 dz 的 柱 面 ,如 图 5-17(b) 所 示 ,于 
是 体积 微 元 为 

dV = 2rz "2 V 天 一 好 dz( 体 积 盖 柱 面 表面 积 2rz。2 YVR? 一 x X 厚度 dx) 
于 是 质量 微 元 
dM= dV .ze 一 2rz。2 VR -zx .dre x = 4rr VR 一 zzdzr， 

所 以 质量 为 


R 六 
M= | 4rz3 VR’— zdz = drRs| sin’t cos’tdt 
0 0 


= 4xR5 (人 sin’tdt -| sinitdt ]= xR。 
(3) 选 球 心 为 原点 ,过 球 心 的 平面 为 xOy 面 ,建立 空间 直角 坐标 系 。 由 于 表示 球 内 的 
点 到 过 球 心 的 一 平面 的 距离 , 即 到 zOy 面 的 距离 ,所 以 应 将 密度 相等 的 部 分 分 割 到 一 起 ,分 
制 方法 是 : 距 zxOy 平面 的 距离 为 > 和 x 十 dz, 作 两 平行 于 xOy 面 的 二 平面 ,截面 是 圆 面 , 厚 
度 为 dz, 图 5-17(c) 所 示 , 于 是 体积 微 元 为 
dV = r(CVR 一 之 )*dx( 体 积 老 圆 面 面 积 (VR? 一 x )* X 厚度 dz) 
于 是 质量 微 元 


dM = dV .x = nz’(R’— zx)dz, 


所 以 质量 为 M 一 2 redRe —z)dz = 证"R’。 
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微 元 法 解决 物理 问题 方法 综述 

物理 中 的 四 类 问题 : 变 力 做 功 、 液 体 压强 引力、 物体 的 质量 是 可 以 用 微 元 法 解决 的 。 
微 元 法 计算 变 力 做 功 、 液 体 压强 .引力 、 物 体 的 质量 的 具体 步骤 如 下 : 

(1) 适当 地 建立 坐标 轴 ,或 平面 直角 坐标 系 , 或 空间 直角 坐标 系 , 建 立 的 方法 不 是 唯一 
的 ,但 要 有 利于 计算 微 元 。 

(2) 分 割 。 在 整体 量 中 取出 一 个 极 小 单元 ( 微 元 ) ,怎样 取 就 是 分 割 问题 ,也 是 征 元 法 的 
重点 和 关键 。 从 分 割 的 形状 看 ,一般 是 条 、 片 、 环 .过 等 ,将 具有 相同 量 分 割 在 一 起 ,其 中 条 、 
片 \ 环 、 过 的 宽度 或 厚度 ,是 自 变量 的 微分 dz。 在 工 到 z 十 dz 范围 上 ,将 变量 看 成 常量 ,从 而 
得 到 微 元 的 值 。 

(3) 微 元 就 是 定 积分 的 被 积 函 数 表达 式 ,整体 量 就 是 微 元 在 自 变量 x 变化 范围 上 的 定 
积分 。 


练习 题 5-3 


1. 设 体积 为 1 的 立方 体 ,密度 为 wp 二 1) , 沉 入 深 为 HH(H 二 1) 的 水 池 底 部 , 现 将 其 从 水 
中 取出 ,需要 做 多 少 功 ? 

2. 有 半径 为 Rm\ 长 为 Lm 的 均匀 圆柱 体 , 平 放 在 深度 为 2Rm 的 水 池 中 (圆柱 体 的 侧面 
与 水 面相 切 ) , 设 圆柱 的 密度 的 是 水 密度 的 2 倍 , 现 将 圆柱 体 平移 出 水 面 , 需 做 多 少 功 ? 

3. 半径 为 1 的 半球 形 水 池 ,充满 水 ,要 把 池内 水 全 部 取出 , 需 做 多 少 功 ? 

4. 灌溉 涵洞 的 断面 为 抛物 线 拱 形 ,在 水 面 高 出 涵洞 项 点 为 lm 时 , 求 涵洞 闸门 ( 底 边 宽 
为 2m, 高 1m) 所 受 的 水 压力 (水 的 比重 为 1) 。 

5. 一 物体 以 速度 v 一 3 如 十 3tmy/s 作 直 线 运动 ,计算 该 物体 在 1=0 时 到 :一 10s 内 的 平均 
速度 。 

6. 酒水 车 的 水 箱 是 一 个 横 放 着 的 椭圆 桶 ,其 椭圆 的 长 短 半径 分 别 为 5。 和 a , 求 水 箱 顶 头 
面 所 受 的 侧 压 力 。 

7. 设 有 半径 为 a, 面 密度 为 o 的 均匀 圆 板 ,质量 为 m 的 质点 位 于 通过 圆 板 中心 O 且 垂 直 
于 圆 板 的 直线 上 ,到 圆 板 的 距离 为 5, 求 圆 板 对 质点 的 引力 。 
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一 、 基 本 概念 


定义 9 设 函 数 y 王 f(z) 在 zx 处 可 导 , 则 称 导 数 广 (z) 为 f(x) 的 边际 函数 ,f(zo) 为 边 
际 函 数值 , 即 当 z==xo 时 ,z 改变 一 个 单位 ,y 改变 了 (xo) 个 单位 。 
定义 10 设 总 成 本 函数 Cr 二 Cr(Q),Q 为 产量 , 则 生产 第 Q 个 单位 产品 时 的 边际 成 本 


函数 为 Cv 一 CQ 。 


注 边际 成 本 表示 生产 第 Q 个 或 Q 十 1 产品 所 需 用 的 成 本 。 
定义 11 设 总 收益 函数 Rr 一 PQ,P 是 价格 ,Q 是 销售 量 , 又 设 需求 函数 P 王 PC(Q) , 则 
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R 


总 收益 函数 为 Rr 二 QP(Q) ,于 是 平均 收益 Rs 一 @ 一 P(Q) ,边际 收益 函数 为 
dRr( 
注 边际 收益 表示 当 销 售 第 Q 个 单位 时 ,多 销售 一 个 产品 或 少 销售 一 个 单位 产品 使 其 
增加 或 减少 的 收益 。 
定义 12 设 函 数 y= 二 f(z) 在 zx 处 可 导 , 函 数 的 相对 改变 量 
Fe i + sk 
y fz) 


与 自 en 工 到 十 Az 两 点 间 的 弹性 , 当 


= P(Q) 十 QP“(Q) 。 


A 本 拼 / 等 的 极限 称 为 y 二 f(z) 在 xz 处 的 弹性 ， 记 为 总 


半空 =-。 i 
lim y 


称 E> 为 弹性 函数 。 


入 弹性 表示 当 x 相对 改变 1% 时 ,f(z) 改 变 的 百分数 , 即 反映 了 由 xz 变化 引起 f(x) 
变化 反应 的 强烈 程度 。 


规定 : 需求 价格 弹性 为 Eo 一 一 加 Ss 万, 其 中 D 是 需求 量 ,P 是 价格 。 
题 型 15 计算 成 本 ,收益 .利润 .弹性 以 及 边际 ,平均 成 本 收益、 利润 


例 5.23 若 某 商品 的 需求 函数 P 一 6, 其 中 P 是 商品 价格 ,Q 为 商品 需求 量 ,该 商品 


的 成 本 函数 为 C 一 400 十 3Q 十 于 Q? , 试 求 平均 成 本 的 最 小 值 , 并 求 边际 成 本 和 边际 利润 。 
C 1 


1 ,1 AdC 


a 1 dC > 
解 平均 成 本 C 6 400 豆 二 3 十 Q, 则 4 400 二 十 4。 令 id 0, 解 得 Q 二 40。 
d:C _ 800 i 
由 于 gai 一 @7 ,所 以 中 人 |。 _ >0, 故 当 Q=40 时 ,C 取得 极 小 值 。 


由 于 丽 数 具 有 一个 对 点 ,所 以 在 Q 一 40 时 ,函数 有 最 小 值 la 一 2 
边际 成 本 为 C' 一 3 十 方 Q。 
设 利润 函数 为 LC(Q) ,收益 为 RCQ), 则 


L(®= R(Q) — CQ = PQ— 400— 3Q iQ 


100 1 1 
a 400 一 3Q a 100 VQ— 400— 3Q 1 
边际 利润 为 L'(Q@) = 了 0 一 3 一 4Q.。 
/a 4 
例 5.24 一 商家 销售 某 种 商品 的 价格 满足 关系 P= 二 7 一 0. 2z( 万 元 /tb) ,zx 是 销售 量 ( 单 


位 : 如 ,商品 的 成 本 函数 是 C==3zx 十 1( 万 元 )。 
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(1) 若 每 销售 一 吨 商 品 ,政府 要 征 税 i( 万 元 ) , 试 求 该 商家 获得 最 大 利润 时 的 销售 量 ; 
(2) z 为 何 值 时 ,政府 征 税 总 额 最 大 。 
解 (1) 设 丁 为 总 税额 , 则 T==tz, 商 品 销售 的 总 收入 为 

R= Pz = (7—0.2z)7z = 77—0.27; 


利润 函数 为 
Lx} = R(z)—C(2)— T(z2)=77—027 —32—1 0;27° + (4—Di— 1 
二 2 
令 由 一 0, 即 一 0. 4z 十 4 一 :二 0, 得 到 z+ 二 二 :一 5(4 一 1)。 由 于 和 5 二 一 0.4 过 0, 所 以 x 二 
dz 0.4 2 dz 


二 (4 一 六 为 利润 最 大 时 的 销售 量 。 


(2) 将 工 (4 代入 T=tz, 得 到 本 te BA t)=10t Sr, 由 坚 10 一 5 一 0， 


得 到 唯一 的 驻 点 /二 2。 由 于 时 一 一 5 二 0, 所 以 当 /二 2 时 ,T 有 极 大 值 ,也 是 最 大 值 ,此 时 政 


府 税收 总 额 最 大 。 

例 5.25 已 知 某 产 品 从 投产 之 日 起 到 zt 日 止 的 累积 产量 为 9(7) (单位 : b) , 设 边际 产量 
为 0 (1)=2251-?e-。 

(1) 求 从 投产 之 日 起 到 + 日 止 的 累积 产量 为 0(7); 

(2) 求 投产 后 多 少 天 ,平均 日 产量 最 大 ,最 大 值 是 多 少 ; 

(3) 达到 最 大 值 后 再 生产 同样 的 天 数 , 后 面 这 许多 天 的 平均 日 产量 是 多 少 。 


解 〈D 00D) = 90O) 十 | 9 GD, 由 于 0(0) 一 0, 所 以 
0 


CA | 225r*e a - 15| ea 人 |- 15e¥| = 150¥00, 
0 0 


(2) 平均 日 产量 为 


5 一 = 


es 
为 求 它 的 最 大 值 , 求 导 函数 ,并 令 其 等 于 零 ,9 (4) 二 15e-*1(15 一 1) 二 0, 解 得 1 二 15。 当 0 二 
1 过 15 时 ,0 (1) 记 0, 当 1 之 15 时 ,9 (7) 过 0, 所 以 t=15 是 9(1) 的 极 大 值 点 ,也 是 9(1) 的 最 大 值 
点 ,于 是 maxb(t) 一 0(15) 一 e 1!(t)。 

(3) 再 生产 同样 天 数 , 即 再 生产 15 天 ,年 均 日 产量 为 


1 [owa lg)|” = et ett) 
是 


例 5.26 某 水 泥 厂 每 日 生产 zx( 百 吨 ) 水 泥 的 总 成 本 的 变化 率 为 C'(z) 一 2 十 让 (万 元 / 


百 吨 ) ,总 收益 的 变化 率 为 R'Cz) 一 14 一 寺 ( 万 元 / 百 吨 ), 固 定 成 本 1 万 元 , 试 求 总 利润 函数 
及 最 低 利润 。 
解 ” 成 本 函数 CCz) 上 (2+ 划 jar+l 2 十 车 十 1, 收 益 丽 数 为 


R(xz) | 二]dz | 
, 
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CR) 一 CGO = 12s 32Z ls 


所 以 总 利润 函数 为 


A 7 / 4 菏 s 
L (zz)=R (zz)—C (2) 区 4 (z+ 备 ) 2 167™ 0， 


解 得 z 一 38.4。 因 LL"(z) 一 一 识 <0, 故 当日 产量 为 38.4( 百 吨 ) 时 ,总 利润 最 大 为 


L(38.4) 一 229. 4( 万 元 ) 。 


例 5.27 某 商品 的 销售 量 Q(D 是 价格 p( 万 元 /0 的 函数 Q 一 -0 一 1。 


p+1 
(1) 价格 是 多 少时 ,总 收入 最 大 ? 
(2) 在 总 收入 最 大 时 , 求 总 收入 相对 价格 的 弹性 及 需求 相对 于 价格 的 弹性 。 
解 (1) 依 吓 意 ,总 收入 函数 RCp)=pQ 一 22 天 ,0<p<99。 令 
/ 一 大 一 2p 十 99 __ 
RD GT 一 
解 得 p 二 9,p 二 一 11( 低 去)。 又 由 于 R(0) 二 0,R(99) 二 0, 所 以 p= 二 9 是 最 大 值 点 , 即 价格 为 
9 时 ,总 收入 最 大 。 


(2) 当 p=9 时 ,总 收入 相对 于 价格 的 弹性 为 如 | ,一 丰 ， 


价格 的 弹性 为 


EQ p.dQ 起 (让 十 到 。 100 
Ep |»=9 Q@ dPl,=s 9—p (p+1)?|»=s 


例 5.28 某 商品 的 需求 函数 为 Q=Q(CP) ,收益 函数 R= PQ, 其 中 P 为 产品 价格 ,Q 为 
销售 量 ( 产 品 的 产量 ),Q(P) 是 单调 减 函数 ,如 果 价 格 为 Po, 对 应 的 产量 为 Qu ,边际 收益 


dR 
dP 


, 一 0; 总 需求 相对 于 


p= 


利 |。。 一 <>>0, 收 益 对 价格 的 边际 收益 各 | ，。， 一 > 0, 需 求 价格 的 弹性 为 已 一 4>>0, 求 
QQ P=Po 
PP 与 Q,。 
解 由 于 R=PQ, 对 Q 求 导 得 到 
dR dP dP .Q . i 
各 =-P+Q 生 =P+Q 生 . 旺 .P r( 去) 
于 是 


dR a 
dQ lo-a, -Pa ;); 


解 得 忆 一 ?2 人。 同样 由 有 R 一 PQ. 对 己 求 导 得 到 


dR dQ dm 旦 
ap Q+PP Qt+p* “< Q(1—E), 
于 是 坚 Qu(1 一 六 一 c, 所 以 Q 人 
dP | p=p, » My ”1—6b" 


例 5.29 某 市 饮食 业 欲 增加 饮食 网 点 ,已 知 其 经 营 费 用 增加 率 为 CCz)=1+ 二 xz( 万 
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元 ) ,收益 的 增加 率 为 R'Gz) 一 起 Vz( 万 元 ), 其 中 之 表示 饮食 店 增加 的 个 数 ,为 使 增设 网 点 后 
增加 总 利润 最 大 ,全 市 应 增加 多 少 个 网 点 店 ? 增加 的 总 利润 是 多 少 ? 
解 总 利润 LCGz)=RCz) 一 CCz), 则 L(x)=R'(z) 一 C'(z)= 几 Vz 一 1 


| 
L(xz) = 上 ( 划 A 工 一 1 到 ju 
1 


2 0, 解 得 zz! 二 as 36。 由 于 


令 L'(z) 0, 即 六 Vz | 


36 
L.(36) =| 1 = 2 | =06, 
sls 2 


1 [16 1 35 
i(3) ]( 革 妈 1 $e ja < 


所 以 增加 36 个 饮食 店 时 ,增加 的 总 利润 最 大 ,增加 的 最 大 利润 是 96 万 元 。 
练习 题 5-4 


1. 设 某 种 商品 的 单价 为 P 时 , 售 出 的 商品 量 Q 可 表示 为 Q= 五 “一 <, 其 中 obc 都 是 


P+b 
正 数 , 且 a 之 bc。 
(1) 求 己 在 什么 范围 内 变化 ,相应 的 收入 (销售 额 ) 增 大 或 减少 ? 
(2) 要 使 销售 额 最 大 ,单价 已 应 取 何 值 ? 最 大 销售 额 是 多 少 ? 


2. 设 某 产品 的 成 本 函数 为 C 一 ez? 十 2 十 c, 需 求 函 数 p 一 十 (4 一 ) ,其 中 gq 为 单价 ,a， 


b,c,d,e 为 大 于 零 的 常数 ,上 且 d>0, 求 : (1) 需 求 对 价格 弹性 的 绝对 值 为 1 的 产量 ; (2) 最 大 
利润 ; (3) 需 求 对 价格 的 弹性 。 

3. 已 知 某 企业 的 总 收益 函数 RCz) 王 26z 一 2z2 一 4z3 ,总 成 本 函数 C(x) 二 8z 十 x? ,其 中 
工 表示 产品 产量 。 求 利润 函数 .边际 收益 函数 .边际 成 本 函数 ,以 及 企业 获得 最 大 利润 时 的 
产量 和 最 大 利润 。 

4. 生产 某 产 品 的 固定 成 本 为 10, 而 当 产 品 为 二 时 的 边际 成 本 函数 为 C"(z) 一 40 一 
20z 十 3z2 ,边际 收益 为 R'(z) 二 32 一 10x, 其 中 xz 表示 产品 产量 。 求 (1) 总 利润 函数 ; (2) 使 
总 利润 最 大 的 产量 。 

5. 某 商店 进货 两 种 商品 共计 400 件 , 商 品 A 的 需求 量 为 Qs ,价格 为 Ps 的 函数 为 Qs 二 
8000 一 40Pa ,商品 B 的 需求 量 为 Qs ,价格 为 Ps 的 函数 为 Qs 二 500 一 50Ps ,该 两 种 商品 的 销 
售 成 本 分 别 为 C4 二 1000 一 5Q4 ,Cs 二 120 十 3Qs ,假设 所 进货 能 够 全 部 售 出 , 问 如 何 确 定 商品 
A,B 的 定价 ,才能 使 商品 获得 最 大 利润 。 

6. 已 知 某 类 商品 对 价格 p 的 需求 弹性 是 3, 对 供给 弹性 是 2, 且 当 p==1 时 ,社会 对 商品 
的 需求 量 和 供给 量 分 别 是 Du ,So。 

(1) 给 出 该 商品 在 供求 平衡 时 的 平衡 价格 ; 

(2) 若 价格 是 时 间 上 的 函数 , 且 价格 的 变化 率 与 超额 需求 量 D 一 S 成 正比 ,与 价格 p 成 
反比 , 求 价 格 对 上 的 函数 ;已 知 po 二 p(0); 

C3 t 一 十 co 时 , 求 lim p(D)。 
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一 、 一 元 函数 微 积分 的 应 用 考研 数 一 真 题 分 布 ,考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 一 元 函数 微 积 分 应 用 的 考研 数 一 真题 共 出 了 19 道 
题 , 题 型 分 布 在 : 

1. 求 渐 近 线 的 方程 : 共有 4 个 题 ,分 布 在 2005 年 ,2007 年 ,2012 年 和 2014 年 。 

2. 根据 导 函 数 图 形 确 定 函数 的 极 值 点 : 有 1 个 题 ,分 布 在 2003 年 。 

3. 求 函 数 的 单调 区 间 、 极 值 和 拐点 : 共有 7 个 题 ,分 布 在 2010 年 ,2011 年 ,2014 年 ， 
2015 年 ,2017 年 和 2019 年 (2 题 )。 

. 求 曲线 的 切线 方程 : 共有 2 个 题 ,分 布 在 2004 年 和 2008 年 。 

. 利用 函数 性 质 计算 : 有 1 个 题 ,分 布 在 2005 年 。 

. 微 积分 在 几何 方面 的 应 用 : 共有 3 个 题 ,分 布 在 2003 年 ,2011 年 和 2012 年 。 
. 微 积分 在 物理 方面 的 应 用 : 有 1 个 题 , 分 布 在 2017 年 。 

1 一 元 函数 微 积 分 的 应 用 考研 数 一 真 题 题 型 分 析 

1. 求 渐 近 线 方程 : 2005 年 考 了 求 曲 线 斜 渐 近 线 的 方程 ;2007 年 和 2012 年 考 了 求 曲 线 
渐 近 线 的 条 数 ;2014 年 考 了 求 曲 线 渐 近 线 的 方程 。 

2. 根据 导 函 数 图 形 确定 函数 的 极 值 点 : 2003 年 考 了 根据 导 函 数 图 像 确定 极 值 点 。 

3. 求 函数 的 单调 区 间 、 极 值 和 拐点 : 2010 年 考 了 求 变 限 积分 函数 的 单调 区 间 与 极 值 ; 
2011 年 考 了 求 曲线 的 拐点 ;2014 年 考 了 求 由 方程 确定 的 隐 范 数 的 极 值 ;2015 年 考 了 根据 导 
函数 的 图 形 确定 极 值 点 和 拐点 的 个 数 ;2017 年 考 了 隐 范 数 的 极 值 ;2019 年 考 了 判断 分 段 点 
是 否 是 极 值 点 和 凸凹 区 间 与 拐点 。 

4. 求 曲 线 的 切线 方程 : 2004 年 考 了 求 垂直 某 直线 的 切线 方程 ;2008 年 考 了 由 方程 给 出 
的 曲线 在 一 点 的 切线 方程 。 

5. 利用 函数 性 质 计 算 : 2005 年 考 了 利用 切 点 、 拐 点 性 质 , 用 分 部 积分 法 计算 定 积分 。 

6. 微 积分 在 几何 方面 的 应 用 : 2003 年 考 了 计算 平面 图 形 的 面积 与 旋转 体 的 体积 ;2011 
年 考 了 求 曲 线 的 弧 长 ;2012 年 考 了 求 平面 图 形 的 面积 。 

7. 微 积分 在 物理 方面 的 应 用 : 2017 年 考 了 根据 路 中 
程 , 求 时 间 。 

2 一 元 函数 微 积 分 的 应 用 考研 数 一 真 题 

1. (2003, 二 (1) (4 分 )) 设 函数 FCz) 在 (一 co ,十 cc) 

内 连续 ,其 导 函 数 图 像 如 图 5-18 所 示 , 则 f(x) 有 

(A) 一 个 极 小 值 点 和 两 个 极 大 值 点 ; 0 

(B) 两 个 极 小 值 点 和 一 个 极 大 值 点 ; 

(C) 两 个 极 小 值 点 和 两 个 极 大 值 点 ; 

(D) 三 个 极 小 值 点 和 一 个 极 大 值 点 。 

考点 与 解法 : 判别 极 值 点 。 求 疑似 极 值 点 ,根据 导 函 图 5-18 


A a 
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数 的 符号 ,确定 极 值 点 以 及 极 大 值 点 和 极 小 值 点 。 

2. (2003 ,三 (10 分 )) 过 坐标 原点 作曲 线 > 一 Inz 的 切线 ,该 切线 与 曲线 y==lnzx 及 zx 轴 
围 成 平面 图 形 D。 

() 求 DD 的 面积 A; 

(ii) 求 孔 绕 着 直线 z=e 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 V。 

考点 与 解法 : 求 平面 图 形 的 面积 和 旋转 体 的 体积 。(i) 求 切线 方程 , 求 平面 图 形 的 面积 ; 
(ii 根据 旋转 体 的 体积 公式 计算 旋转 体 的 体积 。 

3. (2004, 一 (1)(4 分 )) 求 曲线 > 一 Inz 上 与 直线 z+ 十 y=1 垂直 的 切线 方程 。 

考点 与 解法 : 求 切线 方程 。 利 用 切线 与 直线 zx 十 y 一 1 垂直 , 求 切 点 。 


4. (2005 ,一 (1) (4 分)) 求 曲线 一 二 的 斜 渐 近 线 方程 。 


考点 与 解法 : 求 斜 渐 近 线 方 程 。 根 据 斜 渐 近 线 公式 , 求 出 切线 的 斜率 和 截 距 。 

5. (2005 ,三 (17)(11 分 )) 如 图 5-19 所 示 , 曲 线 C 的 方程 为 y = 了 f(z), 点 (3,2) 是 它 的 一 
个 拐点 ,直线 4 与 1 分 别 是 曲线 C 在 点 (0,0) 与 (3,2) 处 ,| 
的 切线 ,其 交点 为 (2,4)。 设 函数 f(x) 具有 三 阶 连续 导 


数 ,计算 定 积分 | xz* 十 z) cz)dz。 


考点 与 解法 : 计算 定 积分 。 根 据 切 线 、 拐 点 和 交点 
分 别 确 定 f(0) ,了 (0), 六 (0),f(3), 了 (3), 了 (3), 用 分 
部 积分 计算 定 积分 。 


6. (2007, 一 (2) (4 分)) 求 曲线 ?一 二 二 InG1 二 er) 


r) 


| 


的 渐 近 线条 数 ; 
(A) 0; (B) 1; 
(C) 2; (BY 


考点 与 解法 : 求 渐 近 线 。 求 所 有 渐 近 线 ,确定 条 数 。 
7. (2008, 二 (10)(4 分 )) 曲 线 sin(zxy) 十 In(y 一 x+) 二 xz 在 点 (0,1) 处 的 切线 方程 。 
考点 与 解法 : 求 切线 方程 。 求 隐 函 数 的 导数 ,确定 切线 的 斜率 。 


8. (2010, 三 (16)(10 分)) 求 函数 f(x) = 下 (zx? 一 De dt 的 单调 区 间 与 极 值 。 
考点 与 解法 : 求 单调 区 间 和 极 值 。 利 用 求 单调 区 间 和 极 值 的 方法 。 
9. (2011, 二 (9)(4 分 )) 求 曲线 y = aa <zr< 至 ) 的 弧 长 。 


考点 与 解法 : 计算 曲线 弧 长 。 根 据 曲线 弧 长 公式 ,计算 定 积分 。 
10. (2011, 一 (1)(4 分)) 曲 线 y= 二 (zx 一 1) (zx 一 2)? (zx 一 3)? (x 一 4)4 的 拐点 是 : 


(A) (1,0); (B) (2,0); (CY 350% (D) (4,0)。 
考点 与 解法 : 拐点 的 判定 。 根 据 拐 点 的 充分 条 件 , 二 阶 导 数 等 于 0, 三 阶 导数 不 等 于 0。 
11. (2012 ,一 (1)(4 分 )) 求 曲线 > 一 把 士 ] 的 渐 近 线条 数 : 


(A) 0; (B) 1; (C) 2 (D) 3。 


5.5 一 元 函数 微 积分 的 应 用 考研 真题 人 


考点 与 解法 : 求 渐 近 线条 数 。 求 所 有 渐 近 线 ,确定 条 数 。 
(os 到 ) ,其 中 画 数 JJ) 具有 连 
续 导 数 , 且 F(0)=0,F() 二 0。 若 曲线 工 的 切线 与 x 轴 的 交点 到 切 点 的 距离 为 1, 求 函 数 
7F(D) 的 表达 式 ,并 求 曲 线 工 及 z 轴 ,>y 轴 为 边界 的 区 域 的 面积 。 

考点 与 解法 : 求 函数 表达 式 和 平面 图 形 面积 。 建 立方 程 , 解 方程 ,得 到 函数 f(1) 的 表达 
式 。 再 求 平面 图 形 的 面积 。 

13. (2014, 一 (1)(4 分 )) 下 列 曲线 有 渐 近 线 的 是 : 


12. (2012, 三 (18)(10 分 )) 已 知 曲线 工 : | 


(A) y 一 Z 十 sinzs (B) > 一 z 十 sin i， 


(C) y 一 妇 十 sinz; (D) > 一刀 十 sin 工 。 

考点 与 解法 : 求 渐 近 线 。 求 每 个 曲线 的 渐 近 线 。 

14. (2014, 三 (16)(10 分 )) 设 函数 y= 二 f(z) 由 方程 十 zy 十 x*y 十 6 二 0 确定 , 求 f(x) 
的 极 值 。 

考点 与 解法 : 求 极 值 。 求 隐 函 数 的 稳定 点 ,并 求 二 阶 偏 导 , 判 断 稳定 点 是 否 是 极 值 点 ， 
是 极 大 值 点 还 是 极 小 值 点 ,并 求 极 值 。 

15. (2015 ,一 (1)(4 分 )) 设 函数 y=Fz) 在 (一 co,co) 内 连续 ,其 中 二 阶 导数 PCz) 的 图 
形 如 图 5-20 所 示 , 则 曲线 y= 二 f(z) 的 拐点 个 数 为 : 


(A) 0; (B) 1; (C) 2; (D) 3。 
考点 与 解法 : 求 抛 点。 拐点 产生 于 疑似 拐点 ,如 果 疑 似 拐点 的 左右 的 二 阶 导数 符合 不 
同 , 则 是 拐点 。 
EA 


i 


w() ulD) wl!) 


图 5-20 图 5-21 


16. (2017, 一 (1)(4 分 )) 甲 乙 两 人 赛跑 ,计时 开始 时 , 甲 在 乙 前 方 10m, 图 5-21 中 实 线 
表示 甲 的 速度 曲线 v==vi (1) ,虚线 表示 乙 的 速度 曲线 v==v,(7) ,三 块 阴影 部 分 的 面积 数值 依 
次 为 10,20,3 ,计时 开始 后 , 乙 追 上 甲 的 时 刻 为 m, 则 

(A) to=10; (B) 15<to<20; (C) t=25; (D) 1 >25。 

考点 与 解法 : 定 积 分 的 应 用 .距离 等 于 速度 的 定 积分 , 定 积分 等 于 曲 边 梯形 的 面积 ,利用 


Pawar | wd 二 10, 求 得 to = 25。 
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17. (2017, 三 (17) (10 分 )) 已 知 函 数 y(z) 由 方程 十 y 一 3 十 3y 一 2 二 0 确定 , 求 
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y(z) 的 极 值 。 
考点 与 解法 : 隐 上 函数 的 极 值 。 求 隐 函 数 的 稳定 点 , 求 隐 函 数 的 二 阶 导 数 ,根据 稳定 点 的 

二 阶 导 数值 ,判断 稳定 点 是 否 是 极 值 点 ,是 极 大 值 点 还 是 极 小 值 点 ,再 求 出 极 值 。 

二 | x 


< 出 -二 0 是 函数 FCz) 的 ( ) 
人 


18. (2019, 一 (2)(4 分 )) 设 函数 0=| 
znr, 工 

(A) 可 导 点 , 极 值 点 ; (B) 不 可 导 点 , 极 值 点 ; 

(C) 可 导 点 , 非 极 值 点 ; (D) 不 可 导 点 , 非 极 值 点 。 

考点 与 解法 : 求 分 段 函 数 在 分 段 点 的 导数 及 判断 分 段 点 是 否 是 极 值 点 。 利 用 导数 的 定 


义 , 求 分 段 点 的 导数 。 利 用 极 值 点 的 定义 或 几何 判别 法 判断 分 段 点 是 否 是 极 值 点 。 


19. (2019, 三 (15)(10 分 )) 设 函数 > 一 y(z) 是 方程 y 十 zy 二 e- 半 满足 条 件 y(0) 二 0 的 
一 个 特 解 。 

(i) 求 函数 > 一 >(Cz); 

(ii) 求 函 数 y 二 y(z) 的 凸 四 区 间 和 拐点 。 

考点 与 解法 : 求 一 阶 线性 方程 的 特 解 , 求 凸 上 四 区 间 和 拐点 。(iD 根 据 一 阶 线性 方程 的 求 
解 公式 , 求 通 解 再 利用 初始 条 件 求 出 特 解 >(z); (让 求 函 数 >(z) 二 阶 导 数 ,用 二 阶 导数 等 于 
0 的 点 ,分 定义 域 为 若干 区 间 , 从 而 得 到 凸凹 区 间 和 拐点 。 


二 、 一 元 函数 微 积分 的 应 用 考研 数 三 真题 分 布 . 考 点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 一 元 函数 微 积 分 应 用 的 考研 数 一 真 题 共 出 了 33 道 
题 , 题 型 分 布 在 : 

1. 求 渐 近 线 方程 : 共有 3 个 题 ,分 布 在 2007 年 ,2012 年 和 2014 年 。 

2. 求 函数 单调 区 间 、 极 值 和 拐点 : 共有 6 个 题 ,分 布 在 2004 年 ,2005 年 ,2007 年 ,2010 
年 ,2016 年 和 2019 年 。 

3. 求 曲线 切线 方程 : 共有 3 个 题 ,分 布 在 2003 年 ,2011 年 和 2018 年 。 

4. 微 积分 在 几何 方面 的 应 用 : 共有 7 个 题 ,分 布 在 2006 年 ,2010 年 ,2011 年 ,2012 年 ， 
2013 年 ,2014 年 和 2019 年 。 

5. 微 积分 在 经 济 方面 的 应 用 : 共有 13 个 题 , 分 布 在 2004 年 ,2007 年 ,2008 年 ,2009 年 ， 
2010 年 ,2012 年 ,2013 年 ,2014 年 ,2015 年 ,2016 年 ,2017 年 ,2018 年 和 2019 年 。 

6. 讨论 函数 的 性 质 ; 有 1 个 题 ,分 布 在 2019 年 。 

1 一 元 函数 微 积分 的 应 用 考研 数 三 真题 题 型 分 析 

1. 求 渐 近 线 方程 : 2007 年 和 2012 年 考 了 求 曲 线 渐 近 线 条 数 ;2014 年 考 了 判断 曲线 是 
否 有 渐 近 线 。 

2. 求 函 数 单调 区 间 ,凸凹 区 间 、 极 值 点 和 拐点 : 2004 年 考 了 判断 一 点 是 极 值 点 还 是 拐 
点 ;2005 年 考 了 判断 两 个 点 是 极 大 值 点 还 极 小 值 点 ;2007 年 考 了 一 点 附近 的 凸凹 性 ;2010 
年 考 了 判断 一 点 成 为 极 大 值 点 的 条 件 ;2016 年 考 了 根据 导 函 数 图 形 .判断 极 值 点 和 拐点 的 
个 数 ;2019 年 考 求 曲 线 的 拐点 。 

3. 求 曲 线 的 切线 方程 : 2003 年 考 了 曲线 与 直线 相 切 ,推导 未 知 常数 关系 ;2011 年 考 了 
求 由 方程 确定 的 隐 函 数 在 一 点 的 切线 方程 ;2018 年 考 求 曲 线 的 切线 方程 。 


5.5 一 元 函数 微 积分 的 应 用 考研 真题 > 


4. 微 积 分 在 几何 方面 的 应 用 : 2006 年 考 了 已 知 曲线 围 成 的 图 形 的 面积 ,确定 未 知 常 
数 ;2010 年 考 了 旋转 体 的 体积 ;2011 年 考 了 平面 图 形 绕 坐 标 轴 旋 转 的 旋转 体 的 体积 ;2012 
年 考 了 求 平面 图 形 的 面积 ;2013 年 考 了 旋转 体 的 体积 ;2014 年 考 了 无 界 区 域 图 形 的 面积 ; 
2019 年 考 了 求 旋转 体 的 体积 。 

5. 微 积分 在 经 济 方面 的 应 用 : 2004 年 考 了 弹性 和 弹性 的 经 济 意义 ;2007 年 考 了 已 知 弹 
性 , 求 商品 价格 ;2008 年 考 了 复 利 问题 ,计算 数 项 级 数 的 和 ;2009 年 考 了 边际 收益 ;2010 年 
考 了 已 知 弹性 , 求 函数 的 表达 式 ;2012 年 考 了 二 元 成 本 函数 、 最 小 值 、 边 际 成 本 的 经 济 意义 ; 
2013 年 考 了 边际 利润 .边际 利润 的 经 济 意 义 .利润 的 最 大 值 ;2014 年 考 了 边际 收益 ;2015 年 
考 了 求 商品 价格 ;2016 年 考 了 求 需求 函数 的 表达 式 和 边际 收益 ;2017 年 考 了 求 边际 成 本 ; 
2018 年 考 了 平均 成 本 函数 最 小 值 满足 的 条 件 ;2019 年 考 求 需求 弹性 。 

6. 讨论 函数 的 性 质 : 2018 年 考 了 利用 泰勒 公式 判断 函数 值 的 符号 。 

2 一 元 函数 微 积 分 的 应 用 考研 数 三 真题 

1. (2003 ,一 (2)(4 分 )) 已 知 曲线 y=zx? 一 3a?x 十 b 与 x 轴 相 切 , 则 可 以 通过 a 表示 
为 至 一 ? 

考点 与 解法 : 未 知 常 数 的 确定 。 利 用 三 次 曲线 与 zx 轴 相 切 满足 的 条 件 ( 极 值 点 的 函数 
值 等 于 0) 。 

2. (2004, 二 (9)(4 分 )) 设 f(z)=|z(1 一 zx)|, 则 

(A) 在 zx=0 是 f(z) 的 极 值 点 ,但 (0,0) 不 是 曲线 y= 二 f(z) 的 拐点 ; 

(B) 在 z=0 不 是 f(x) 的 极 值 点 ,但 (0,0) 是 曲线 y= 了 f(x) 的 拐点 ; 

(C) 在 zx=0 是 f(z) 的 极 值 点 , 且 (0,0) 是 曲线 y= 二 f(x) 的 拐点 ; 

(D) 在 z=0 不 是 f(x) 的 极 值 点 ,(0,0) 也 不 是 曲线 y= 了 (z) 的 拐点 。 

考点 与 解法 : 判断 极 值 点 和 拐点 。 根 据 函 数 图 像 。 

3. (2004, 三 (18)(9 分 )) 设 某 商 品 的 需求 函数 为 Q=100 一 5p ,其 中 价格 PE (0,20),Q 
为 需求 量 。 

(i) 求 需求 量 对 价格 的 弹性 ECEs 二 0); 


GiD 推导 私 一 QI 一 已)( 其 中 民 为 收益 ), 并 用 弹性 Es 说 明 价格 在 何 范围 内 变化 时 , 降 


低 价格 反而 使 收益 增加 。 
考点 与 解法 : 求 需求 弹性 。(i) 利 用 弹性 公式 ; (iD 求 边际 收益 ,用 弹性 表示 。 
4. (2005, 二 (10) (4 分 )) 设 f(z) 二 zsinz 十 cost+。 下 列 命题 正确 的 是 


(A) /C0) 是 家 大 值 ,/ (至 ] 是 极 小 值 ， (B) /C0) 是 家 小 值 ,| 到 ) 是 家 大 值 ， 


CC /Ko) 是 极 大 值 ,/[ 到 } 也 是 极 大 值 ， 。 CD) Ko) 是 极 小 值 ,7[ 于 也 是 家 小 值 。 


考点 与 解法 : 求 极 值 点 。 求 二 阶 导数 ,利用 代数 判别 法 。 

5. (2006, 三 (18) (8 分 )) 在 xOy 坐标 平面 上 ,连续 曲线 工 过 M(0,1), 其 上 任意 点 
P(z,y)(z 天 0) 处 的 切线 斜率 与 直线 OP 的 斜率 之 差 等 于 az (常数 4 二 0)。 

(iD 求 工 的 方程 


(iD 当 工 与 直线 y 一 az 所 围 成 平面 图 形 的 面积 为 之 时 ,确定 e 的 值 。 


人 第 5 章 一 元 函数 微 积分 的 应 用 


考点 与 解法 : 求 函数 表达 式 。(i) 建 立 微 分 方程 , 解 方 程 。( 让 )) 利 用 求 平面 图 形 的 面积 公 
式 , 建 立 等 式 , 确 定 a 的 值 。 

6. (2007 ,一 (5)(4 分 )) 设 某 商品 的 需求 函数 为 Q 二 160 一 2p, 其 中 Q,p 分 别 表示 需求 
量 和 价格 ,如 果 该 商品 需求 弹性 的 绝对 值 等 于 1, 则 商品 的 价格 是 

(A) 10; (B) 20; (C) 30; (D) 40。 

考点 与 解法 : 求 商 品 价格 。 根 据 弹性 公式 ,建立 关于 价格 p 的 等 式 。 


7.(2007, 一 (6)(4 分 )) 曲 线 y 一 二 十 ln(1 十 ez) 的 渐 近 线条 数 是 


(A) 0; (B) 1; (C) 2; CD 3 

考点 与 解法 : 求 渐 近 线 。 求 所 有 渐 近 线 ,确定 条 数 。 

8. (2007 ,三 (17)(10 分 )) 设 函 数 > 一 y(z) 由 方程 ylny 一 x 十 y==0 确定 , 试 判 断 曲线 
y 二 y(z) 在 点 (1,1) 附 近 的 是 四 性 。 

考点 与 解法 : 判别 凸 叫 性 。 求 隐 函 数 在 (1,1) 处 二 阶 导数 的 符号 。 

9. (2008, 三 (19)(10 分 )) 设 银行 存款 利率 为 r= 二 0.05, 并 依 年 复 利 计算 。 某 基金 会 希望 
通过 存款 A 万 元 实现 第 一 年 提取 19 万 元 ,第 二 年 提取 28 万 元 ,…… ,第 nn 年 提取 (10 十 9n) 
万 元 ,并 能 按 此 规律 一 直 提 取 下 去 , 问 A 至 少 应 为 多 少 万 元 ? 

考点 与 解法 : 复 利 问题 。 建 立 关于 A 的 不 等 式 , 求 级 数 的 和 。 

10. (2009, 二 (12)(4 分 )) 设 某 产品 的 需求 函数 为 Q 二 Q(p) ,其 对 价格 p 的 弹性 6 二 
0.2, 则 当 需 求 量 为 10000 件 时 ,价格 增加 1 元 会 使 产品 收益 增加 多 少 元 ? 

考点 与 解法 : 边际 收益 。 计 算 收益 对 价格 的 变化 率 , 边 际 收益 , 求 导数 。 

11. (2010, 一 (3)(4 分 )) 设 函数 f(x),g(z) 具 有 二 阶 导数 , 且 g”(x) 二 0。 若 g(xo)=a 
是 g(x) 的 极 值 , 则 fLg(z)j 在 xo 取 极 大 值 的 一 个 充分 条 件 是 

(A) f (a)=o0; (B) f (a)>0; (©) f(a}<0s (D) f(a)>0。 

考点 与 解法 : 极 大 值 的 充分 条 件 。 求 复合 函数 的 二 阶 导数 ,在 点 ze 处 小 于 0 应 满足 的 
条 件 。 

12. (2010, 二 (10) (4 分)) 设 位 于 曲线 s+ 轴 上 方 无 
界 区 域 为 G, 求 G 绕 z 轴 旋 转 一 周 所 得 的 空间 区 域 的 体积 。 

考点 与 解法 : 计算 旋转 体 的 体积 。 利 用 旋转 体 的 体积 公式 。 

13. (2010, 二 (11)(4 分 )) 设 某 商 品 的 收益 函数 为 R(p) ,收益 弹性 为 1 十 大 , 且 尺 (1) 一 
1, 求 R(p) 表 达 式 。 

考点 与 解法 : 求 收益 函数 的 表达 式 。 建 立 关 于 收益 函数 的 方程 , 解 方程 。 


14. (2011, 二 (11)(4 分 )) 求 曲线 wn (tyt)=e 在 点 (0,0) 处 的 切线 方程 。 


考点 与 解法 : 求 切线 方程 。 求 隐 函 数 的 导数 。 


15. (2011, 二 (12)(4 分)) 求 曲线 y= Vx’ 一 1, 直 线 x==2 及 工 轴 所 围 成 的 平面 图 形 绕 > 
轴 旋 转 所 成 的 旋转 体 的 体积 。 
考点 与 解法 : 计算 旋转 体 的 体积 。 利 用 旋转 体 的 体积 公式 。 


16. 〈2012 ,一 (1)(4 分 )) 明 线 y 一 把 革 了 的 渐 近 线 条 数 为 
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(A) 0; (B) 1; (©C) 25 (D3 
考点 与 解法 : 求 渐 近 线 。 求 所 有 渐 近 线 ,确定 条 数 。 


17. (2012 ,二 (12)(4 分 )) 由 曲线 y 全 和 直线 y 工 及 y 一 47 在 第 一 象限 中 围 成 的 平 


面 图 形 的 面积 。 

考点 与 解法 : 平面 图 形 的 面积 。 利 用 定 积分 ,计算 平面 图 形 的 面积 。 

18. (2012, 三 (17)(10 分 )) 某 企业 为 生产 甲 、 乙 两 种 型 号 的 产品 投入 固定 成 本 为 1000 
(万 件 )。 设 某 企业 生产 甲 、 乙 两 种 产品 的 产量 分 别 为 x( 件 ) 和 >y( 件 ), 且 这 两 种 产品 的 边际 


成 本 分 别 为 20 十 翅 ( 万 元 / 件 ) 与 6 十 y( 万 元 / 件 )。 


(1) 求生 产 甲乙 两 种 产品 的 总 成 本 函数 CCz,y)( 万 元 ); 

(2) 当 总 产量 为 50 件 时 ,甲乙 两 种 产品 的 产量 为 多 少时 可 使 总 成 本 最 小 ? 求 最 小 
成 本 ; 

(3) 求 总 产量 为 50 件 且 总 成 本 最 小 时 , 甲 产 品 的 边际 成 本 ,并 解释 其 经 济 意义 。 

考点 与 解法 : 求 成 本 函数 。 建 立 二 元 成 本 函数 , 求 二 元 函数 的 条 件 最 值 和 边际 成 本 。 

19. (2013, 三 (16)(10 分 )) 设 D 是 由 曲线 y==z3 ,直线 +=a(a0) 及 zz 轴 所 围 成 的 平 
面 图 形 ,V, ,V, 分 别 是 D 绕 z 轴 ,y 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 ,车 V, 二 10V, , 求 a 的 值 。 

考点 与 解法 : 计算 旋转 体 的 体积 。 根 据 旋 转 体 的 体积 公式 ,建立 等 式 。 

20. (2013, 三 (18)(10 分 )) 设 生产 某 商 品 的 固定 成 本 为 60000 元 ,可 变 成 本 为 20 元 / 件 , 价 


格 函数 为 p 一 60 一 JQ&5Cp 是 价格 ,单位 : 元 ,Q 是 销量 ,单位 : 件 )。 已 知 产销 平衡 , 求 ， 


(1) 该 商品 的 边际 利润 ; 

(2) 当 p= 二 50 时 的 边际 利润 ,并 解释 其 经 济 意义 ; 

(3) 使 得 利润 最 大 的 定价 p。 

考点 与 解法 : 求 利润 和 边际 利润 。 建 立 利润 函数 , 求 边际 利润 ,并 求 边际 利润 的 最 大 
值 点 。 

21. (2014, 一 (2)(4 分 )) 题 目 同 上 小 节 13.， (2014 ,一 (1)(4 分 )) 题 。 

22. (2014, 二 (9)(4 分 )) 设 某 商 品 的 需求 函数 为 Q=40 一 2P(CP 为 商品 的 价格 ) , 求 该 商 
品 的 边际 收益 。 

考点 与 解法 : 求 边际 收益 。 建 立 收益 函数 , 求 边际 收益 。 

23. (2014, 二 (10)(4 分 )) 设 DD 是 由 曲线 zy 十 1=0 与 直线 zx 十 y==0 及 > 一 2 围 成 的 有 
界 区 域 , 求 区 域 D 的 面积 。 

考点 与 解法 : 平面 图 形 面 积 和 反常 积分 。 用 反常 积分 计算 平面 图 形 的 面积 。 

24. (2015, 三 (17)(10 分 )) 为 了 实现 利润 的 最 大 化 ,厂商 需要 对 某 商品 确定 其 定价 模 
型 , 设 Q 为 商品 的 需求 量 ,p 为 价格 ,MC 为 边际 成 本 ,7(7>0) 是 需求 弹性 。 


Q) 证 明定 价 模型 为 2 一 一 xc 
1 一 工 
7 
(2) 若 该 商品 的 成 本 函数 为 CCQ) 王 1600 十 Qz ,需求 函数 为 Q 二 40 一 p, 试 利用 (1) 中 的 
定价 模型 确定 此 商品 的 价格 。 
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考点 与 解法 : 证 明定 价 模型 。 建立 利润 函数 ,再 求 边际 利润 ,并 求 边际 利润 的 最 大 
值 点 。 

25. (2016, 一 (1)(4 分 )) 设 函数 y 二 f(x) 在 (一 号 , 吕 ) 内 连续 ,其 导 函 数 如 图 5-22 所 
示 , 则 

(A) 函数 有 2 个 极 值 点 ,曲线 y= 二 f(z) 有 2 个 


拐点 ; 
(B) 函数 有 2 个 极 值 点 ,曲线 y 一 f(x) 有 3 个 
拐点 ， 
(C) 函数 有 3 个 极 值 点 ,曲线 y 二 f(z) 有 1 个 _ 
拐点 ; 和 
(D) 函数 有 3 个 极 值 点 ,曲线 y= 二 f(x) 有 2 个 
拐点 。 
考点 与 解法 : 根据 导 函 数 图 形 求 拐点 和 极 值 点 。 
极 值 点 产生 于 疑似 极 值 点 , 且 左 右 单调 性 不 同 (f(z) 符 号 不 同 ) ;拐点 产生 于 疑似 拐点 , 且 左 


右 同 四 性 不 同 (了 (xz) 符号 不 同 )。 
26. (2016, 三 (16) (10 Wt 1200 件 , 该 商品 的 需求 函数 为 


Q=Q(p) ,需求 弹性 为 /一 Dn 120=7 (>) .为 单价 (万 元 )。 


(i) 求 需求 函数 的 表达 式 ; 

(ii) 当 p 二 100 万 元 时 的 边际 收益 ,并 说 明 其 经 济 意义 。 

考点 与 解法 : 求 需求 函数 和 边际 收益 。(i) 根 据 7 一 
方程 。( 让 求 边际 收益 函数 。 

27. (2017, 二 (11)(4 分)) 设 某 商品 的 平均 成 本 为 C(Q) = 二 1 十 e“, 其 中 Q 为 产量 , 求 边 
际 成 本 。 

考点 与 解法 : 求 边际 成 本 。 根 据 平均 成 本 , 求 成 本 函数 , 求 导 ,得 到 边际 成 本 。 


28. (2018, 一 (2)(4 分 )) 设 函数 f(z) 在 [0.1J 上 二 阶 可 导 . 且 | f(z)dr=0, 则 


1 本 忆 "建立 需求 两 数 微分 方程 , 解 


(A) 当 了 x)<0 时 ,/( 计 <0: (B) 当 f(x) 0 时 ,/( 主 ]<0 
(C) 当 fF (0)>0 时 ,/[ 诗 ]<0s (D) Bf (0)>0 时 ,f( 主 ]<0 


考点 与 解法 : 判断 函数 值 的 符号 。 将 函数 f(z) 在 点 去 写成 泰勒 公式 ,再 对 等 式 两 边 求 


区 间 [0,1] 上 的 定 积分 。 

29. (2018, 一 (4) (4 分 )) 某 产品 的 成 本 函数 C(Q) 可 导 , 其 中 Q 为 产量 。 若 产量 为 Qo 
时 的 平均 成 本 最 小 , 则 

(A) C’' (QQ)=0; (B) C (Q)=C(Q,); 

(C) CQ)=Q CQ ); (D) QC (Q)=C(Q,)。 

考点 与 解法 : 函数 在 一 点 取得 最 小 值 满足 的 条 件 。 求 平均 成 本 函数 ,Q 是 平均 成 本 函 
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数 的 最 小 值 点 , 则 导数 等 于 0。 


30. 〈2018, 二 (9)(4 分 )) 求 曲线 y 二 zx 十 2lnz 在 拐点 处 的 切线 方程 。 
考点 与 解法 : 求 曲 线 的 拐点 ,切线 方程 。 求 出 曲线 的 拐点 (二 阶 导数 等 于 0 的 点 ) ,再 求 
该 点 的 切线 方程 。 


31. (2019, 二 (9) (4 分 )) 求 曲线 yzsinz 十 2cosz (一 于 <z< 等 的 拐点 坐标 。 


考点 与 解法 : 求 曲 线 的 拐点 。 求 函数 的 二 阶 导 数 等 于 0 的 点 ,得 到 拐点 的 横 坐 标 ,从 而 
得 到 拐点 。 

32. (2019, 二 (11)(4 分 ))A,B 两 商品 的 价格 分 别 为 PA。 和 Ps ,需求 函数 为 

QA = 500 一 发 一 PAPs 十 2P8，PA 三 10， Ps= 20。 

求 A 商品 对 自身 价格 的 需求 弹性 mss。 

考点 与 解法 : 求 需求 函数 的 弹性 。 确 定 Ps 二 20 时 ,Qa 二 1300 一 PA 一 20Pa, 求 弹性 函数 
7, 再 求 PA 二 10 时 的 函数 值 。 

46 (2019, 三 (17)(10 分 )) 已 知 ?一 >(z) 是 方程 y 一 zy 一 > 


特 解 

(GD 求 函 数 > 一 >Cz); 

(让 车 D={(z,y)11 志 zx 二 2,0 三 y 三 y(x)), 求 平面 区 域 D 绕 xz 旋转 成 的 旋转 体 的 
体积 。 

考点 与 解法 , 求 一 阶 线性 方程 的 特 解 , 求 旋转 体 的 体积 .根据 一 阶 线性 方程 的 求解 公式 ， 
求 通 解 ,再 利用 初始 条 件 求 出 特 解 y(z) ;利用 旋转 体 的 体积 公式 V。 = x| > (Cz)dz, 计 算 施 


转 体 的 体积 。 


ES,6 本 章 练习 题 答 案 与 提示 


关 呈 满足 y(1) 二 Ye 的 一 个 


TX 


练习 题 5-1 答案 与 提示 

1. 亲 。 提示 。 问 题 归结 到 求 函 数 f(z) 二 z+ (zx 之 0) 的 最 大 值 , f(x) 二 zx。 二 J, 驻 点 为 Zz 二 e。 在 
(0,e) 内 单调 增加 ,在 (e, 十 cc) 上 单调 减少 ,所 以 数列 中 V2 和 3 可 能 为 最 大 项 ,比较 VS 之 VZ。 

2 fox 一 (V2) 二 1 十 e-? ,fn 一 f(0) 二 0。 提示: (x) 二 2x(2 一 x*)e-”, 驻 点 为 0,Y2 和 一 V3, 根据 函 
数 定义 ,f(z) 是 偶 函 数 ,显然 /(0) 二 0, 且 


2 2 
f V2) fe ed (2 一 要 er 
o 


+ + 
J(+ co) 下 (2—Derd “=e 
0 


所 以 太一 1 十 e ,fwin 二 0。 


3. 最 小 值 ，( 士 去 } 一 去, 无 最 大 值 .提示 : 当 z>> 1 时 ,7Cz) 一] ( 民 一 Fd 一 开 一 言 , 当 0 过 + 之 


1 时 ,f(z) fe Fdt | Ce 2)dt 全 四 一 刀 十 二 ,7Cz) 是 偶 函 数 , 所 以 驻 点 是 0 和 士 二 ,分 自 
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1 1 2 二 
点 士 1,7C0) 一 本 7 仁 ) 下 ,7( 士 D) 二 村。 显然 不 存在 最 大 值 , 最 小 值 为 /( 二 2 )= 4 


4 一 荆 z 一 1 十 2In2。 提示 : 设 2 过 a 过 6, 曲线 y 二 Inz 上 的 点 (a,lna) 的 切线 方程 为 y 一 


Lz 四 十 lna 二 十 lna 1, 它 和 三 直线 工 一 2,z 一 6 和 y 一 Inr 所 围 成 的 图 形 面积 为 S(a) 一 


上 [me (二 + 1)] 6ln6 一 2ln2 


意义 ,此 点 是 面积 函数 的 最 小 值 点 。 
5. XZ 十 y 二 6。 提示 : 将 对 数 螺 线 极 坐标 方程 转化 为 直角 坐标 下 的 参数 方程 是 
工 一 pcosg = ecosg， y= psing = esing, 


切 点 (0,e 了 了), 切 线 斜率 为 二 dy a 切线 方程 y 一 e3 1 (zx 一 0), 即 zx 十 y=e? 。 


下 一 4Ina,S'(a) 一 次 一 此, 驻 点 为 a 一 4, 根 据 实际 问题 


到 二 和 奖 东 = |[(2 二 +mz)- (Ftin) /Dae 过 (全 +mz)| rod 一 


| ER F(z)= f(z) 是 定义 在 (1, 十 co) 的 正 值 函数 ,所 以 | rod> 
0,z 一 2 是 唯一 驻 点 ,并 且 是 极 小 值 点 。 
7. y(1)=1 是 极 小 值 。 提 示 : 求 得 6Yy 一 4yy 十 2y 十 2zy 一 2z 一 0, 令 Y 一 0, 得 zx 一 y% 代 入 方程 中 ,得 到 2z 一 


1 2(Cz 一 y) 本 1 20 yY)(6Y 一 4y 十 2z) 一 (z 一 y)(12yy 4 十 2) ， 
下 一 1, 唯 一 驻 点 z 一 1。 由 y 6 一 4y 十 开 求 二 阶 导 数 ,得 到 一 2 (6 —4y F277 


于 是 | _， 


一 去 >0, 所 以 y( 有 D=1 是 极 小 值 。 
yl 


8. y 一 2z 一 1。 提 示 : 设 通 过 (1,1) 的 直线 方程 为 y 一 1 二 k(x 一 1), 则 积分 
TD = | [a kz D+1dr = | [eh ttlP dz, 


9。 fo 二 A。 提示 。: 2) 一 1 一 asinz,/(z) 一 一 acosz, 于 是 一 x 一 aresin 二 是 极 小 值 点 ,z 一 arcsin 二 
就 是 极 大 值 点 。 由 于 函数 在 区 间 (0,2x) 内 有 极 小 值 点 , 且 极 小 值 是 0, 所 以 f(arcsin 去 )= 一 0, 极 大 值 为 


i | Py | Pi ! 
i ( arcsin 二 )= arcsin 二 下 二 acosarcsin 下 A— arcsin i acos [x — arcsin L 
a a a 


10. 4a 二 识 ,一 高 'c 一 0。 提示: 由 ?一 az? 十 如 十 < 过 原点 ,所 以 c 一 0。 由 曲线 与 工 轴 以 及 xz 一 1 


所 国 成 的 图 形 的 面积 为 本, 则 了 二 | Caz? 十 be)dz 一 二 a 十 二 6， 即 a 一 1 一 了 6。 此 图 形 绕 z 轴 族 转 一 周 
的 立体 的 体积 
veiw=«| [(1 -36)e +w] ee =r (1-0) + 二 (1 一 0)+ 二 6] 


Py P| a 
[ 100 F300 5 |; 
5 ] 入 
于 是 V(b) <( ot oj 令 六 (DO) 一 0, 解 得 6 一 18。 
4 Mm frz)  ， (z+1D3 Cz 十 1D)3 
11. (1) > 一 z 十 5 和 z=1。 提示 : 由 于 k=lim 一 lm 一 1 一 Jim| 广 一 1 z] 


要 Crt 
re tw) 


一 5, 所 以 斜 渐 近 线 是 y 一 z 十 5。zZ 一 1 是 铅 直 渐 近 线 。 


(2) y==1 和 zx 一 0。 提示: 由 于 lim] 士 e 


nd Se 


= 所 以 y 一 1 是 水 平 渐 近 线 ; 显 然 zx 一 0 是 铅 直 渐 近 线 。 


5.6 本 章 练习 题 答 案 与 提示 0 


12. 水 平 渐 近 线 : y= 二 1; 铅 直 渐 近 线 : z= 二 1,t 二 一 1; 射 渐 近 线 : y 一 工 十 ln3。 提 示 : 
lim f(x) 二 lim 3 圳 1 二 1, 所 以 y 一 1 是 水 平 渐 近 线 iz 一 1 和 xz 一 一 1 是 铅 直 渐 近 线 


k= lim {2D lim 3 =1, 6= lim [f(z)—z]= lim (z3 玉 一 本 = lim z。 Ln3=In3, 
ee z+ to z+ 十 


13.z=1,y=z 十 去, 一 一 z 一 去。 提示 ， z 一 1 是 铝 直 渐 近 线 。 儿 渐 近 线 为 


二 Win LE /2 
i he ee be 

A i i 1 

A re fe Nh 


5 , 1 \ 二 - 1 

sa =- 血 (VEEi+o- 血 ca[((- 二 六]-- 闻 -去 ~- 去 
14. (1) 在 (一 cc,0) 内 和 (2, 十 cc) 内 是 增 区 间 、 在 (0,2) 内 是 减 区 间 , 极 小 值 是 3; (2) 在 定义 域 上 是 媚 
函数 ; (3) 铅 直 渐 近 线 ，z 一 0, 锋 浙 近 线 ，y 一 z。 提 示 : 求 导 广 (z) 一 1 一 号 , 驻 皮 和 导数 不 存在 的 点 0 和 2。 


显然 在 (一 cp ,0) 内 和 (2, 十 ce) 内 是 增 区 间 、 在 (0,2) 内 是 减 区 间 ,z 一 2 是 极 小 值 点 , 极 小 值 是 3; 显然 x 二 0 
是 铅 直 渐 近 线 : 可 求 斜 渐 近 线 y 一 工 。 


15. a 一 一 也 ,6 一 台 , 极 小 值 (0) 一 0; 极 大 值 y(2) 一 6。 提 示 : 由 于 (1,3) 为 曲线 y 一 az? 十 bzz 的 提 


点 ,所 以 (1) 二 6a 十 26 二 0, 且 3 二 a 十 b, 解 得 a 二 一 了 ,6 9 曲线 y 一 得 闻 十 训 习 和 和 十 gz， 


2 
驻 点 zx 一 0,z 一 2。 极 小 值 y(0) 二 0; 极 大 值 为 y(2) 二 6。 
练习 题 5-2 答案 与 提示 


1. (1) e 十 e 一 2。 提 示 : 面积 S he Ee)dr= (et+e) e 十 er 一 2。 
o 


o 


1 1 
(2) 才 。 提示: S a /2 ha 2 de = 
. le 


i 
《3》 十 。 提示 : 曲线 与 工 轴 有 三 个 交点 ,分 别 是 一 1,0 和 1, 于 是 面积 为 
s=| 1za-cz)1dr=-| za-zodz+|za-z)dr= 本 。 
(4) 至 ， 提示 : 两 个 曲线 有 三 个 交点 ,分 别 是 一 2,0 和 4, 于 是 面积 为 
s=| -tdtz=| (m6r -zd -| (6r—z)dr = 25, 


(5) xa?。 提示: 闭 曲线 围 成 区 域 的 面积 S 一 3 gee= | dercos:0d9 — az 。 
(6) 过 vaz 。 提示: 曲线 的 极 坐标 方程 为 天 一 (1 一 诗 sin?29) ,电线 显然 关于 两 坐标 轴 对 称 ， 


S 4 了 dg 下 ef 二 sin20]d9 a |? snz20dg — aa。 


人 第 5 章 一 元 函数 微 积分 的 应 用 


2 
2. (1) 64r。 提 示 : V fa ZX)(3— x)2rxdr = 64r。 
一 


(2) 2w。 提示 : 令 工 一 1 一 sint， 


2 2 
Vi 2a| V2r— x 2rrdr = 4dr| z V1i—(r—1)dr 4 coszt(sint 十 1)dt 
。 和 


一 4r ( 仆 cos?tsintdt 4 cos tdt)= 4 人 9 和 ) 一 2m。 


20 aa 
(3) 至 ,2ra?。 提示 : V。 -| 2(z)rxdz = | 圳 dz 一 诗 ra， 


V,= [rparrdr 一 | 2radz = 2xa’。 
8 . 人 8 
3. (1) 本 以 2 一 1)。 提 示 : S 一 2z[| zaz+| (2—z)dz]= 本 2 一 1D)。 
16 可 py 性 2 1_ 16 
(2) 15(4V2— 5 提示 : V: 一 2[ rztdz 十 (2x dr|= 15(4V2— Sx, 
o 1 


16 1 可 16 
(3) 二 V2r。 提 示 : V, 一 [ zz。2rzdz 十 (2 一 己 )，2rzdz] = 起 YZr。 
15 0 1 15 


互 r。 提示 ; S 一 2[ 工 全 :dg 十 二 9 cos0d0]= 3 
4. 4" 提示: S 一 2 [过 《1 十 cos9)*d9 十 己 #9 ecosgdg| 一 二 


5. 羡 ma?,8a。 提示 : S 一 2 。 |e (1 十 cosg)2d0 = ea 十 2cos0 十 cos*0)d0 一 Da, 
. 


L= 2| VFO Fr 0d0 = 2| "2acos = 4, 
: 2 


6. 6a, 工 xaz ,32 ras 。 提 示 : 工 一 人 VID FY Dd = 120 i sintcostdt = 6a。 
Be 


S 一 4 ya = da sin’t »。 3a cos’ tsintdt daar TCsinte sinst)dt = 3; Ta2 。 
0 0 0 


a 0 到 
V= 2 22rdz 一 2cx| sinst。3a cos*t(— sint)dt = 6asx| (sin't— sin’t)dt = xa . 
0 至 0 


2 2 
7. (V2 一 Dh。 提示 : VvV=|"y.2rdr — 4z| zidr 一 药 咎 , 设 当 体积 为 2V 时 ,水 面 高 度 为 zx, 则 有 


2V = 而 下, 于 是 有 襄 z 一 2。 双生 yz YEh, 所 以 水 面 提高 高 度 为 (V2 一 1)h。 


臣 a . _f(z) 2) 六 PR A ed (Mm 
8. K=2。 提示 : 由 于 lim] 一 cosz 六 lim nr 2, 得 到 f(0)==f(0)=0, (0) lim er 


We CO) 
1 人 [70 下 一 2 


练习 题 5-3 答案 与 提示 


1. er-DCH-D+eg(e 去 )。 提示 : 适当 建立 坐标 系 ,水 平面 为 工 轴 ,纵向 为 y 轴 , 当 立方 体 在 水 


中 部 分 高 度 为 y 时 ,将 物体 提高 dy 距离 所 做 的 功 为 
dW=dy.:F=dy(g*: 1.7 一 5g。y。1) 一 5 一 y)dy， 


W= Wx#t +Wisrt = g(y— D(H D+| sc Wdy 


gp— DH D+al(x 3): 


2. 3pgLxR’(])。 提 示 : 适当 建立 坐标 系 ,如 图 5-23 所 示 , 设 水 的 比重 是 yy, 则 柱 体 的 比重 是 2w, 对 任 


5.6 本 章 练习 题 答 案 与 提示 全 


意 区 间 [z,z 十 dz]C[ 一 R,R], 柱 体 薄 片 的 体积 为 i 
2yLdzr = 2L VR — zidz, 
移 到 水 面 时 的 距离 为 RR 一 x+, 所 受 力 为 2ygL VR 一 x dr( 重 力 一 浮 
力 ), 所 以 移 到 水 面 所 做 的 功 为 
21pgL(R 一 z) VR —zri dr; 


整个 移 到 水 面 时 ,薄片 离 水 面 距离 为 R 十 zx, 所 做 的 功 为 水 面 
dugL(R+z) VR’—zx dr, 
于 是 对 薄片 所 做 的 功 为 了 
dW= 4ugL(R+zx) VR —zidr+2peL(R— zx) VR —zidzr 一 
= 2peL (3R+ x) VR zdz, CI 
所 DW = 2pgL| (3R+z) VR’— zr dr = 3guLaR’, = 
3. 0.25ngpy。 提 示 : 适当 建立 坐标 系 , 选 取水 平面 为 工 轴 , 纵 向 5-23 


为 y 轴 ,在 y 轴 的 [一 1,0] 区 间 上 任 取 一 点 y( 距 离 水 平面 距离 ), 将 此 
面 厚度 为 dy 的 水 平面 片 取出 所 做 的 功 为 


| a [ya i wan] 0 ydy = Ten. 

4. 强 g。 提示: 适当 建立 坐标 系 , 涵 洞 的 顶点 为 原点 ,水 平方 向 为 工 轴 , 纵 向 向 下 方向 为 y 轴 , 则 涵洞 闻 
门 边界 曲线 方程 为 y= 二 zx? 。 在 [一 1,0] 上 任 取 一 点 y, 宽 度 为 dy 的 闸门 条 所 受 压 力 dF 二 (1 十 y)2Vydyg ,所 
以 下 = | +y2Vydye = B28. 

5. 90。 提 示 : V 一 二 | Ge 十 20dt 一 90。 

6. na*b。 提示: 适当 建立 坐标 系 ,取水 箱 顶 头面 中 心 为 原点 ,水 平 为 y 轴 ,纵向 向 上 为 x 轴 , 顶 头面 方 
程 为 六 十 于 二 1, 压 力 微 元 dp 一 到 (a 一 +x) Vr 一 zdz, 压 力 


p 『 (a Zz) Va 一己 dz 2 va 一 也 dz | > Va — rdr = xa’b。 


7. 2rhme (1 一 -所 二 天) 提示: 任职 [rr 十 d] 对 应 的 回环, 它 的 面积 dS 一 2nrdr, 质 量 dM 一 odS 一 


m2nor bm2nor [bm2rnor 
2roodr, 质 点 对 国 环 引力 ( 委 直 向 下 ) 为 dF 一 加 9 dreos) 一 brvzdr, 于 是 一 | 人 39dr 一 
= yt ”一 | 
bm2ro[— (r+) | ane ( 去 二 站 


练习 题 5-4 答案 与 提示 


四 
1 答案 (1) 设 销售 额 为 R, 则 R=PQ=P (和 5 一 <)'R E2 生生 得 。 驻 点 P 一 /本 一 6= 


/之 Wa 一 VB6)>0, 当 0<P<A/ 了 (Wa 一 VBO) 时 ,有 R'>0, 帮 随 忆 的 增加 ,相应 的 销售 额 也 增加 , 当 > 


/全 wa 一 VE 时 ,有 及 <0, 故 随 也 的 增加 ,相应 的 销售 额 却 减 少 。(2) 当 了 一 、 / 攻 (Wa 一 VBc) 销 售 额 达 
到 最 大 值 ,最 大 销售 额 为 Row 一 (Va 一 VBc)”。 
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2. 答案 ; (1 需求 对 价格 弹性 函数 为 有 一 A 。 -全 一 一 了 所 以 当 | 了 2 | 一 1 时 ,9 一 二 4， 所 以 


p QZ 一 9 da 一 4 
dad. (=D g/d-ep 
2e? (2) 利 润 工 等 于 收入 减 去 成 本 , 即 工 2 一 C,Lmx 一 4Ce 二 四 一 Ci (3)7 区 


3. 答案 : (1) 利 润 函 数 工 (z) 一 18z 一 3 袜 一 4z3; (2) 边 际 收益 函数 MR(z) 一 26 一 4z 一 12z#; (3) 边 际 成 
本 函数 MC(z) 一 8 十 2z; (4) 最 大 利润 是 11, 产 量 为 1 时 利润 最 大 。 

4. 答案 : (1) 边 际 利润 函数 工 (z) 一 R'Cz) 一 C'(Cz) 8 十 10z 一 3z?, 驻 点 工 二 2, 于 是 利润 函数 为 
L(x)==C 一 8zx 十 5z? 一 x?, 当 x 二 0 时 ,固定 成 本 为 10, 所 以 C= 二 10, 因 此 总 收益 函数 上 L(x) 二 10 一 8zx 十 5zx? 一 
ZX?; (2) 当 z=2 时 利润 最 大 。 


[ Pa 一 103 计 ,Ps 一 7 言 。 提示 : 依 题 意 Q4 十 Qs 二 8000 一 40P4 十 500 一 50Ps 二 4000, 所 以 4Pa 十 
5Pa 一 450, 利 润 函 数 
L= PAQA 十 PsQs 一 CA 一 Cs 一 8000PA 一 40P 和 十 500Ps 一 50P8 一 (1000 一 5QA) 一 (120 十 3Qs) 
二 37380 十 7800Pa 一 40P% 十 350Ps 一 50P8 。 


6. 答案 ; (1) 由 一 喜 . 名 一 3, 解 得 InD 一 一 3lnp 十 InCi ,根据 DG1) 一 Du, 有 了 D 一 Dup-:。 类 似 地 由 


ds Pe ， _/D, 和 
专 * 圳 2, 解 得 S 二 Sop*?。 当 DD S 时 ,供求 平衡 ,平生 价格 为 p 一 (三 ) S 


dp(t) _k(D—S) 
dz p 


1 
二 


(2) 由 


[Do p! Su 们 ， 解 方程 得 5 一 [全 G1 一 es) 十 识 ee ] 
1 1 
i D. sh 写 Do15_ 一 
(9) lim p= lin [Beto] =[S] =7: 
考研 真题 答案 


数 一 真 题 答案 : 1. C; 2. 4= 于 ce 一 LV= 斑 (5e 一 12e 十 3 3.y 一 z 一 1; 4. y= 二 x 一 十 5. 20; 


6. D; 7. y 二 x 十 1; 8. 在 (一 1,0) 和 (1, 十 cc) 单调 增加 ,在 (一 co, 一 1) 内 和 (0,1) 内 单调 减少 , 极 小 值 为 0， 


极 大 值 为 去 (1 一 二 ); 9. ln(1+VBD); 10. Cs 11. Ci 12，7(D 一 In(sect 十 tanD 一 sint, 面 积 为 于 ;13，B 


2 
14. 一 2; 15. Ci 16. Ci 17. 1,0; 18. Bi 19. (i) y 一 ze- 互 ,(iD) 拐点 为 (一 VS, 一 V3e- 垃 ),(0,0)，(V3,V3e- 生 )。 


数 三 真题 答案 ;1.4as; 2. Cs 3. (iD 囊 一 下 二,(iD 当 10<<P<<20 时 ,降低 价格 反而 使 收益 增加 4 
2 
4. D; 5. L:y==azr’ 一 azya 一 2; 6. D; 7. D; 8. 凸 的 ; 9.。3980( 万 元 ); 10. 8000; 11. B; 12. Ts 


13. pe -Di 14. y=—2z; 15. x 16. Ci 17. 4ln2; 18. (DC(z,y) 一 1000 十 20z 十 于 十 6y 十 史 ， 
(ii) 甲 为 24 件 , 乙 为 26 件 , 最 小 成 本 为 11118( 万 件 ) ，(iii) 甲 产品 的 边际 成 本 为 32, 其 经 济 意义 为 : 当 生 产 
乙 产 品 为 26 件 时 ,生产 第 25 件 甲 产品 需 32 万 元 ; 19. a 一 7V7; 20. CGICQ)=40 一 ziboooo)= 
20 这 表明 当 价格 p= 二 50 元 时 ,每 销售 一 件 产品 可 获得 利润 20 元,(iii)p 二 40 元 ; 21. C; 22. R'CQ) 一 20 一 
3 28. ln2; 24. Pp 二 30; 25. B; 26. Q 二 120 一 10p; 8000, 需 求 量 提高 1 件 , 收 益 增加 8000 万 元 。 


27. C (1+(1—Qe ®; 28. D; 29. D; 30. y 一 4z 一 3; 31. (x,—2); 32. 


2 
3 33. y=Vzer ,V, = (et—e), 


第 C0》 章 


基本 概念 


1. 微分 方程 、 常 微分 方程 ; 

2. 微分 方程 的 阶 、 解 、 通 解 特 解 ; 

3. 可 分 离 变量 方程 . 齐 次 方程 一 阶 线性 方程 ; 
“ 4. 伯 努 利 方程 全 微分 方程 。 


基本 结论 
1. 二 阶 线性 微分 方程 解 的 结构 ; 


2. 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 , 非 齐 次 方程 解 的 一 般 形式 ; 


“3. nn 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 解 的 一 般 形式 。 
基本 方法 


1. 求 可 分 离 变 量 方程 的 解 ; 

2. 求 齐 次 方程 的 解 ; 

3. 求 一 阶 线性 方程 的 解 ; 

“4. 求 伯 努 利 方程 的 解 ; 

“ 5. 求全 微分 方程 的 解 ; 

6. 利用 简单 的 变量 替换 求 方程 的 解 ; 
7. 计算 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 解 ; 
8. 计算 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 的 解 ; 
9. 计算 可 降 阶 的 二 阶 微分 方程 的 解 ; 
“10. 求 n 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 解 ; 
11. 求 函数 的 表达 式 ; 

“12. 求 一 阶 差分 方程 的 解 ; 

“13. 求 二 阶 差 分 方程 的 解 。 


微分 方程 
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EC 一 阶 微分 方程 的 解法 


一 、 基 本 概念 


定义 1 微分 方程 表示 未 知 函数 、 未 知 函数 导数 或 微分 与 自 变 量 关 系 的 方程 称 为 微分 
方程 。 

定义 2 常 微分 方程 ”未知 函 数 是 一 元 函数 的 微分 方程 称 为 常 微分 方程 (简称 微分 
方程 ) 。 

定义 3 方程 的 阶 ” 微 分 方程 中 的 导数 或 微分 的 最 高 阶 称 为 方程 的 阶 。 

定义 4 方程 的 解 车 y= 了 (zx) 满足 微分 方程 F(z,y,y,…,y"”) 二 0, 则 称 y= 了 (x) 
是 微分 方程 FCz,y,y ,…,y”) 二 0 的 解 。 方 程 解 分 为 显示 解 和 隐 示 解 。 

定义 5 通 解 含有 任意 常数 ,任意 常数 的 个 数 与 方程 的 阶 数 相同 的 解 称 为 方程 的 
通 解 。 

定义 6 特 解 ” 满 足 某 个 初始 条 件 的 解 称 为 方程 的 特 解 。 

注 方程 的 通 解 不 一 定 包含 方程 的 所 有 解 。 

例如 : 方程 ydzx 十 (zx? 一 47)dy 二 0 的 通 解 是 : y' (x 一 4) 二 Cz, 但 经 检验 , x 二 0, x 二 4， 
3 一 0 也 是 方程 的 解 。 但 +=0 解 根 本 没有 包含 在 通 解 中 。 

形 如 y= 二 f(x) 的 解 称 为 显示 解 , 形 如 FCz,y)=0 的 解 ( 由 方程 确定 的 函数 , 即 隐 函 数 ) 
称 为 隐 示 解 。 方 程 的 解 既 可 以 用 显 函 数 表 示 ,也 可 以 用 隐 范 数 表示 。 


二 、 基 本 方法 


一 阶 方程 共 分 为 五 类 : 可 分 离 变量 方程 、 齐 次 方程 ,一 阶 线性 方程 . 伯 努 利 方程 和 全 微 
分 方程 ,每 类 方程 都 有 其 特有 的 解法 。 因 此 若 求 一 阶 方程 的 解 ,必须 识别 方程 并 掌握 此 类 方 
程 的 求解 方法 。 

题 型 1 求 可 分 离 变量 方程 的 解 

可 分 离 变量 的 方程 有 两 类 : 


Q) 蛋 =p(z)g(y) , 求 此 类 方程 解 的 基本 方法 为 : 分 离 变量 , 风 


dy _ 
DO p(xz)dzr, 两 


边 积 分 | = | pd, 


(2) Mi (xz)Mi(y)dz 十 Ni(zx)Ns(y)dy 二 0, 求 此 类 方程 解 的 基本 方法 为 : 分 离 变量 , 则 


Ns(y), _ _ M(x) N; (2) 1 上 Mi(z) 
MO NG) 两 边 积分 | 六 (dy NG 
例 6.1 ns 


(1) (Ty)zrdzrt+(l+z’)ydy=0; (2) y 一 cosz 一 0。 
这 E 
解 (1) 将 方程 化 为 过， 两 端 积分 | [dz 一 | | 


有 


人 
以 到 KE 小 一 一 去 In (1 十 ) 十 Ci, 整理 得 到 


6.1 一 阶 微分 方程 的 解法 全 


(1 十 y%)(G1 二 z) 一 C， 其 中 C= ee 

(2) 方程 化 为 六 dy 一 coszdz ,两 庙 积 分 得 一 二 一 sinz 十 C, 所 以 原 方程 的 通 解 为 

1 
sinz 十 C” 

注 方程 解 是 F(z,y,C)==0 形式 , 称 为 隐 示 解 , 方 程 的 解 可 以 用 隐 和 示 解 表示 ,如 本 例 的 
(1) 题 ,也 可 以 用 显示 解 表 示 , 如 本 例 的 (2) 题 。 

在 任意 常数 的 处 理 上 ,有 时 为 化 简 方 便 , 常 常 将 任意 常数 C 写成 In |C|。 

任意 常数 C 有 时 也 是 有 限制 的 ,如 例 6.1(1) 方 程 通 解 (1 十 y?) (1 十 x?) 二 C, 则 C 只 能 
大 于 或 等 于 1, 因 此 并 非 所 有 任意 常数 都 可 以 取 任 何 实 数 。 

题 型 2 求 齐 次 方程 的 解 


齐 次 方程 的 基本 形式 是 ， Ee bn 


令 x 一 之 , 则 y= 二 ux, 对 zx 求 导 有 x 异 ++u, 于 是 9(O 一 1 至 十 w 从 而 原 方程 化 为 


变量 分 离 方程 20 一 = 坚 。 最 后 ,两 边 积分 ,求解 。 


例 6.2 求 下 列 齐 次 方程 的 通 解 或 特 解 : 


1 (2) 多 一 工 十 业 ，y( 一 1) 一 0。 
dz 工 一 亲生 


解 (1) 方程 转化 为 忆 一 一 全 ,是 齐 次 方程 。 令 x 一 衬 , 则 p(w) 一 w= 了 和 一 4= 
rr 1 I 


Tu 


[所 以 原 方程 转化 为 .du 一 坚 , 两 边 积分 得 到 


ln |ul 思 中 让 C3 
所 以 有 ln |uz| 一 一 C 一 十 ,整理 得 到 方程 的 通 解 为 y= 二 Cie 了 ,其 中 C1= 土 ec 
(2) 令 4 一 六, 则 g(o 一 w= 十 ,于 是 原 方程 转化 为 udu 一些 ,两边 积分 得 立 必 一 In|z| 十 


C。 根据 初始 条件 y( 一 1D 一 0, 求 得 C 一 0, 所 以 方程 的 特 解 为 二 { 立 ] = In| |。 
二 可 次 方 各 的 解 是 和 用 变量 ,和 过 变量 ,全 方程 化 为 可 分 离 灾 量 的 方 和 
在 具体 解 齐 次 方程 时 , 作 变 量 蔡 换 "一空 ,方程 转化 为 。 同时 , 求 出 方程 的 通 


Ze 涡 
解 后 一 定 要 变量 还 原 , 即 将 x 换 成 立 , 并 且 将 得 到 的 解 尽 可 能 的 化 成 比较 简单 的 形式 。 


题 型 3 求 一 阶 线性 方程 的 解 
一 阶 线性 方程 的 一 般 形式 是 : y' 十 p(xz)y 王 q(x)。 此 类 方程 有 公式 解 ,其 通 解 为 


-Jac dr 


y=e (we te). 
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例 6.3 求 下 列 一 阶 线性 方程 的 通 解 : 


(1) Es (2) yh 


解 (1) 此 方程 是 一 阶 线性 方程 ,有 公式 解 , 其 通 解 为 
多 一 (| qdCz)e dz+C) 一 昼 六 (| er edz+c) i 全 到 +c). 


(2) 把 + 看 作 y 的 丽 数 ,于 是 有 短 一 yz 一 , 即 x 一 yz 一 wy ,此 方程 是 一 阶 线性 方程 ， 
有 公式 解 , 其 通 解 为 
I = (| yd dy+c] = 二 (re dy+C] 


-3 
= 
入 e y 


1 


= es 一 2e 十 C) 三 三 三 
注 事实 上 , 求 一 阶 线性 方程 的 解 是 利用 常数 变易 法 ,但 最 终 还 是 要 计算 公式 解 中 的 积 
分 ,所 以 公式 法 是 解 这 类 方程 最 简单 .最 有 效 的 方法 。 
“ 题 型 4 求 伯 努 利 方程 的 解 
伯 努 利 方程 的 一 般 形式 为 : y' 十 p(z)y 二 gq(z)y", 求 此 类 方程 解 的 基本 方法 : 
令 z= 二 yl ", 对 变量 x 求 导 , 则 有 x 二 (1 一 n)y“”。y ,对 原 方程 两 边 同 乘 (1 一 zy ,有 
(QQ—mnDy" 。y 十 (1 一 my "py = (1—ny "g(r)y", 


= 
和 


于 是 有 
z 二 (1—mp(r)z = (1—n)g(z), 
从 而 原 伯 努 利 方程 化 为 一 阶 线性 方程 ,该 方程 通 解 为 


yr Sa | | 二 gn) i +c|. 
例 6.4 求 下 列 伯 努 利 方程 的 通 解 : 
0 一 人 一 zi (2) (2z 交 一 y)dz 十 zdy 一 0。 


= 一 寺 z, 此 时 方程 是 一 阶 线性 方程 ,于 是 有 


= 二 ( Fare drtc) = (二 [wi te), 
所 以 方程 的 通 解 /3 二 zz? ($m +c). 
(2) 变形 得 钮 一 工 y 一 一 2Y ,此 方程 是 伯 努 利 方程 。 令 < 一 一 y, 则 有 </ 十 
2。 所 以 


[eco 


y 1 一 z 一 i (| q(T)e dz+c) 


_ (Jadarte) -+ (| zzd+c] = T+), 


6.1 一 阶 微分 方程 的 解法 全 


取 其 倒数 得 到 y 一 -3 地。 

注 “ 求 伯 努 利 方程 的 解 实质 是 变量 替换 ,经 过 变量 替换 后 ,将 这 类 方程 化 为 一 阶 线性 方 
程 ,此 类 方程 有 公式 解 。 

“ 题 型 5 求全 微分 方程 的 解 


23, 则 称 该 方程 为 全 微分 方程 ,或 恰当 


车 方程 MCz,y)dz 十 NCz,y)dy=0 满足 3 


方程 。 此 类 方程 一 定 存在 wx(z,y) ,使 得 
du(Czyy) 一 MGCz,y)dz 十 NCz,y)dy， 
于 是 u(x,y) 二 C 就 是 方程 的 通 解 。 
此 类 方程 的 有 两 种 解法 : 
方法 1 特殊 路 径 积 分 法 : 如 果 是 全 微分 方程 , 则 


zy) 

MGCZzyy) 一 | 

为 了 求 wk(z,y) ,可 选取 特殊 路 径 法 ,从 (zo,yo) 到 (zo,y) ,再 从 (zo,y) 到 (xz,y) 的 折 
线段 ,于 是 有 x(z,y) = [ MCzsoo)dz 十 | NCz,y)dy。 


一 般 情 况 下 ，(zo ,yo) 可 以 任意 选取 ,只 要 有 利于 积分 ,通常 情况 下 ,选取 (zo,yo) 为 
(0,0)。 当 然 选 取 的 点 不 同 , 求 得 wx(z,y) 可 能 是 不 同 的 ,但 最 多 相差 一 个 常数 。 


方法 2 不 定 积分 法 : 如 果 是 全 微分 方程 , 则 了 一 MCz,y) ,于 是 


MGCz,y)dz 十 NCz,y)dy。 


u(rz,y) 一 | Mz, yar t+ Ce), 
其 中 C(y) 是 关于 y 的 函数 ,为 了 确定 C(y) ,根据 全 微分 方程 的 特点 有 条 = NGzvy), 即 


Fue) = (| MGz,ydr + C6)) 一 NIz,y)， 


于 是 C(y》= [we 一 (jwecwdz) ] 风 +c。 
方法 3 分 组 凑 微 分 法 : 通过 分 组 ,可 以 确定 全 微分 函数 wxCz,y) , 即 
M(zr,ydri+ N(r,y)dy = du(r,y) 
则 方程 的 通 解 就 是 u(x,y) 二 C。 

注 “分 组 凑 微 分 法 ,是 求 某 些 简单 全 微分 方程 解 的 最 好 方法 ,但 对 有 些 方程 是 不 适用 
的 。 这 是 因为 次 微分 法 是 通过 观察 得 到 u(xz,y) 的 ,而 对 一 些 复杂 方程 ,通过 观察 是 没 办 法 
看 出 (x,y) 的 ,此 时 ,只 能 选择 特殊 积分 路 径 或 不 定 积分 法 , 求 出 wxCzyy) 。 

分 组 凑 微 分 的 具体 方法 是 : 将 只 含有 >z 分 为 一 组 ,如 zdz; 只 含有 y 分 为 一 组 ,如 


sinydy; 即 含有 zx 又 含有 y ,如 PCz,y)dz 十 QCz,y)dy， 完 一 各 .两 项 被 分 为 一 组 。 
例 6.5 求 下 列 方程 的 通 解 : 


大 二 3 
(1) (3z2 十 2zer-y)dz 十 (3 史 一 zery)dy 一 0 (2) 和 dz 上 | 
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解 (1) 由 于 一 一 2xe- 一 们 ,此 方程 是 全 微分 方程 ,利用 分 组 凑 微 分 法 


(3z2 十 2ze >?)dz 十 (3 史 一 zey)dy 一 3zzdz 十 2zeydz 一 zeydy 十 3y2dy 
= 一 dzs 十 dzzey? 十 dy 一 d(zs 十 zey 十 另 )， 


所 以 方程 的 通 解 是 x 十 xz?e-* 十 y 一 C。 
(2) 由 于 5 一 一 各 一 洋 ,此 方程 是 全 微分 方程 利用 特殊 路 径 积分 ,选取 积分 起 点 为 
ee 


绎 4z+ 汪 dy 一 C， 即 s+(-3+$)| =c. 
于 是 方程 的 通 解 是 Le C; 即 yz:=Cy。 
注 需要 指出 的 是 , 用 特殊 路 径 积分 法 时 ,必须 验证 一 ,确定 与 路 径 无 关 , 否 则 


得 到 的 解 未 必 是 方程 的 解 。 秆 直 二 放大 六 攻 总 吕 届 交通 二 的 , 员 二 这 央 六 流 阔 央 计 。 

题 型 6 利用 简单 的 变量 替换 求 一 阶 方程 的 解 

将 方程 归属 五 大 类 之 一 是 解 方程 一 个 重要 工作 ,如 果 没 办 法 归 到 哪 一 类 ,一 般 考 虑 对 方 
程 做 简单 的 变量 替换 : 

(1) 车 出 现 f(xy) ,f(z 土 y) ,f(z? 土 六 ),f(y/x) 等 一 般 不 易 处 理 的 形式 ,或 者 说 zx 和 
y 被 捆绑 在 一 起 不 易 分 开 时 ,一 般 可 以 做 变量 替换 : 令 二 zxy， < 主 Wiw 十 六 3 党 ， 将 捆绑 在 
一 起 的 两 个 量 成 为 一 个 变量 。 

(2) 当 方 程 的 因 变 量 转化 为 f(y) 时 , 则 令 w= 了 f(y)。 

例 6.6 用 简单 的 变量 替换 , 求 下 列 微分 方程 的 通 解 ; 

d 


(1) (dt) (2) y 十 siny 十 zcosy 十 xz 一 0; 
本 一 0 A 
(3) zy —y[Lln(xy)—1]=0; (4) y PR pe 


解 (1) 令 < 一 经 十 y, 则 到 一 4 十 各 , 从 而 有 此 一 4 十 <, 分 离 变量 并 积分 -上 = 一 


| 于 是 方程 的 通 解 为 arctan 
(2) 将 方程 y 十 siny 十 xcosy 十 z= 二 0 表示 为 y 十 siny 二 一 x(cosy 十 1) ,于 是 


=ztC. 


从 而 有 [tan ¥] Htan 之 xX。 令 z 一 tan 守则 有 zx 十 x 二 一 z+, 此 方程 是 一 阶 线性 方程 ， 
有 公式 解 
tan 流 二 zz 二 eh (| 一 w+oc] 一 和 2 一 立 巡 十 全 十 C) = 一 zx 十 1 十 Ce™， 


所 以 方程 的 通 解 为 y= 二 2arctan( 一 x 十 1 十 Ce *)。 


6.1 一 阶 微分 方程 的 解法 他 


du dy 
i ni dy 
(3) 令 1 zy, 则 二 证 并 二 :从 而 有 


du __ 于 
dx 二 ylnu 或 


解 方程 In |lnzx| =lnlzl 二 in |C|, 于 是 有 lnu= 二 Cr, 即 lInry 二 Cr, 所 以 方程 的 通 解 是 y= 


1 
一 ee。 


du _ dz 


ulnu 


2 4 2 2 2 
a , 则 虹 2yy > 2 y+ ltan > ) 问 一 上 tan u, 此 方程 是 可 分 离 
T rT TX 


tan 
于 TX\2x 2y 溃 
变量 的 方程 ,从 而 有 
du dz 即 dsinu _ dx 


tanu 县 sinu 3 


两 边 积分 ,得 到 In |sinu| =Inlzl 十 In |C|, 所 以 方程 的 通 解 是 sin 六 二 Cx, 即 y= 


xarcsinCxz 。 
关于 变量 替换 的 几 点 说 明 : 


(1) 在 变量 替换 中 ,应 确定 在 替换 中 将 哪个 变量 替换 掉 , 是 z 还 是 y。 若 是 xz, 应 将 z， 
dz 被 其 他 量 所 替换 ,若是 y, 应 将 y,dy 被 其 他 量 所 替换 。 

(2) 在 变量 蔡 换 中 ,对 等 式 不 论 是 求 微分 还 是 求 导 , 一 般 都 是 对 积 的 形式 进行 , 若 等 式 
是 商 的 形式 ,应 把 它 转化 为 积 的 形式 ,再 求 导 数 或 微分 。 

(3) 在 变量 替换 中 ,是 求 导 还 是 求 微分 ,要 根据 方程 的 形式 确定 。 若 方程 用 导数 的 形式 
表示 , 则 求 导 ; 若 方程 用 微分 的 形式 表示 , 则 求 微分 ,这 样 有 利于 替换 。 

求 一 阶 微分 方程 解 的 方法 综述 

求 一 阶 微分 方程 的 解 ,一 定 要 确定 此 方程 属于 下 列 哪 类 方程 可 分 离 变 量 方程 ; 
@ 齐 次 方程 ; @ 一 阶 线性 方程 ; @ 伯 努 利 方程 ; @ 全 微分 方程 。 此 方程 是 哪 类 方程 ,就 用 哪 
类 方程 的 解法 。 

如 果 方 程 的 表面 形式 不 属于 上 述 五 类 方程 ,通常 做 如 下 几 种 变化 : 

(1) 变形 : 将 微分 形式 转化 为 导数 形式 ,观察 可 否 是 一 阶 线性 方程 , 齐 次 方程 和 伯 努 利 
方程 ;或 将 导数 形式 转化 为 微分 形式 ,观察 可 否 是 可 分 离 变 量 方程 ,全 微分 方程 ; 


(2) 将 看 作 y 的 丽 数 ,将 和 4 转化 为 名 ,观察 属于 哪 类 方程 。 如 例 6. 3(2); 


(3) 对 把 zx 和 > 被 捆绑 在 一 起 的 方程 ,如 例 6. 6, 做 适当 变量 替换 。 判 断 变换 后 方程 所 
属 类 型 。 

总 之 ,每 类 方程 都 有 特有 的 解法 ,如 果 不 能 确定 方程 属于 哪 类 方程 ,就 没有 办 法 求解 方 
程 。 因 此 识别 方程 ,变化 方程 以 及 牢记 各 类 方程 的 求解 方法 是 十 分 必要 的 。 


练习 题 6-1 


1. 求 下 列 变量 可 分 离 方程 通 解 : 
(1) zy —ylny=0; (2) ytan zx—y=a; 
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(3) 光一 1 十 z 十 妈 十 zy2i CD +sinz > 一 sinz >。 
2. 求 下 列 齐 次 方程 的 通 解 : 
(1) zdy 十 (Zz 一 2y)dz 一 0; (2) (2zy 十 只)dy 十 只 dz 一 0; 
(3) zy 十 y 一 2 Vzy ; (4) (z+y)dr—zydy=0。 
3. 求 下 列 一 阶 线性 方程 的 通 解 : 
(1) y 十 y 一 ez3 (2) y 十 ytan z= sin27; 
党 / eis + = 1 
(3) (y:—6zx)y +2y=0; (4) y 本 
“4. 求 下 列 伯 努 利 方程 的 通 解 ， 
(1) y+y=y (cosr— sinr); (2) y —y=zy’; 
(3) y 一 和 一 zi (4) rydzr= (2x’— y')dy。 
“ 5. 求 下 列 全 微分 方程 的 通 解 : 
(1) z(Y% 一 1)dz 十 y(z2 一 1)dy 一 0; (2) e*dz 十 (ze 一 2y)dy 一 0; 
一 一 十 2x | +(VITz +z’—l 0。 
(3) (i 了 dz 二 (Vl+z 二 xz? 一 lnz)dy== 
6. 用 适当 的 变量 替换 求 下 列 微 分 方程 的 通 解 : 
(1) 昱 = cos(Z 一 y); (2) y 十 zy 一 y(lnz 十 lny)， 
(3) ¥==4y (4) y=—e——tan y。 
ZX—y Cosy 


C6;2 一 阶 微分 方程 的 解法 


一 、 基 本 概念 
定义 7 二 阶 线性 微分 方程 的 一 般 形式 为 
y+plr)y 二 dgCr)y = f(r) (1) 
当 f(x) 寺 0 时 , 称 方程 
y+plr)y +q(r)y=0 (2) 


是 方程 (1) 的 相应 的 齐 次 方程 。 
定义 8 设 yi(z),yz(z) 是 某 方程 的 两 个 解 ,如 果 存 在 两 个 不 全 为 零 的 常数 a,B, 使 得 
ay1(z) 十 Byz (ZX) 二 0, 则 称 wm (zx) ,ys(z) 是 两 个 线性 相关 的 解 , 否 则 称 是 两 个 线性 无 关 的 解 。 


二 、 基 本 结论 


定理 1( 二 阶 线性 微分 方程 解 的 结构 定理 ) 

1. 设 wm(Cz),ys(z) 是 齐 次 方程 (2) 的 两 个 线性 无 关 的 解 , 则 >(z) 王 Ciy (Cz) 十 
Czyza(z) 是 齐 次 方程 (2) 的 通 解 。 

2. 设 yu(z) ,ys(z) 是 方程 (2) 的 两 个 线性 无 关 的 解 ,y* (xz) 是 方程 (1) 的 一 个 特 解 , 则 


6.2 二 阶 微分 方程 的 解法 多 
3?(z) 一 Cly(Cz) 十 Czys(z) 十 y%”(z) 是 非 齐 次 方程 (1) 的 通 解 。 


3. 设 y? (zx) 和 y2 (zx) 是 方程 (1) 的 两 个 解 , 则 yCz) 一 六 (x) 一 y2 (z) 是 齐 次 方程 (2) 
的 解 。 

4. 设 y? (zx) ,yi (x) 和 vy? (xz) 是 方程 (1) 的 三 个 线性 无 关 的 解 , 则 方程 (1) 的 通 解 可 以 
写成 (有 多 种 写法 ) 

yx) = CLyr C(x) — yz? (xz) CLyr (zx) — ys (xr) yr (x)。 

5. 夫 加 原理 : 设 内 (zx) 是 方程 y 十 p(x)y 十 g(xz)y 二 用 (zx) 一 个 解 ;y2 (zx) 是 方程 多 十 

plz)y 十 dg(z)y 一 户 (z) 一 个 解 , 则 >(z) 一 六 (zx) 十 y? (xz) 是 方程 
y+plr)y 十 gCz)y 王 亡 (z) 十 户 (z) 


的 一 个 解 。 

上 述 五 个 结论 十 分 重要 ,一 方面 涉及 方程 解 的 结构 , 另 一 方面 提供 了 二 阶 线性 方程 的 求 
解 方法 。 

三 、 基本 方法 

题 型 7 求 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 解 

求 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 Y 十 py' 十 ay=0 的 解 基本 方法 : 

二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 多 十 py 十 qy=0 的 特征 方程 为 对 十 加 十 dg=0, 特 征 根 是 
AN 和 az : 

(1) 如 果 hi ,A 是 两 个 不 等 的 实 根 , 则 方程 y 十 py 十 qy=0 的 通 解 是 

yy(X) = Clenz Coes 
(2) 如 果 1 ,Xs 是 两 个 相等 的 实 根 , 即 二 Xs 二 4, 则 方程 YY 十 py 十 gy 二 0 的 通 解 是 
YT) 一 (Ci 十 Coz)er; 
(3) 如 果 ,Xs 是 一 对 共 思 复 根 , 即 ,二 a 土 认 , 则 方程 y 十 py 十 gy 二 0 的 通 解 是 
y(Cz) = er (CicosBx + CzsinBx )。 

例 6.7 求 下 列 二 阶 常 系 数 线性 齐 次 方程 的 通 解 

(1) y+y 一 2y 一 0; (2) 多 十 6y' 十 13y 一 0; 

(3) y+y=0; (4) 光一 4y 十 4y 一 0。 

解 (1) 特征 方程 为 术 十 4 一 2 二 0, 特 征 根 为 和 1 二 1, ?一 一 2, 于 是 方程 (1) 的 通 解 为 
y= Cie’++Ce”。 
(2) 特征 方程 为 昱 十 6 十 13 一 0, 特 征 根 为 hi,* 一 一 3 士 2i, 于 是 方程 (2) 的 通 解 为 
yy 一 es(Cicos2z 十 Czsin2z)。 
(3) 特征 方程 为 驴 十 1= 王 0, 特 征 根 为 hi.: 一 士 i, 于 是 方程 (3) 的 通 解 为 

y= Cicosz+ Czsinz。 
(4) 特征 方程 为 涪 一 委 十 4 二 0, 特 征 根 为 ,二 2. 于 是 方程 (4) 的 通 解 为 
y= (Ci Czx)e”。 

题 型 8 求 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 
求 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 yY 十 py 十 gy 二 f(x) 的 通 解 基本 方法 : 
根据 解 的 结构 ,首先 求 出 相应 的 齐 次 方程 y 十 py 十 gy 二 0 的 通 解 , 设 为 
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Y= Cy(r) Cy 7x); 


再 求 出 非 齐 次 方程 y 十 py 十 gy 二 f(x) 的 一 个 特 解 , 设 为 y* (x), 从 而 二 阶 常 系数 线性 非 
齐 次 方程 的 通 解 是 y(x)==Y 十 y* (x)= 二 Ciy1(x) 十 Coys (7) 十 y* (zx)。 
求 二 阶 常 系 数 线性 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 的 基本 方法 : 
情形 1 车 f(x)==P,(x), 其 中 P,(x) 是 n 次 多 项 式 
方程 yy 十 py 十 gy 二 P, (x) 的 特 解 的 一 般 形式 为 
y” = ztR,(z), 
其 中 可 取 0,1 和 2, R,(z) 和 P,(z) 是 次 数 相 同 的 多 项 式 。 
(1) 若 0 不 是 特征 根 , & 取 0, 特 解 为 y* = 二 R, (x); 
(2) 车 0 是 特征 根 , 且 是 单 根 , & 取 1, 特 解 为 y* 二 zxR, (xz); 
(3) 车 0 是 特征 根 , 且 是 二 重 根 , & 取 2, 特 解 为 y* = 二 zx?R, (zx)。 
例 6.8 求 方程 Y 十 y 二 zx? 的 通 解 。 
解 ” 相 应 的 齐 次 方程 为 YY 十 y 王 0, 其 特征 方程 为 对 十 一 0, 特 征 根 为 一 一 1 和 3s 二 
0, 于 是 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 是 Y=Ci 十 Coe “。 
因为 0 是 特征 根 ,是 单 根 ,所 以 原 方程 的 特 解 设 为 
y* Z(ar2 十 pr 十 c) 一 azrs 十 pr2 十 cr， 


,6 一 一 1,c 一 2。 所 以 方程 的 特 解 是 一 二 屏 一 刀 十 2z, 方 程 的 通 


代入 原 方程 ,得 到 “一 


a 


解 是 y=Ci 十 Cze “+ 


情形 2 车 f(x)==P,(x)e” ,其 中 P,(x) 是 n 次 多 项 式 
方程 y 十 py 十 gy 二 P, (zx)e” 的 特 解 的 一 般 形式 为 
y" = TRm), 
其 中 可 取 0,1,2, R,(zx) 和 P, (zx) 是 次 数 相同 的 多 项 式 。 
(1) 车 a 不 是 特征 根 ,& 取 0, 特 解 为 y 一 RCz)er ; 
(2) 若 a 是 特征 根 , 且 是 单 根 , & 取 1, 特 解 为 y* 一 zR,(z)er ; 
(3) 若 a 是 特征 根 , 且 是 二 重 根 , & 取 2, 特 解 为 y* 二 zx?R, (zx)e”。 
例 6.9 求 方程 了 一 3y 十 2y 一 zer 的 通 解 。 
解 ” 特 征 方程 是 xY 一 34 十 2 二 0, 特 征 根 为 X1 二 1,X, 二 2, 相 应 的 齐 次 方程 的 通 解 是 
Y= Ce Ce”., 
因为 1 是 特征 方程 的 特征 根 ,是 单 根 ,所 以 原 方程 的 特 解 设 为 
3 ”一 Z(ar 十 b)er = (ar’+bhr)e’, 


代入 原 方程 得 一 24z 十 24 一 6 一 z, 解 得 一 一 六 ,0 一 一 1, 所 以 方程 的 特 解 为 


”一 一 [2 +zje， 


于 是 方程 的 通 解 是 y= 二 Cie* 十 Cse” 一 (= +zje 


6.2 二 阶 微分 方程 的 解法 多 


情形 3 车 f(x) 二 P(x)e”sinpr ,或 f(x) 一 P,(x)e* cosBr ,或 
f(z)=e”® (P, (zx)cosBr+i+ Pn, (zx)sinBr), 

其 中 P,(x) 是 n 次 多 项 式 , P(x) 是 m 次 多 项 式 , 不 妨 设 m 三 n。 

(1) 若 e 士 论 不 是 特征 根 , 特 解 为 y* ==e” (R(x)cosBzr 二 Q(x)sinBz)， 

(2) 车 a 土 府 是 特征 根 , 特 解 为 y* =zxe” (R, (zx)cosBr 二 +Q, (zx)sinBz)， 
其 中 R,(z),Q,(z) 是 与 P,(Cz) 次 数 相同 的 多 项 式 。 

例 6.10 求 方程 y+y=sinr 通 解 。 

解 ”特征 方程 是 尖 十 1 二 0, 特 征 根 为 Mai 一 士 i, 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 是 

Y = Cicosz 十 Czsinz。 
因为 士 ; 是 特征 方程 的 特征 根 , 所 以 原 方程 的 特 解 设 为 
y" = x(Asinz+t Becosz), 


代入 原 方程 得 到 2Acosz 一 2Bsinz=sinz, 利 用 等 式 两 端正 弦 系 数 与 余弦 系数 相等 ,得 到 


4 一 0,B 一 一 去 ,所 以 方程 特 解 为 y* 一 一 上 zcosz。 于 是 方程 的 通 解 是 


y= Cicosz 十 Cazsinz 一 于 zeosz。 


需要 指出 的 是 : 若 特 解 y* 二 e” (zR。(Cz)cosgz 十 zxQ(Cz)singz) 中 天 0,8 和 0, 其 中 
R(x) ,Q(z) 是 m 次 多 项 式 ,将 其 代入 原 方程 , 求 多 项 式 R, (zx) ,Q(z) 中 的 未 知 系数 ,如 
果 二 2, 计算 量 太 大 了 ,麻烦 程度 是 不 可 想象 的 。 为 此 我 们 介绍 另外 的 一 个 求解 方法 : 复 
指数 函数 法 。 

所 谓 复 指 函 数 法 就 是 将 P, (x)e” cosBr 或 P,(z)e” sinBr 表示 为 复 指数 函数 

f(z) = P(x)e' Wr” = P(x)e” (coskz 十 isinar)， 
的 实 部 或 虚 部 。 于 是 
(1) 若 % 士 认 不 是 特征 根 , 特 解 设 为 ”一 QuCz)ee er 
(2) 若 a 土 是 特征 根 , 特 解 设 为 ”一 zQ,Cz)eorar 。 
其 中 Q, (x) 是 与 P,(z) 次 数 相同 的 多项式。 

将 特 解 代入 原 方程 中 , 求 出 Q,(z) 的 未 知 系数 ,然后 将 Q,(z)e“*W7 或 zQ,(z)e*1W* 表 

示 为 

Q(x)e” (cosBr tisinBr), zxQ, (xz)e” (coshr isingr) = A iA; 
其 中 Ai 就 是 自由 项 为 f(zx) 二 P, (zx)e” cospz 方程 的 特 解 , 其 中 As 就 是 自由 项 为 f(z) 二 
P,(z)e” sinBz 方程 的 特 解 。 

例 6.11 求 方程 y 一 y 二 ze”sinz 的 通 解 。 

解 ” 相 应 的 齐 次 方程 为 y 一 y 二 0, 特 征 方程 是 2 一 1 二 0, 特 征 根 为 入 二 1, 和 2 一 一 1。 所 
以 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 是 Y=Cie’ 十 Coe “。 

方程 右 端 f(x) 二 xe*”sinz 是 复 指 数 函 数 ze 一 ze (cosz 十 isinzr) 的 虚 部 , 故 求 特 解 
可 考虑 方程 多 一 y 一 ze pr。 

由 于 2 十 i 不 是 特征 根 , 所 以 特 解 令 为 了 = 一 (az 十 be 将 其 代入 原 方程 中 ,并 消去 
ec+ibz 得 到 

2a(2 十 让 十 (azr 十 60) (2 十 让 一 (az 十 0) 一 工 ， 
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于 是 有 a(2 十 4D) 王 1，2a(2 十 D 十 5(2 十 4 一 0, 解 得 < 1 2 


Te 


dl vy 
i50' 所 以 


后 二 24Dz 2r 1 2 i (二 址 A 
一 (ar 十 be e [( 二 = 56 1 10* + 50 ] ‘eosz Hisinz) 


ee { [( 吉 jeos 守 (%e 兴 车)snz] 站 [( 直 = 癌 jsmz ( 喜 学 易 jeosz] } ， 


于 是 原 方程 的 特 解 是 


所 以 原 方程 的 通 解 为 
?一 Cier 十 Cze= 十 ez [(i 吉 jsaz ($= 十 总 jeosz] 

情形 4 车 fxz) 一 户 (z) 十 户 (z) ,表示 为 两 项 的 和 

利用 释 加 原理 解 此 类 方程 ,具体 方法 是 : 

车 十 py 十 gy 二 f(x), 其 中 f(x) 二 f(x) 十 f(x), 可 以 分 别 求 出 方程 

y+py tay =fi(r) 和 y+py’ tqy = f(x) 

的 两 个 特 解 ,这 两 个 特 解 的 和 就 是 方程 YY 十 py 十 gy 二 f(x) 的 特 解 。 

例 6.12 求 微分 方程 y 十 y= 二 x 十 cosz 的 通 解 。 

解 ” 由 于 等 式 右 端 是 两 项 的 和 ,由 番 加 原理 ,方程 的 特 解 等 于 方程 y 十 y= 二 x 与 y 十 y 二 
cosz 特 解 的 和 。 

相应 的 齐 次 方程 的 特征 方程 是 驴 十 1=0, 特 征 根 是 ht, 一 士 i, 于 是 齐 次 方程 的 通 解 是 
Y 一 Crcosz 十 Czsin7r。 

设 方程 yy 十 y==xz 的 特 解 是 y? 二 Axz 十 B, 代 入 方程 , 解 得 A==1, B= 二 0。 于 是 y? 二 zx。 


设 方程 y 十 y= 二 cosz 的 特 解 是 yy 二 x(Ccosz 十 Dsinz), 代 入 方程 得 C=0,D 一 去 ,于 是 


光一 二 zsinz。 由 得 加 原理 知 ,方程 的 通 解 为 


y 一 Cicoszr 十 Czsinz 十 并 十 到 zsinz。 


题 型 9 求 可 降 阶 的 二 阶 微分 方程 的 解 
二 阶 微分 方程 的 一 般 形 式 是 : H(y ,y ,y,z) 二 0, 即 二 阶 方程 一 般 含 有 yy,y ,y, 四 个 
变量 , 当 缺 少 变量 > 或 变量 x 时 ,此 类 方程 是 可 以 降 阶 的 , 即 二 阶 方程 可 以 转化 为 一 阶 
方程 。 
类 型 1 方程 中 缺少 y: y 一 (zy) 
基本 解法 令 y 一 p(z), 则 =p', 原 方程 变 为 p' 二 f(z,p), 解 得 p= 二 p(x,C), 于 是 
y= [pc Oar, 


例 6.13 求 方程 y==y 十 x 的 通 解 。 
解 令 y =p(z), 则 y=p' ,于 是 方程 变 为 p'==p 十 zx, 即 p' 一 p= 二 +。 此 方程 为 一 阶 线 
性 微分 方程 ,所 以 


6.2 二 阶 微分 方程 的 解法 人 


p= de (fearto, 局 e (| redrto )==#= 1 二 Cer， 


即 y 二 一 x 一 1+Cie” ,于 是 方程 的 通 解 为 y= 一 x? 一 + 二 Cie* 十 C;。 
类 型 2 方程 中 缺少 z: y= 二 f(y,y) 
基本 解法 令 y 一 p(y), 则 一 p 各 一 pp', 于 是 有 pp' 一 /ysp), 解 得 p=p(y,C)， 


即 y ==p(y,C) ,再 求 y。 
例 6.14 求 方程 yy 一 ?一 0 的 通 解 。 


解 令 y=p(y), 则 Y=p 二 pp', 于 是 原 方程 化 为 ypp’ 一 p* 一 0, 即 yp' 一 p 一 0。 


此 方程 为 可 分 离 变 量 方程 , 即 a p=Ciy, 即 y==Ciy, 所 以 方程 的 通 解 
为 y 一 Cazecz 

求 二 阶 微分 方程 的 解 方法 综述 

二 阶 方程 分 为 三 类 : 

(1) 二 阶 线性 常 系数 齐 次 方程 

(2) 二 阶 线性 常 系数 非 齐 次 方程 ; 

(3) 可 降 阶 的 二 阶 方程 。 

当然 有 些 方程 既是 可 降 阶 的 二 阶 方程 ,又 是 二 阶 线性 常 系数 齐 次 方程 或 二 阶 线性 常 系 
数 非 齐 次 方程 。 如 十 2y’ 十 y==0,y 十 2y 一 z。 

一 般 情况 下 , 当 二 阶 方程 中 缺少 变量 z 或 y 时 ,此 方程 就 是 可 降 阶 的 二 阶 方程 。 

1) 求 二 阶 线性 常 系数 齐 次 方程 的 通 解 : 求 其 特征 方程 的 特征 根 , 根 据 特 征 根 ,得 到 方程 
的 通 解 ; 

2) 求 二 阶 线性 常 系数 非 齐 次 方程 的 通 解 : 求 相应 齐 次 方程 的 通 解 ,再 求 此 方程 一 个 特 
解 , 通 解 与 特 解 的 和 就 是 此 方程 的 通 解 ; 

3) 求 可 降 阶 的 二 阶 方程 的 通 解 : 

(1) 当 二 阶 方程 缺少 y 时 , 令 y= 二 p(z), 则 =p' (x)= 二 p' ,最 后 将 方程 转化 为 x 和 
2 的 一 阶 方程 , 解 此 方程 得 到 解 为 p= 二 p(xz,C1), 于 是 有 yy 二 p(x,C1), 所 以 方程 的 解 为 


?3 一 ee:codz+c:。 


(2) 当 二 阶 方程 缺少 x 时 , 令 y= 二 p(y), 则 =p'(y)y 一 六 2 ,最 后 将 方程 转化 为 
y 和 p 的 一 阶 方程 , 解 此 方程 得 到 解 为 p 二 p(y,C1), 于 是 有 yy 一 p(y,C1), 所 以 方程 的 


解 为 
1 y=| ， 
已 Gd ds 二 {Cs Ee 


“ 题 型 10 求 n 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 解 
nn 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 一 般 形式 : 
yy 二 Py"? 二 pay” ?十 priy 十 … 十 pry 一 0， 
它 的 特征 方程 为 和 十 piX"! 十 pzX” 卫 十 … 十 p14 十 p, 一 0。 


从 第 6 章 微分 方程 


(1) 车 Xi(i 二 1,2,…,n) 是 特征 方程 的 n 个 相 异 实 根 , 则 方程 的 通 解 为 
y= Ce Cerr + 二 Ce ; 
(2) 若 4==k 是 特征 方程 的 m 重 实 根 , 通 解 中 含有 m 项 为 
(Ci 十 Cr 十 … 十 Caozrr 1)e”; 
(3) 若 人 一“ 士 让 是 特征 方程 的 m 重复 数 根 , 通 解 中 含有 2m 项 为 
ee=[LCC Crt tCr™!)eospz + (Di Dz Dr™)singz |], 

例 6.15 求 下 列 高 阶 方程 的 通 解 。 

(1) y®? —16y =0; (2) y3 ty —2y=0; 

(3) yy —8y =0; (4) ye —5y—36y=0。 

解 (1) 特征 方程 为 一 16X 一 0, 特征 根 为 刀 ., 一 0( 二 重 根 ), Xs 一 4, X44 二 一 4, 于 是 方 
程 的 通 解 是 y=Ci 十 Cox 十 Cse* 十 Cie 全 。 

(2) 特征 方程 为 局 十 XY? 一 2 二 0, 特 征 根 为 A 二 1, hs,s 二 1 土 i, 于 是 方程 的 通 解 是 

y= Cie’+t (Ccoszr+ Cssinz)e’, 

(3) 特征 方程 为 x 一 8X* 二 0, 特 征 根 为 A1,s 二 0( 二 重 根 ) 及 X34,s 二 2( 三 重 根 ) ,于 是 方程 
的 通 解 是 > 一 Ci 十 Czz 十 (Cs 十 Ciz 十 Cszz)e2 。 

(4) 特征 方程 为 愉 一 5 一 36 一 0, 特 征 根 为 ah 一 士 3, 3 一 士 2i, 于 是 方程 的 通 解 是 

y= Ciex 十 Cze2 十 ex (Cscos2z 十 Cisin2z)。 

题 型 11 求 函数 的 表达 式 

求 函数 的 表达 式 ,是 高 等 数学 的 一 类 常见 题 型 。 常 用 方法 : 建立 微分 方程 解 方程 的 方 
法 , 求 函数 表达 式 。 

例 6.16 设 函 数 f(x) 在 [0,1] 有 连续 的 导数 , f(1)==2, 且 


z| fd 二 (z 十 Df reod'， 


求 f(x) 的 表达 式 。 
解 令 y 二 f(z), 对 变量 x 两 次 求 导 ,得 到 


Re 生 一 (1 一 3z)y， 


解 方程 得 y 一 Cz-ser*,zE[0,1]。 因 为 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,所 以 f(0)= lim Cz e+ = 
0, 根 据 初始 条 件 f(1) = 二 2, 得 到 C= 二 2e, 所 以 


2ezie“， 0<zel;, 
0， 并 一 0。 
例 6.17 设 函 数 f(x) 在 R 上 具有 连续 导数 , 且 
f(t)=2 jl (z+y)f (Vr ty )drdy+t, 1t>0, 


z+y < 


f(z) = | 


求 f(x) 的 表达 式 。 


解 令 工 =rcos0, y 二 rsin9, 则 


2x 3 汪 
f(D = ?| ao| rf Ordrit = 4dr) Ff Ordrit, 
0 0 0 


6.2 二 阶 微分 方程 的 解法 多 


CD 一 4rt Fit) 十 4， (0) = 0。 


恋 量 FO 1 EG 
此 方程 为 可 分 离 变 量 方程 ,于 是 太一 48 ,两 边 积分 得 到 | 2- 一 |4ed ,因此 


对 变量 上 求 导 ,得 到 


二 In[xf0D 十 1] 一 tC, 根 据 f(0)=0, 解 得 C=0, 所 以 f(z)= 上 (ew*' 一 1)，。 


例 6.18 设 函 数 f(z) 在 R 上 有 定义 ,对 任意 的 xz,y 有 
J(z 十 y) = ef(z)+t f(y)cosz, 
且 f(x) 在 z=0 处 可 导 , f(0)==1, 求 f(x) 的 表达 式 。 
解 ” 根据 已 知 ，f(0 十 0)= 二 (0) 十 f(0), 所 以 f(0)==0。 根 据 导数 定义 


J li Lt A f(D) ji CD fA co fa) 
人 AZ Ar>0 Ax 
?Ar 一 了 及 
=f(z) lim ° 1 | cosz lim f(A)— fA) 
Ar~=0 Ar or Az 


一 2F(z) 十 coszF (0) = 2f(x) 十 cosz。 
于 是 有 (x) 一 2f(x) 二 cos+。 此 方程 为 一 阶 线 性 方程 ,于 是 通 解 为 


f(z) = el (Jeosrel ar 十 c) = (| cosze “dz 十 c) 


a [ 1} (sinz — 2coszr)e ”+ co]: 


根据 f(0)==0, 解 得 C= 子 , 所 以 CD= 二 Csinz 一 2cosz) 二 二 cr。 


例 6.19 设 f(z) 是 连续 函数 , 且 f(x) 二 =e’ -[ (ZX 一 四 f(1)dt, 求 f(x) 的 表达 式 。 
解 由 f(x) = -| (z 一 DCop)dt 得 到 ,FCz) = e-z| Fod 二 | 1f (1) dt, 两 边 


对 变量 z 求 导 , 得 到 六 (xz) 一 ez 下 fat. 


两 边 再 对 变量 x 求 导 , 得 到 了 (zx) 十 f(x) 二 e’ ,此 方程 为 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 ， 
其 通 解 为 


f(x) = Cicosz 十 Cssinz 十 pe 


根据 方程 f(x) 二 ez -| (zx 一 和 f(D dz, 得 f(0) 二 1, 根据 方程 f(z) 一 ez -上 f(Ddi, 得 
了 (0) 一 1. 于 是 解 得 C, 一 去 ,Cs 一 去 所 以 函数 f(x) 的 表达 式 为 
f(z)= 去 (eosz 十 sinz 十 er)。 


求 函 数 表 达 式 方法 综述 

求 函 数 表达 式 , 除 了 复合 方法 ,极限 方法 ,积分 方法 【 求 两 个 函数 的 复合 函数 ;用 极限 表 
示 的 函数 ( 例 1. 27) ,用 积分 表示 的 函数 ( 例 3. 23. 练习 题 3-2 的 9 题 , 例 9.15)】 等 题 型 外 ， 
绝 大 部 分 都 是 用 解 方程 的 方法 求 函 数 表达 式 的 。 用 此 类 方法 求 函数 表达 式 需 要 做 两 项 工 
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作 : 一 是 建立 微分 方程 ,二 是 求 微分 方程 的 特 解 。 

(1) 建立 微分 方程 : 为 了 建立 微分 方程 ,通常 都 是 对 含有 函数 的 等 式 , 两 边 求 导 , 特 别 
是 含有 变 限 积 分 函数 的 等 式 。 对 含有 二 重 积 分 ,三 重 积 分 的 等 式 一 般 都 是 将 重 积 分 化 为 
累 次 积分 ,利用 累 次 积分 的 性 质 , 最 终 将 重 积分 化 为 变 限 积分 函数 ,再 求 导 ,建立 微分 方 
程 。 对 不 能 直接 对 等 式 两 端 求 导 的 题 型 ,可 考虑 用 定义 求 导 函 数 ,进而 建立 微分 方程 ,如 
例 6. 19。 

(2) 求 微分 方程 的 特 解 : 一 般 所 求 函 数 ,不 会 是 函数 族 , 而 是 一 个 具体 函数 ,所 以 通过 建 
立 微分 方程 , 求 出 通 解 后 ,一 定 要 确定 通 解 中 的 任意 常数 。 寻 求 初始 条 件 : z= 二?, f(x) 二 =?。 
有 时 初始 条 件 在 已 知 条 件 中 就 给 出 了 ,如 例 6. 16, 但 大 多 数 都 需要 去 寻找 ,如 例 6. 17 一 
例 6. 19 。 


练习 题 6-2 

1. 求 下 列 可 降 阶 微分 方程 的 通 解 : 

(1) y=z+tsinr; (2) y=1+(y)’; 

(3) y=y zs (4) y=(y)’+y’。 

2. 求 下 列 二 阶 线性 常 系数 齐 次 方程 的 通 解 : 

(1) 多 十 y 一 2y 一 0; (2) y —4y 一 0; 

(3) y+y=0; (4) y+2y 十 y 一 0。 

3. 求 下 列 高 阶 线性 常 系数 齐 次 方程 的 通 解 : 

(1) y+6y 二 13y =0; (2) y 一 y 一 0; 

(3) ye 十 2 十 y 一 0; (4) ye 一 2 十 多 一 0。 
4. 求 下列 二 阶 线性 常 系数 非 齐 次 方程 的 通 解 : 

(1) y+2y 十 2y 一 z 十 3; (2) 多 十 2y 一 3y 一 es 
(3) 光一 3y 十 2y 一 2er; (4) 多 十 3y 十 2y 一 3sinzr。 


3r 
0 


5. 已 知 连续 函数 f(x) 满足 方程 f(x) -| fA(§ jt, 求 f(z)。 
6. 设 函数 f(z) 有 二 阶 连续 导数 ,1(0) 二 1 且 有 
f(z) +3| fF drt 2z) fo) +e* =0, 
求 f(x)。 
7. 设 函数 y = f(x) 在 (0, + co) 上 连续 可 导 , 且 f(z) = 1+ 二 | JoDdt, 求 f(z)。 
8. 设 函 数 f(z) 满足 f(x) = e 十 er 瑚 CD dt: 求 f(z)。 


9. 设 函 数 f(x) 可 导 , 且 对 任何 实数 a,6 满 足 : f(a 十 b) = 二 ef (0) 十 ef(a), 且 (0) 一 
e, 求 f(x)。 


10. 设 函 数 f(x) 连续 ， | rea = 去 f(z) 十 1, 求 fz), 


11. 设 函 数 f(x) 连续 , f(x) = zsine —| (xz 一 了 )f(0)dt, 求 f(x)。 


“6.3 差分 方程 的 解法 > 


区 .3 差分 方程 的 解法 


一 、 基 本 概念 
定义 9 设 函 数 f(x) 记 为 wx , 当 z 取 遍 非 负 整数 时 ,函数 值 可 以 排 成 一 个 数列 


3 

则 称 Ay 一 y+i 一 % 一 F(Cz 十 1) 一 F(Cz) 为 y: 的 一 阶 差 分 。 称 

A A(Ay:) AyzH Ay: Vrt2 Yrtl (yz — yz) at — ZYzti 十 yz 
为 yz 的 二 阶 差分 ; 称 Ary 一 A(A” ye) 一 Ar” yt 一 A" yz 为 yz 的 n 阶 差分 。 

定义 10 表示 未 知 函数 ye ,未 知 函 数 的 差分 Ays ,人 A ys ,A 人 yi，…,A"y:，"… 及 自 变量 关 
系 的 方程 称 为 差分 方程 ; 称 (zx, yi ,yz ，…，yztn) 为 n 阶 差分 方程 ,其 中 下 是 已 知 函数 ， 
yzryztn 一 定 出 现 。 出 现在 差分 方程 中 未 知 函 数 下 标的 最 大 差 , 称 为 差分 方程 的 阶 。 

定义 11 若 函 数 y; 二 p(x) 代入 差分 方程 中 ,使 之 成 为 恒等式 , 则 称 y; 二 g(x) 为 差分 
方程 的 解 ;差分 方程 的 解 中 含有 任意 常数 , 且 任 意 常数 的 个 数 等 于 差分 方程 的 阶 数 , 这 样 的 
解 称 为 差分 方程 的 通 解 ;满足 某 初始 条 件 的 解 称 为 特 解 。 

定义 12 一 阶 常 系数 线性 差分 方程 


一 阶 常 系数 线性 非 齐 次 差分 方程 : 
yzhHl ayz = p(x); (1) 
一 阶 常 系 数 线性 齐 次 差分 方程 : 
yrhi 十 ayz 一 0。 (2) 
定义 13 二 阶 常 系数 线性 差分 方程 
二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 差分 方程 : 
yztz 十 ayzH bys = f(x7); (3) 
二 阶 常 系数 线性 齐 次 差分 方程 ; 
Yr 十 ayrH 十 by 一 0。 (4) 
二 、 基 本 结论 


定理 2 一 阶 差分 方程 性 质 和 解 的 结构 : 

(1) 车 ys? ,ys? 都 是 方程 (1) 的 解 , 则 y2 一 ys?” 是 方程 (2) 的 解 ; 

(2) 若 ys? ,ys 都 是 方程 (2) 的 解 , 则 Cly9 十 Czy2 也 是 方程 (2) 的 解 ; 

(3) 若 y, 是 方程 (2) 的 解 , 若 y: 是 方程 (1) 的 解 , 则 y ;十 y; 是 方程 (1) 的 解 ; 

(4) 又 加 原理 : 车 凡是 yz 十 ay 一 PCZ) 的 解 ,y2 2 是 yzti 十 ay: 二 92 (x) 的 解 , 则 
让 十 中 是 yzni 十 ayz 二 1(z) 十 gz(x) 的 解 ; 

(5) 一 阶 线性 齐 次 差分 方程 的 通 解 : 方程 (2) 的 特征 方程 是 4 十 a 二 0, 则 方程 (2) 的 通 解 
是 Y,=C( 一 a)”; 

(6) 一 阶 线性 非 齐 次 差分 方程 的 通 解 : 若 Y. 是 方程 (2) 的 通 解 , 若 y; 是 方程 (1) 的 特 
解 , 则 Y, 十 yz 是 方程 (1) 的 通 解 ; 
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(7) 方程 (1) 特 解 y; 的 形式 : 设 p(x) 一 AP,(x),， P(x) 是 关于 zx 的 m 次 多 
项 式 。 
(i) 车 r=1; r 关 一 a, 特 解 为 y? 二 Q(x) ,r= 二 一 a, 特 解 为 y? 二 xQ, (x); 

(ii) 车 7r 关 1: r 关 一 a, 特 解 为 y? 一 Qo(Cz)r 王 3r 一 一 4a, 特 解 为 y? = 二 z+Qn (zr ， 
其 中 Q(x)=Ao 十 Aiz 十 … 十 Amz" 是 m 次 多 项 式 。 

定理 3 二 阶 差分 方程 性 质 和 解 的 结构 : 

(1) 车 y ,y2) 都 是 方程 (3) 的 解 , 则 y2) 一 y 是 方程 (4) 的 解 。 

(2) 车 y ,ys 都 是 方程 (4) 的 解 , 则 Ciy2 十 C:y2 是 方程 (4) 的 解 。 

(3) 车 y: 是 方程 (4) 的 解 ,车 y; 是 方程 (3) 的 解 , 则 y; 十 y;? 是 方程 (3) 的 解 。 

(4) 码 加 原理 : 若 y: 是 yz+z 十 ayzti 十 by 二 用 (x) 的 解 ,yz 是 yts 十 ayzti 十 by 一 
所 (Zz) 的 解 , 则 中 十 中 是 ws 十 ay 十 by 一 户 Cz) 十 户 (z) 的 解 。 

(5) 二 阶 线性 齐 次 差分 方程 的 通 解 : 方程 (4) 的 特征 方程 是 涛 十 aX 十 5 二 0, 则 车 特征 
方程 

(Ci 有 两 个 不 等 的 实 根 ,4, ,方程 (4) 的 通 解 Y, 二 CA 十 C223; 

(ii) 有 两 个 相等 的 实 根 1 二 Xs ,方程 (4) 的 通 解 Y,== (Ci 十 Cex)AF; 

(iii) 有 一 对 共 恩 复 根 1,s 二 Xe*”, 方 程 (4) 的 通 解 Y= 二 A* (Cicos9zx 十 Czsin0x)。 

(6) 二 阶 线性 非 齐 次 差分 方程 的 通 解 : 若 Y, 是 方程 (4) 的 通 解 , 若 y; 是 方程 (3) 的 特 
解 , 则 Y- 十 y: 是 方程 (3) 的 通 解 。 

(7) 方程 (3) 的 特 解 y; 形式 : 设 f(x) 二 P(xz),P, (zx) 是 关于 xz 的 m 次 多 项 式 。 

(iD 车 rr 不 是 特征 方程 的 根 , 特 解 为 y; 二 Q(T) ; 

(i) 车 + 是 特征 方程 的 单 根 , 特 解 为 y? 二 xQ (x); 

(iii) 若 r 是 特征 方程 的 重 根 , 特 解 为 y; 二 x?Q, (x) ， 

其 中 Q, (x) 二 Ao 十 A1x 十 … 十 A。zx”" 是 m 次 多 项 式 。 


注 车 入 4 一 a 士 认 , 则 Xs 一 Xe**”, 其 中 一 VET 必 ,tan 0 一 且 。 


题 型 12 求 一 阶 差分 方程 的 解 
例 6.20 求 下 列 差分 方程 的 通 解 : 


(1) 2yz+t110y:—5zx=0; 2 >] 3 
(3) yz+l 一 2y。 一 并 2 (4) yz+1 一 yz 一 Z22=。 


解 (1) 原 方程 化 为 yr 十 5y, 一 也 ,其 齐 次 方程 为 w+ 十 5y 一 0, 特 征 方程 为 1 十 5 一 
0, 齐 次 方程 的 通 解 为 Y 一 C (一 5)”。 
由 于 一 1 关 一 5, 所 以 特 解 设 为 y; 一 Ax 十 B, 代 入 方程 yi 十 5ye 一 二 xz, 得 到 
A(z 二 DB+i+5CAxB)=0s 
解 得 A 一 癌 .B 一 一 讽 。 所 以 此 差分 方程 的 通 解 为 y, 一 C (一 5)" 十 


Ww 2” 


“6.3 差分 方程 的 解法 和 


(2) 原 方程 的 齐 次 方程 为 w+ 一 却 汪 一 0, 特 征 方程 为 ) 一 二 一 0, 齐 次 方程 的 通 解 为 蕊 一 


c 人 (二 由 于 一 喜 尖 二 ,所 以 特 解 设 为 w 一 A [三 】 ,代入 方程 wa 一 二 > 一 [ 豆 】 ,得 到 


(34-34)(3) =- 人) 
解 得 A 一 填 。 所 以 此 差分 方程 的 通 解 为 y. 一 C [去 ] + 村 (总 ] 。 
(3) 原 方程 的 齐 次 方程 为 y,11 一 2y, 二 0, 特 征 方 程 为 4 一 2 二 0, 齐 次 方程 的 通 解 为 Y, 二 


C2* 。 由 于 r 一 2 是 特征 根 ,所 以 特 解 设 为 y; 二 x(Az 十 B)27 ,代入 原 方程 得 到 
[4Az 十 2(A 十 B)]2* = z2=*， 

解 得 4 一 十 ,B 一 一 十 ,所 以 此 差分 方程 的 通 解 为 y 一 C2* 十 地 (z 一 1)2*。 

(4) 原 方程 的 齐 次 方程 为 y+1 一 y; 二 0, 特 征 方程 为 4 一 1 二 0, 齐 次 方程 的 通 解 为 Y, 一 
C。 由 于 r=2 不 是 特征 根 ,所 以 特 解 设 为 y; = 二 (Axz’ 十 Bz 十 D)27 ,代入 原 方程 得 到 

Az? 十 (44 十 B)z 十 (2A 十 2B 十 D) = zx， 

解 得 A==1,B= 一 4,D= 二 6。 所 以 此 差分 方程 的 通 解 为 y= 二 C 十 (zx? 一 4z 十 6)27。 

例 6.21 求 差分 方程 y.+1 一 3y; 二 3* 满 足 条 件 y(1) 二 4 的 解 。 

解 ” 原 方程 的 齐 次 方程 为 y+1 一 3y; 二 0, 特 征 方程 为 4 一 3 二 0, 齐 次 方程 的 通 解 为 
Y- 一 C3* 。 

由 于 = 一 3 是 特征 方程 的 特征 根 , 所 以 特 解 设 为 y; 二 Az3” ,代入 方程 中 得 到 3A3* 一 3 ， 
解 得 A 一 十 。 所 以 此 差分 方程 的 通 解 为 y, 一 C3" 十 地 z3"。 


根据 y(1) 二 4, 解 得 C=1。 所 以 满足 初始 条 件 的 解 为 y=(1+ 二 zj]s。 


题 型 13 求 二 阶 差分 方程 的 解 


例 6.22 求 下 列 二 阶 线性 常 系数 齐 次 差分 方程 的 通 解 : 
(1) yz+z 十 yz+1 一 6yz 一 0; (2) yz+z 一 2yz+l 十 yz 一 0; 


(3) yz+z 十 4yz 一 0; (4) yz+s 一 2yz+l 十 2yz 一 0。 
解 〈1) 特征 方程 为 飞 十 4 一 6 二 0, 特 征 根 为 和 二 一 3,4s 二 2, 通 解 为 y, 二 C1 (一 3)* 十 Co2”。 
(2) 特征 方程 为 入 一 2 十 1 二 0, 特征 根 为 hi 一 1, 通 解 为 y 一 CI 十 Cozr。 


(3) 特征 方程 为 好 十 4 一 0, 特 征 根 为 ai: 一 士 2i, 通 解 为 y。 2 (Cieos 至 +Cosin 交 | 
(4) 特征 方程 为 涪 一 24 十 2 二 0, 特 征 根 为 ,二 1 土 i, 通 解 为 


yz 于 ( Cueos 上 上 Ca sin 于]。 


例 6.23 求 差分 方程 y-+z 十 5y+i 十 4y< 一 z 的 通 解 。 
解 差分 方程 y-+z 十 5ye+li 十 4y= 一 z 的 相应 齐 次 方程 为 yetz 十 5yc+l 十 4y= 一 0, 特 征 方 
程 为 社 十 5 十 4 王 0, 特 征 根 是 ) 王 一 4 一 一 1。 于 是 齐 次 方程 的 通 解 是 
Y; = CG (一 4 十 Cz (一 1D)=。 
由 于 一 1 不 是 特征 根 ,所 以 令 原 方程 的 特 解 为 y; 一 az 十 5。 代入 原 方程 中 ,得 到 
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az 十 2) 十 0 十 5La(z 十 1) 十 四 十 4(az 十 0) 一 工 ， 
1 F 


于 是 有 104 二 1,74 十 106 二 0, 解 得 a 70 100' 所 以 原 差分 方程 的 通 解 为 
天 = 名 (+6 (1)+ Lz 
10” 100° 


例 6.24 设 市 场 供给 函数 S, 和 需求 函数 Q, 分 别 是 S, 一 一 2 十 P,,Q, 一 7 一 2P+。 求 市 
场 供需 平衡 时 差分 方程 满足 的 条 件 P(0) 二 4 的 特 解 ,其 中 P,,P,+ 分别 为 二 zt 十 1 期 价格 ,并 
求 1> 十 吕 时 的 价格 。 


解 “所谓 供需 平衡 为 S, 二 Q,。 于 是 有 一 2 十 P, 二 7 一 2P,wi, 即 差分 方程 Pi 十 二 ,= 


生 。 特 征 方程 为 4 十 于 一 0, 所 以 齐 次 方程 的 通 解 为 P, 一 C (一 圳 】。 


由 于 一 1 不 是 特征 根 , 所 以 特 解 设 为 P* 二 A, 代 入 方程 中 得 到 A 全 


一 了, 解 得 A 一 3。 


所 以 此 差分 方程 的 通 解 为 wy 一 C | 一 立 ] +3。 


根据 PC0) 二 4, 解 得 C==1, 所 以 P， ( 3) +3. 手巧 
各 忆 = 和 [人 到) +3] =3. 
ECG4 常 微分 方程 考研 真题 


一 、 常 微分 方程 考研 数 一 真 题 分 布 ,考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 常 微 分 方程 的 考研 数 一 真 题 共 出 了 24 道 题 , 题 型 分 
布 在 : 

1. 求 一 阶 方程 的 解 : 共计 9 个 题 ,分 布 在 2005 年 ,2006 年 ,2008 年 ,2011 年 ,2014 年 (2 题 )， 
2018 年 和 2019 年 (2 题 )。 

2. 求 二 阶 方程 的 解 : 共计 7 个 题 ,分 布 在 2004 年 ,2007 年 ,2009 年 ,2010 年 ,2015 年 ， 
2016 年 和 2017 年 。 

3. 求 函 数 表达 式 : 共计 6 个 题 ,分 布 在 2003 年 ,2004 年 ,2006 年 ,2012 年 ,2015 年 和 2016 年 。 

4. 方程 解 的 结构 : 共计 2 个 题 ,分 布 在 2008 年 和 2013 年 。 

1 常 微分 方程 考研 数 一 真 题 题 型 分 析 

1. 求 一 阶 方程 的 解 : 2005 年 ,2011 年 ,2018 年 和 2019 年 考 了 求 一 阶 线 性 方程 的 特 解 ; 
2006 年 ,2008 年 和 2019 年 考 了 求 可 分 离 变 量 方程 的 特 解 ;2014 年 考 了 求 一 阶 微分 方程 的 特 解 
及 应 用 和 齐 次 方程 特 解 。 

2. 求 二 阶 方程 的 解 : 2004 年 考 了 求 欧 拉 方程 特 解 ;2007 年 和 2010 年 考 了 求 二 阶 常 系 
数 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 ;2009 年 考 了 确定 二 阶 方程 ,并 求 特 解 ;2015 年 考 了 已 知 二 阶 线性 
非 齐 次 方程 的 特 解 , 求 方程 ;2016 年 考 了 求 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 通 解 和 特 解 , 证 明 通 
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解 的 无 穷 积分 收敛 ,并 求 特 解 无 穷 积分 ;2017 年 考 了 求 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 通 解 。 

3. 求 函 数 表 达 式 : 2003 年 考 了 变换 方程 ,建立 二 阶 线性 常 系数 非 齐 次 方程 , 解 方程 , 求 
函数 表达 式 ;2004 年 考 了 建立 一 阶 方程 , 求 函数 表达 式 ;2006 年 考 了 验证 函数 满足 二 阶 线性 
齐 次 方程 , 解 方 程 , 求 函数 表达 式 ;2012 年 考 了 已 知 函数 是 两 个 方程 的 解 , 求 函数 表达 式 ; 
2015 年 考 了 用 三 曲线 围 成 区 域 面积 为 4 建立 方程 , 解 方程 , 求 函数 表达 式 ;2016 年 考 了 已 知 
一 阶 方程 两 个 特 解 , 求 一 阶 方程 的 系数 (函数 )。 

4. 方程 解 的 结构 : 2008 年 考 了 三 阶 方程 解 的 结构 ,已 知 通 解 确定 方程 ,或 方程 所 对 应 
的 通 解 ;2013 年 考 了 已 知 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 特 解 , 求 通 解 。 

2 常 微 分 方程 考研 数 一 真题 

1. (2003 ,七 (12 分 )) 设 函数 >== rz) 在 (一 c, 十 co) 内 具有 二 阶 导 数 , 且 y' 关 0, z= 
ZX(y) 是 y 一 y(z) 的 反 函 数 。 

dz 


GD 试 将 x 一 z(y) 所 满足 的 微分 方程 于 委 十 (y 十 sinz) 歧 】 =0 变 为 y=y(z) 满 足 的 
微分 方程 ， 
(ii) 求 变换 后 的 微分 方程 满足 初始 条 件 y(0) 二 0，y(0) 二子 的 解 。 


考点 与 解法 变换 方程 , 求 二 阶 线性 常 系数 非 齐 次 方程 的 特 解 。 CD 计算 乱 和 9 学 ,从 而 
得 到 变换 后 的 方程 (ii) 求 二 阶 线性 常 系数 非 齐 次 方程 的 通 解 ,根据 初始 条 件 , 求 特 解 。 

2. (2004 ,一 (2)(4 分 )) 已 知 Fer) 王 ze 且 太 1) 王 0, 求 f(x) 的 表达 式 。 

考点 与 解法 : 求 函 数 表达 式 。 建 立 微分 方程 , 求 方程 的 特 解 。 
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3. (2004 ,一 (4)(4 分 )) 求 欧 拉 方 程 x? +4 入 +2y=0(z>0) 的 通 解 。 


考点 与 解法 : 求 欧 拉 方程 的 解 。 令 x 二 e', 将 其 转化 为 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 。 

4 (2005, 一 (3)(4 分 )) 求 微分 方程 zy 十 2 一 zlnz 满足 初始 条 件 y(1) 一 一 二 的 特 解 。 
考点 与 解法 : 求 一 阶 线性 方程 的 解 。 利 用 一 阶 线性 方程 的 求解 公式 。 

5. (2006, 一 (2)(4 分 )) 求 微分 方程 y 一 > 一 了 的 通 解 。 


I 


考点 与 解法 : 求 可 分 离 变 量 方程 的 解 。 分 离 变 量 , 两 边 积分 。 
6. (2006, 三 (18)(12 分 )) 设 函数 f(w) 在 (0, 十 吕 ) 内 具有 二 阶 导 数 , 且 z==f( Vz 十 y) 


azz dz 
满足 等 式 5 十 5 一 0: 


(iD 验证 f+ =0; 


(i 车 f(1)==0, 了 (1)==1, 求 函数 f(w) 的 表达 式 。 

考点 与 解法 : 计算 二 阶 偏 导数 和 求 二 阶 方程 的 特 解 。(i) 求 复合 函数 的 二 阶 偏 导 数 , 代 
入 方程 中 ,得 到 (i); (iD) 利 用 变量 可 分 离 方法 , 求 通 解 , 再 求 特 解 。 

7. (2007, 二 (13)(4 分 )) 二 阶 常 系数 非 齐 次 微分 方程 一 4y 十 3y 一 2ez 的 通 解 。 

考点 与 解法 : 求 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 。 求 齐 次 方程 的 通 解 ,再 求 非 
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齐 次 方程 一 个 特 解 。 

8. (2008, 二 (9)(4 分 )) 求 微分 方程 xy 十 y=0 满足 初始 条 件 >(1)=1 的 特 解 。 

考点 与 解法 : 求 一 阶 可 分 离 变 量 方程 的 解 。 变 量 分 离 , 求 通 解 , 根 据 初 始 条 件 , 求 特 解 。 

9. (2008 ,一 (3)(4 分 )) 下 列 微分 方程 中 ,以 > 一 Cier 十 Cscos2z 十 Cssin2z(Ci ,Cs ,Cs 为 
任意 常数 ) 为 通 解 的 是 

(A) 允 十 光一 4y 一 4y 一 0; (B) y+y +4y 十 4y 一 0; 
(C) 光一 光一 4 十 4y 一 0; (D) y—y+4y —4y=0。 

考点 与 解法 : 三 阶 线性 常 系数 齐 次 方程 的 通 解 。 根 据 通 解 ,确定 特征 方程 的 特征 根 ;或 
求 特征 方程 的 特征 根 , 写 出 通 解 。 

10. (2009, 二 (10)(4 分 )) 若 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 y 十 ay 十 by 二 0 的 通 解 是 
3 一 (Ci 十 Caz)er(Ci,C: 为 任意 常数 ) , 求 非 齐 次 方程 y 十 ay 十 by 二 zx 满足 条 件 >(0) 一 2， 
(0)=0 的 解 。 

考点 与 解法 : 求 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 的 特 解 。 根 据 齐 次 方程 的 通 解 ,确定 
4 必得 到 具体 方程 。 再 求 一 个 特 解 , 得 到 通 解 ,根据 初始 条 件 ,得 到 特 解 。 

11. (2010, 三 (15)(10 分 )) 求 微分 方程 VY 一 3y 十 2y 二 2xe” 的 通 解 。 

考点 与 解法 : 求 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 。 求 相应 齐 次 方程 的 通 解 ,再 求 非 
齐 次 方程 一 个 特 解 。 

12. (2011, 二 (10)(4 分 )) 求 微分 方程 y 十 y 二 ecosz 满足 初始 条 件 y(0) 二 0 的 特 解 。 

考点 与 解法 : 求 一 阶 线性 方程 的 特 解 。 利 用 公式 求 一 阶 线性 方程 的 通 解 , 再 根据 初始 
条 件 ,确定 任意 常数 。 

13. (2012, 二 (9) (4 分)) 若 函数 f(z) 满 足 方程 F(z) 十 了 F(x) 一 2f(x)=0 入 (z) 十 
f(z)==2e’, 求 f(x)。 

考点 与 解法 : 求 函数 表达 式 。 结 合 两 个 方程 ,得 到 一 阶 线性 方程 , 求 通 解 ,代入 某 个 方 
程 中 求 特 解 。 

14. (2013 ,二 (10)(4 分 )) 已 知 y= 二 e* 一 zxe” ,ys 二 e’ 一 Xe* ,ys ze” 是 某 二 阶 常 系 
数 非 齐 次 微分 方程 的 3 个 解 , 求 该 方程 的 通 解 。 

考点 与 解法 : 二 阶 方程 解 的 结构 。 任 意 两 个 解 的 差 是 齐 次 方程 的 解 , 齐 次 方程 的 通 解 
与 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 的 和 就 是 非 齐 次 方程 的 通 解 。 

15. (2014, 二 (11)(4 分 )) 求 微分 方程 zy 十 y(lnz 一 Iny)=0 满足 初始 条 件 y(1) = 
@ 的 特 解 。 

考点 与 解法 : 求 齐 次 方程 的 解 。 化 方程 为 齐 次 方程 , 求 通 解 , 再 求 特 解 。 

16. (2014, 二 (10)(4 分 )) 设 函数 f(z) 是 周期 为 4 的 可 导 函 数 , 且 f(x) 二 2(zx 一 1)， 
zE[0,2], 求 f(7) 值 。 

考点 与 解法 : 求 一 阶 方程 的 解 。 求 方程 的 解 , 利 用 周期 性 ,再 求 1(7)。 


17. (2015, 一 (2)(4 分 )) 设 > 二 e+(z 二 je 是 二 阶 常 系数 非 齐 次 方程 多 十 by 一 


ce 的 一 个 特 解 , 则 : 
(A) “一 一 3,0 一 2,c 一 一 1; (B) a=3,6=2,c=—1; 
〈《C) a 一 一 3,0 一 2,c 一 15 (D) a=—3,6=2,c=1。 
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考点 与 解法 : 二 阶 方程 的 解 的 反问 题 。 确 定 齐 次 方程 的 解 ,从 而 确定 特征 方程 的 根 , 进 
而 得 到 系数 < 一 一 3,2 一 2, 再 将 特 解 代 人 方程 , 求 出 c= 一 1。 

18. (2015, 三 (16)(10 分 )) 设 函数 f(x) 在 定义 域 1 上 的 导数 大 于 0, 车 对 任意 zoET， 
曲线 y= 二 了 f(z) 在 点 (zo，,f(zo)) 处 的 切线 与 直线 x= 二 xo 及 工 轴 所 围 成 区 域 的 面积 为 4, 且 
了 (0)==2, 求 f(z) 的 表达 式 。 

考点 与 解法 : 求 函数 表达 式 。 利 用 已 知 条 件 : 三 曲线 围 成 区 域 的 面积 为 4, 建立 方程 ， 
求解 方程 。 

19. (2016, 一 (3) (4 分)) 若 y==(1 十 z?)? 一 Vil 十 zx? ,ys 二 (1 十 zx*)?* 十 V1 十 x” 是 微分 方 
程 y 十 p(x)y 二 q(xz) 的 两 个 解 , 求 q(x)。 

考点 与 解法 : 求 函数 表达 式 。 求 出 p(x) ,自然 得 到 g(x)。 显 然 y1 一 ys 是 一 阶 线性 齐 
次 方程 y 十 p(z)y 二 0 的 解 ,于 是 得 到 p(x) ,在 将 解 代入 方程 中 ,从 而 求 出 g(x)。 

20. (2016, 三 (16)(10 分 )) 设 函数 y(z) 满 足 方 程 十 2y' 十 &y 一 0, 其 中 0 一 一 1: 


Ci 证 明 : 反常 积分 | ”>(z)dz 收敛 。 


(i 车 y(0) = 1,y (0) = 1, 求 | >Cz)dz 的 值 。 
考点 与 解法 : 求 二 阶 线性 齐 次 方程 的 解 ( 特 解 ). 证 明 反 常 积分 收敛 和 计算 反常 积分 的 


值 .(i) 求 特征 方程 的 特征 根 , 求 出 通 解 CD ,计算 | ya)dz 的 值 ;(ii) 求 出 特 解 y(z) ,再 
计算 | ”>(z)dz。 

21. (2017, 二 (10)(4 分 )) 求 微分 方程 Y 十 2y 十 3y=0 的 通 解 。 

考点 与 解法 : 求 二 阶 线性 常 系数 齐 次 方程 的 通 解 。 根 据 特 征 方程 , 求 特征 根 , 得 到 
通 解 。 

22. 〈2018 ,三 (19)(10 分 )) 已 知 微分 方程 y 十 y 二 f(x) ,f(z) 是 R 上 连续 函数 。 

(iD 若 函 数 f(x) 二 zx, 求 方程 的 通 解 ; 

(i) 车 f(x) 是 一 个 周期 为 的 函数 ,证 明 : 方程 存在 唯一 的 以 T 为 周期 的 解 。 

考点 与 解法 : 求 一 阶 线性 方程 的 通 解 和 证 明 方程 周期 解 存在 且 唯 一 。 根 据 一 阶 线性 方 
程 的 求解 公式 , 求 通 解 ;利用 通 解 公 式 和 f(x) 是 一 个 周期 为 的 函数 , 通 解 是 以 了 为 周期 
的 函数 所 满足 的 条 件 , 从 而 确定 任意 常数 C。 

23. (2019, 二 (10)(4 分 )) 求 微分 方程 2yy 十 y? 一 2 二 0 满足 条 件 y(0) = 二 1 的 特 解 。 

考点 与 解法 : 求 一 阶 方程 的 特 解 。 此 方程 式 变量 可 分 离 方程 ,分 离 变 量 ,两 边 积 分 。 


24. (2019 ,三 (15)(10 分 )) 设 函数 > 一 >y(Cz) 是 微分 方程 de 满足 条 件 y(0) 一 
0 的 一 个 特 解 。 

(iD 求 函数 y 二 y(zx); 

(ii) 求 函 数 y 王 y(z) 的 是 四 区 间 和 拐点 。 

考点 与 解法 : 求 一 阶 线性 方程 的 特 解 , 求 凸 止 区 间 和 拐点 。(i) 根 据 一 阶 线性 方程 的 求 
解 公式 , 求 通 解 再 利用 初始 条 件 求 出 特 解 >(z); (ii) 求 函数 y(z) 的 二 阶 导数 ,用 二 阶 导数 等 
于 0 的 点 ,分 定义 域 为 若干 区 间 ,从 而 得 到 凸 四 区 间 和 拐点 。 
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二 、 常 微分 方程 考研 数 三 真题 分 布 .考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 常 微分 方程 的 考研 数 三 真题 共 出 了 20 道 题 ,每 年 一 
题 ,填空 和 选择 题 居多 , 题 型 分 布 在 : 

1. 求 一 阶 方程 的 解 : 共计 4 个 题 ,分 布 在 2005 年 ,2007 年 ,2008 年 和 2019 年 。 

2. 求 二 阶 方 程 的 解 : 共计 2 个 题 , 分 布 在 2013 年 和 2015 年 。 

3. 求 函 数 表 达 式 : 共计 9 个 题 ,分 布 在 2003 年 ,2004 年 ,2009 年 ,2011 年 ,2012 年 ， 
2014 年 ,2015 年 ,2016 年 和 2018 年 。 

4. 方程 解 的 结构 : 共计 3 个 题 ,分布 在 2006 年 ,2010 年 和 2019 年 。 

5. 差分 方程 : 共计 2 个 题 ,分 布 在 2017 年 和 2018 年 。 

1 常 微分 方程 考研 数 三 真题 题 型 分 析 

1. 求 一 阶 方程 的 解 : 2005 年 和 2008 年 考 了 求 可 分 离 变量 方程 的 特 解 ;2007 年 考 了 求 
齐 次 方程 的 特 解 ;2019 年 考 了 求 一 阶 线性 方程 的 解 。 

2. 求 二 阶 方 程 的 解 : 2013 年 考 了 求 二 阶 线性 常 系数 齐 次 方程 的 通 解 ;2015 年 考 了 求 二 
阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 特 解 ( 需 要 根据 已 知 条 件 确定 初始 条 件 ) 。 

3. 求 函数 表达 式 : 2003 年 考 了 通过 求 函 数 的 导数 ,寻求 函数 所 满足 的 微分 方程 , 解 方 
程 , 求 函数 表达 式 ;2004 年 考 了 通过 对 级 数 的 和 函数 求 导 , 寻 求 和 函数 所 满足 的 微分 方程 ， 
解 方程 , 求 函数 表达 式 ;2009 年 考 了 利用 定 积分 的 应 用 建立 含 变 限 积分 函数 的 等 式 ,对 等 式 
两 边 求 导 , 建 立 微分 方程 , 解 方程 , 求 函数 表达 式 ;2011 年 考 了 变换 二 重 积 分 ,使 其 成 为 含有 
变 限 积分 函数 的 等 式 ,对 等 式 两 边 求 导 , 建 立 微分 方程 , 解 方程 , 求 函数 表达 式 ;2012 年 考 了 
根据 方程 建立 一 阶 方程 , 解 方程 , 求 函 数 表 达 式 ;2014 年 考 了 根据 函数 满足 方程 ,建立 一 阶 
微分 方程 , 解 方 程 , 求 函 数 表达 式 ;2015 年 考 了 根据 实际 问题 建立 等 式 , 从 而 建立 方程 , 解 方 
程 , 求 函数 表达 式 ;2016 年 考 了 对 等 式 求 导 ,建立 方程 , 解 方 程 , 求 函数 表达 式 ;2018 年 考 了 
用 定义 建立 方程 , 求 函数 表达 式 。 

4. 方程 解 的 结构 : 2006 年 和 2010 年 考 了 一 阶 线性 方程 解 的 结构 ;2019 年 考 了 已 知 方 
程 的 通 解 , 求 方程 。 

5. 差分 方程 : 2017 年 考 了 求 一 阶 差分 方程 的 解 ;2018 年 考 了 求 二 阶 差 分 方程 的 通 解 。 

2 常 微分 方程 考研 数 三 真题 

1. (2003, 七 (9 分 )) 设 F(z)==f(z)g(x), 其 中 函数 fF(z),g(Cz) 在 (一 co,co) 上 满足 以 
下 条 件 : 了 (x)==g(zx),g'(zx)=f(x) 有 Bf(0)=0,f(zx)+g(z)=2e。 

(iD 求 F(z) 所 满足 的 一 阶 微分 方程 ; (ii) 求 出 F(z) 的 表达 式 。 

考点 与 解法 : 建立 微分 方程 ,并 求 方程 的 解 。(i) 求 F(z), 利 用 f(z) 十 g(xz) 二 2e”, 确 
定 F(z) ,F(z) 所 满足 的 方程 ; (让 根据 (i) 建 立 的 方程 , 求 一 阶 线性 方程 的 解 。 


5 
2. (2004， 三 (19)(9 分 )) 设 级 数 5 二 et aoat “…( 一 oz 过 十 0) 的 


和 函数 为 SCz) , 求 : (i)S(z) 所 满足 的 一 阶 微分 方程 ; (ii)S(zx) 的 表达 式 。 
考点 与 解法 : 建立 微分 方程 ,并 求 方程 的 解 。() 求 S'(z) ,确定 SCz),SCz) 所 满足 的 方 
程 ; (让 根据 (i) 建 立 的 方程 , 求 一 阶 线性 方程 的 解 。 


6.4 常 微分 方程 考研 真题 人 


3. (2005 ,一 (2)(4 分 )) 求 微分 方程 xy 十 y==0 满足 初始 条 件 y(1) 二 2 的 特 解 。 
考点 与 解法 : 求 变量 可 分 离 方程 的 解 。 分 离 变量 , 求 通 解 ,根据 初始 条 件 , 求 特 解 。 
4. (2006 ,二 (10)(4 分 )) 设 非 齐 次 微分 方程 y 十 p(xz)y 二 Q(z) 有 两 个 不 同 解 y (zx)， 
y2(ZX),C 为 任意 常数 , 则 该 方程 的 通 解 为 
(A) CLyi(z) 一 ye(z)]; (B) wm (Cz) 十 CLy(Cz) 一 ye(Cz)]; 
(CC) CLyi (zx) ys (7)]; (D) y1(z)++CLyi (xz) ys (x)]。 
考点 与 解法 : 方程 解 的 结构 。 两 解 的 差 是 相应 的 齐 次 方程 的 解 , 齐 次 方程 的 通 解 与 非 
齐 次 方程 的 一 个 特 解 的 和 ,就 是 非 齐 次 方程 的 通 解 。 


5. (2007, 二 (14) (4 分 )) 求 微分 方程 和 一 立 一 二 之] 满足 y(1)=1 的 特 解 。 
上 2\x 


考点 与 解法 : 求 齐 次 方程 的 特 解 。 化 齐 次 方程 为 变量 可 分 离 方 程 , 求 通 解 , 再 求 特 解 。 

6. (2008, 二 (12)(4 分 )) 题 目 同 上 小 节 8. (2008, 二 (9)(4 分 )) 题 。 

7. (2009, 二 (19)(10 分 )) 设 曲线 y= 二 f(z), 其 中 f(x) 是 可 导 函 数 , 且 F(z) 二 0。 已 知 
曲线 y= 了 f(x) 与 直线 y=0,z=1 及 z=t(t 记 1) 所 围 成 的 曲 边 梯形 绕 x 轴 旋 转 一 周 所 得 的 立 
体 体 积 值 是 该 曲 边 梯形 面积 的 rz 倍 , 求 该 曲线 的 方程 。 

考点 与 解法 : 建立 方程 , 求 方程 的 解 。 利 用 曲 边 梯形 绕 xz 轴 旋 转 一 周 所 得 的 立体 体积 
等 于 曲 边 梯形 面积 的 rt 倍 建立 等 式 ,两 边 求 导 ,建立 一 阶 线性 方程 ,求解 。 

8. (2010 ,一 (2)(4 分 )) 设 wm ,ys 是 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 十 p(x)y 二 g(x) 的 两 个 
特 解 , 若 常数 ,使 hy: 十 pys 是 该 方程 的 解 ,My 一 pys 是 该 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 解 , 则 


二 二 于 之 二 ss 
(CA) Li (B) 4= 2 

= 二 之 ,j= 之 
(CO)A 3 一 3 (D) A 了 一 了 


考点 与 解法 : 方程 解 的 性 质 。 根 据 已 知 条 件 可 推出 : 十 w 一 1 一 /一 0。 
9. (2011, 三 (19)(10 分 )) 设 函数 f(z) 在 区 间 [0,1] 上 具有 连续 导数 , f(0) = 1 且 满 


et = lea — = {(z,y) 10 委 y 委 上 一 z0 魏 工 委 直 (0 一 上 魏 1), 求 


f(z) 的 表达 式 。 
考点 与 解法 : 求 丽 数 表达 式 。 六 Cz 十 >)dzdy 化 为 变 限 积分 两 数 rw 等 于 
/f(D 万 , 求 导 ,建立 一 阶 方程 可 分 离 变量 ) ,求解 方程， 


10. (2012, 二 (19)(10 分 )) 已 知 函 数 f(x) 满足 方程 
f+FF)—2f7) =0, fr)+fx) 一 2er。 


(iD 求 f(z) 表 达 式 ; (iD 求 曲 线 y = f(x) Im f( 一 di 的 拐点 。 


考点 与 解法 : 求 函数 表达 式 和 曲线 拐点 。(i) 结 合 两 个 方程 ,得 到 一 阶 线性 方程 , 求 通 
解 ,代入 某 个 方程 中 求 特 解 ; (ii) 根据 f(x) 的 表达 式 , 求 二 阶 导 数 等 于 0 的 点 , 求 曲 线 的 
拐点 。 


11. (2013, 二 (12)(4 分 )) 求 微分 方程 YY 一 y' 二 地 y 一 0 的 通 解 。 
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考点 与 解法 : 求 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 通 解 。 求 特征 方程 的 特征 根 , 根 据 特征 根 
写 出 通 解 。 
12. (2014, 三 (12)(10 分 )) 设 函数 f(u) 具 有 连续 导数 , 且 == Fercosy) 满 足 


cosy 一 siny 演 

若 f(0)= 二 0, 求 f(w) 的 表达 式 。 

考点 与 解法 : 计算 偏 导数 , 求 函 数 表达 式 。 求 函数 的 偏 导 数 ,建立 微分 方程 , 求 方程 的 
特 解 。 

13. (2015, 二 (12) (4 分 )) 设 函数 y= 二 f(x) 是 微分 方程 YY 十 y 一 2y=0 的 解 , 且 在 x==0 
处 取得 极 值 3, 求 f(x)。 

考点 与 解法 : 求 二 阶 方程 的 特 解 。 求 YY 十 y 一 2y 二 0 的 通 解 , 根 据 已 知 条 件 , 确 定 初始 
条 件 : f(0)= 二 3, (0) 二 0, 再 求 特 解 。 

14. (2015, 三 (18)(10 分 )) 设 函数 f(x) 在 定义 域 1 上 的 导数 大 于 0, 若 对 任意 zo€17, 曲 
线 y==f(z) 在 点 (zo,f(zo)) 处 的 切线 与 直线 x 二 zo 及 工 轴 所 围 成 区 域 的 面积 为 4, 且 
了 (0)==2, 求 f(x) 的 表达 式 。 

考点 与 解法 : 求 函数 表达 式 。 利 用 已 知 条 件 : 三 曲线 围 成 区 域 的 面积 为 4, 建立 方程 ， 
求解 方程 。 

15. (2016 ,三 (18)(10 分 )) 设 函数 f(x) 连续 , 且 满 足 


[re Dd [a ti)F(t)dt 十 e< 一 1。 
0 0 


一 (4z 十 ercosy)er 。 


求 f(z) 的 表达 式 。 

考点 与 解法 : 求 变 限 积分 函数 的 导数 , 求 函 数 表达 式 。 求 变 限 积 分 函数 的 导数 ,建立 微 
分 方程 , 求 方程 的 特 解 。 

16. (2017, 二 (10)(4 分)) 求 差分 方程 w+ 一 2 一 2 的 通 解 。 

考点 与 解法 : 求 差 分 方程 的 通 解 。 求 一 阶 差 分 方程 的 通 解 。 

17. (2018, 二 (11)(4 分 )) 求 差分 方程 A?y, 一 y; 二 5 的 通 解 。 

考点 与 解法 : 求 二 阶 差 分 方程 的 通 解 。 求 齐 次 方程 的 通 解 ,再 求 非 齐 次 方程 的 一 个 
特 解 。 

18. (2018, 二 (12)(4 分 )) 设 函数 f(x) 满足 F(z 十 Az) 一 FCz) 王 2zfCz)Az 十 o(Azr) 且 
f(0)=2, 则 f(1)= 

考点 与 解法 : 求 f(x) 的 表达 式 。 利 用 导数 定义 建立 微分 方程 , 即 等 式 两 边 同 除 Az, 建 
立 微分 方程 , 求 出 特 解 ,从 而 求 出 f(1) 的 函数 值 。 

19. (2019 ,一 (3)(4 分)) 已 知 y 十 ay' 十 by 二 ce” 的 通 解 是 y= 二 (Ci 十 Cox)e 习 十 e”, 则 a， 
b,c 依次 为 

(A) 1,0,1; (B) 1,0,2; (CY 25 人 (DY 

考点 与 解法 : 根据 方程 的 解 求 方程 。 根 据 通 解 知 一 1 是 特征 方程 的 二 重 根 , 解 得 a 二 2， 

5 二 1。 将 特 解 y 二 e 代入 方程 ,确定 c 的 值 。 


20.(2019, 三 (17) (10 分 )) 已 知 y 一 y(z) 是 方程 y 一 zy 一 7 


二 让 , 且 消 是 yD Ve 


过 
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一 个 特 解 

(i) 求 函数 > 一 >(Cz); 

(ii) 车 D={(z,y) |1 志 zx 二 2,0 过 y 壹 y(x)}, 求 平面 区 域 D 绕 z 旋转 成 的 旋转 体 的 
体积 。 

考点 与 解法 : 求 一 阶 线性 方程 的 特 解 , 求 旋转 体 的 体积 。(D 根 据 一 阶 线性 方程 的 求解 公 


式 , 求 通 解 , 再 利用 初始 条 件 求 出 特 解 y(x) (i) 利用 旋转 体 的 体积 公式 V, 一 | Y(z)dz, 计 
算 旋转 体 的 体积 。 


6,5 本章 练习 题 答案 与 提示 


练习 题 6-1 答案 与 提示 


1. (1) > 一 er 。 提示: 分离 变 量 - 电 一 电 ， 积 分 | -由 一 业 , mn llny| =In|z| 二 In |c| ,于 是 
ylny I ylny z 


La 


(2) y 一 Csinz 一 a。 提 示 : 分 离 变量 电 ,积分 | dy | dz | saz,ln |y+a| = 


tan 工 y+a tan 工 Si 


ln | sinz| 二 in |C| ,于 是 y 一 Csinz 一 a。 
i 1 二 量 _dy 一 dy 一 
(3) arctany 一 并 十 DT 十 C。 提 示 : 分 离 变 量 T 十 严 一 (1 十 z)dz， 积分 | 人 一 |a+adr， 于 是 


arctany 一 工 十 二 十 C。 


(4) ln 


csc 党 -cot 学 | 一 -2sin 计 +c， 提示 : 整理 得 y = 一 2cos 去 sin 学 ,分 离 交 量 一 此 -一 
天 本 二 


2 


一 2cos 却 dz, 积 分 得 In 2 


csc YY —cot 这 | 一 一 2sin + 


du dz 
pW—u I 2 一 


2. (1) y=z 十 Cx?。 提 示 : 整理 得 和 2 之 一 1, 令 = 之 , 则 有 
I I 


ln | x 一 1| =In|z| 十 In |C| ,于 是 y=z 十 Czx?。 


本 dr 2zy 十 交 六 du dy du 
(2) 3zy 十 光一 C， 提示， 整理 得 芝 一 一 全 半 六 一 一 2 子 一 1, 令 w= 王 , 则 0 峙 一旦, 抒 一 下 
和 ,积分 得 二 mn | 一 ax 一 1| 一 Im | y| 十 In |C| ,Wm 3zy +y =C. 
(3) V2J 一 z 一 C。 提示: 整理 得 坚 =2 /站 一 子 , 令 w 一 也 , 则 有 一 虹 一 一 坚 , 即 虹 - 一 2 旦 , 即 
Ee 六 z PO wi 
一 2 二 各 一 2 上 ,积分 和 in ii|=—inlsl +hn |C|. 
pk 二 了 du 1 ， 
(4) 如一 z2(2ln|z| +C)。 提示 : dr i 有 元 ， 即 xdx ， 解 为 了 x 


ln|z|l 十 C。 
-ar [BE 
3. (1) y= 二 (zx 十 C)e-*。 提示: 公式 解 y 一 e (| 一。 dz+C) =e(z+O)。 
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(2) y 一 Ccosz 一 2 cos2sz。 提 示 : 公式 解 


y = (| snzzd dz+C] = cost (| sin2z 。 wtc) 


coszr( 一 2cosz 十 C) = Ccosz 一 2 cos:z。 


(3) z 一 言 多 十 Cy 。 提示: 整理 变形 为 z 一 也 x 一 一 去 y，, 根 据 一 阶 线性 方程 的 公式 解 


pp (| e+e) Ea ( | yydy+c) $y + 
(4) z 一 Cesn 一 2(siny 十 1) 。 提 示 : 整理 变形 为 x’ 一 zxcosy 二 sin2y, 于 是 方程 有 公式 解 ,其 通 解 为 
i=e (EX dy 十 5) 一 ea (| sin2ye dy+C) = Ces 一 2(siny 十 1)。 


4. (1) 本 -一 sinz+Ce。 提示 : 令 zx 一 地, 则 zz 一 z 二 sinx 一 cosz， 公 式 解 


-|ar 
1- od (| | dz+C) = (EE sinz 十 Cer 。 
> 
(2) 天 = 二 Ce， 提示 : 令 < 一 y "一 识 则 zz 十 4z 二 一 47, 公 式 解 为 


= ew (ed dre) 一 ee (|-4zeraz+c)--z+ 于 +cev， 


co 一 


‘=( Inz+Cjr 提示 : 令 zx 一 y 7, 则 过 十 全 二 ,公式 解 为 


局 


= (Earto) zx ( } | ar+c) ( Fnlz | tC}. 


(4) zz 二 (一 2lny 十 C)y'。 提 示 。 整理 为 经 一 和 rz 一 一 zy ， 令 z 二 zi-" 二 z?, 则 有 z 一 全 = 一 一 27， 


公式 解 为 z2 一 ej (- 全 +C)=» al lgz+C) = (2lny+ Oy 
yy y 再 ( y ) yT yy。 
5. (1) (zw 一 D(y 一 1)=C。 提示 : 利用 分 组 次 微分 法 z(y 一 dz 十 y(z 一 Ddy==(zxyr dz 十 yx?dy) 一 
zde—ydy=d ( ey 这) ,于 是 通 解 zy 一 2 一 一 C。 
(2) ze 一 多 一 C。 提 示 : 利用 分 组 凑 微 分 法 
erdz 十 (ze 一 2y)dy 一 edz 十 zerdy 一 2ydy 一 dCze) 一 dy = d(xze’ — y:)。 
(3) (M1 十 十 xz? 一 lnz)y 二 C。 提 示 : 可 以 考虑 分 组 凑 微 分 法 


(re +z—Inz)dy 


V1 十 三 
+ VI 十 地 dy 十 2zydz 十 
I 


zdy— dr—lnrdy=d (y VITA)+d (xy) —d (ylnzr); 
或 特殊 路 径 积分 法 ,可 以 验证 此 方程 为 全 微分 方程 ,于 是 全 微分 函数 
zi 一 | osdz+| (CVITE + lnz)dy = (ViTZ+z: — Inz)y. 


6. (1) zteot Ts”=C: 提示 : 令 w= 二 zx 一 y, 则 wu 二 1 六 , 即 蝇 


1 ost 分 离 变 量 T-9 一 dr， 两 


边 积分 得 | 二 开 一 一 | 一 此 一 一 dz,， 有 一 cot 冯 ==z++C。 


A ‘ 2 
cosu 2 sinz < 


(2) zy 一 ce。 提示， 令 4w 一 zy; 则 一 y 十 xy， 即 束 一 疼 Inu, 分 离 变 量 得 - 尼 一 些 ,两 边 积分 得 
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二 ,分离 变量 udu 一 一 dr, 两 边 积分 


ln|lnx| 王 In|z| 十 In |C| ,于 是 有 zy 一 ec 。 


du 
dr 


(3) (zx 一 y)?* 二 一 2z 十 C。 提 示 : 令 w==z 一 y; 则 w= 二 1 一 y , 即 


得 于 忆 一 一 2 十 C。 


(4) siny 一 Ce 十 z 一 1。 提 示 : 方程 可 化 为 y cosy 二 x 一 siny, 即 (siny) 十 siny 二 x。 可 以 看 作 关 于 因 
变量 siny 的 一 阶 线性 方程 ,公式 解 为 


siny = el-* (fa arto) =e™ (|zedr+c) 一 Ce 十 z 一 1。 
练习 题 6-2 答案 与 提示 
1 (D > 一 理 忆 一 sinz 十 Cuz 十 C:。 提 示 ， 两 次 积分 , 求 出 方程 的 通 解 。 


(2) y= 二 一 In|cos(zx 十 C1)1 十 Cs。 提 示 : 令 y 二 p(x), 则 光一 加 ,于 是 方程 化 为 p=1tp Tp- 


dx,arctanp 二 x 十 C1 ,p= 二 tan (x 十 C1), 即 y 一 tan (zx 十 C1), 积 分 得 到 > 一 一 In | cos(z 十 C1) | 十 C;。 


(3) ?一 Cie 一 去 衬 一 z 十 C:。 提示: 令 y 一 p(x), 则 六 一 p', 有 一 p 一 x。 此 方程 为 一 阶 线性 方程 ， 
公式 解 为 


如 三 ed (fa atc) = (| zarto) e (一 ze 一 6 十 CQ) 一 Ce 一 工 一 1 


所 以 方程 通 解 为 ?一 Cier 一 去 屏 一 z 十 Ci 。 
(4) y 一 arcsin (Cie”) 十 C, 。 提 示 : 令 y = 二 p(y), 则 =p'p, 于 是 方程 化 为 pp 二 户 十 p, 显 然 y 二 0, 即 


cos(y+C) 
sinGy 十 Oy 一 dr， 积分 


得 到 ln | sin(y 十 C1) | = 二 x 十 C,sin(y 十 C1) 二 Cze*, 即 y 二 arcsin(Cze*) 一 C1 ,其 中 Cs 二 士 ec 。 

2. (1) y= 二 Cle 十 Cze-”。 提 示 : 特征 方程 为 和 十 4 一 2 二 0, 特 征 根 为 1 二 1,4s 二 一 2, 所 以 方程 的 通 解 
为 y 一 Ce 十 Cre 

(2) y 一 Ci 十 Czet< 。 提 示 : 特征 方程 为 必 一 和 锥 二 0, 特 征 根 为 和 1 二 0,4hs 二 4, 所 以 方程 的 通 解 为 y= 二 
Ci 十 Czee 。 

(3) y 一 Cucosr 十 Czsinz。 提 示 : 特征 方程 为 必 十 1 二 0, 特 征 根 为 ,二 十 i, 所 以 方程 的 通 解 为 y 一 
Cicosz 十 Czsinz。 

(4) y= 二 (Ci 十 Cox)e *。 提 示 : 特征 方程 为 习 十 24 十 1 二 0, 特 征 根 为 1,s 二 一 1, 所 以 方程 的 通 解 为 y 一 
(Ci 十 Cez)e“。 

3. (1) y= 二 e (Cicos2x 十 Czsin2z) 十 C;。 提 示 : 特征 方程 为 如 十 612 十 13A 一 0, 特 征 根 为 hz 一 一 3 士 
2i,hs 二 0, 所 以 通 解 为 y 一 e ix(Cicos2z 十 Czsin2z) 十 Ca 。 

(2) y= 二 Cie* 十 Cze “十 Cacoszr 十 Cisinr。 提 示 : 特征 方程 为 一 1 二 0, 特 征 根 久 ,s 二 土 1,h3.4 二 土 i, 所 
以 方程 的 通 解 为 y= 二 Cie* 十 Ce “十 Cacosz 十 Cs sinz。 

(3) y 一 (Ci 十 Csz)cosz 十 (Cs 十 Ciz)sinrz。 提 示 : 特征 方程 为 A 十 2X? 十 1 二 0, 特 征 根 为 ,2 二 十 i, 所 以 
通 解 为 y 一 (Ci 十 Czz)cosz 十 (Cs 十 Ciz)sinz。 

(4) ?一 Ci 十 Czz 十 (Cs 十 Ciz)er 。 提 示 : 特征 方程 为 A 一 2X? 十 三 0, 特征 根 为 ,二 0,X3.4 二 1, 所 以 
方程 的 通 解 为 y 一 Ci 十 C:z 十 (Cs 十 Ciz)er 。 


y= 二 x 十 C 是 方程 的 一 个 解 。 力 一 加 十 1, 解 得 arctanb 一 y 十 C, 所 以 多 一 tan(y 十 C)， 


4. (1) ye "(Cicosz 十 Czsinz) 十 去 z 十 1。 提示: 相应 的 齐 次 方程 为 Y 十 2y' 十 2y 一 0, 特 征 方程 为 
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类 十 2 十 2 一 0, 特 征 根 ht,* 一 一 1 士 i, 相 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 了 一 e “(Cicoszr 十 Czsinr)。 由 于 4 二 0 不 是 
特征 方程 的 根 ,所 以 设 特 解 为 y" 一 az 十 5, 将 其 代入 方程 中 ,有 2a 十 2ax 十 26 二 zx 十 3, 利 用 多 项 式 恒 等 ,系数 


相等 , 解 得 a 一 雪 ,5 一 1。 所 以 特 解 为 y" 一 二 十 1, 通 解 为 y 一 eCCicosz 十 Cisinz) 十 志 z 十 1。 


(2) y 一 Ciercosz 十 Cre 一 二 xe。 提示 : 相应 的 齐 次 方程 为 十 2y 一 3 一 0, 特 征 方程 为 刀 十 


2 一 3 一 0， 特征 根 为 和 一 1,z 一 一 3, 齐 次 方程 的 通 解 为 了 Y 一 Ciercosz 十 Ce 。 由 于 ) 一 一 3 是 特征 根 ,所 
以 设 特 解 为 y" 一 zAe-: ,将 其 代入 原 方程 中 , 解 得 A 一 一 十。 所 以 特 解 为 y* 一 一 士 ze“, 方程 的 通 解 为 


3 一 Ciercosz 十 Cze 于 一 ze™ 
(3) y 二 Cle* 十 Coe* 一 2ze*。 提 示 : 相应 的 齐 次 方程 为 一 3y 十 2y 一 0, 特征 方程 为 嫩 一 34 十 2 二 0, 特 
征 根 为 A 二 1,hs 二 2, 相 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 了 一 Cie 十 Cze*”。 由 于 4 二 1 是 特征 方程 的 单 根 ,所 以 设 特 


解 为 y" 一 Arzrer ,将 其 代入 方程 中 , 解 得 A 二 一 2。 所 以 特 解 为 y* 一 一 2zer , 通 解 为 y= 二 Cie’ 十 Cse** 一 2zxe”。 


(4) y=Cie "+Cze “一 上 cosz 十 言 sinz。 提示 : 相应 的 齐 次 方程 为 多 十 3y 十 2y 二 0, 特 征 方程 为 


和 2 十 3A 十 2 一 0, 特 征 根 为 N 一 一 1 一 一 2, 相 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 了 一 Cle “十 Cre *”。 由 于 4 二 土 i 不 是 
特征 方程 的 根 , 所 以 特 解 设 为 y" 一 Acosr 十 Bsinz, 将 其 代入 方程 中 ,利用 恒 等 , 正 弦 和 余弦 系数 相等 , 解 得 
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A=—10'B=i6* 所 以 特 解 为 y 一 一 10eosr 十 ij0sinr, 通 解 为 3 一 Ce 十 Coe 一 10cosz 十 10sinz。 


5. 3etr 一 2etr 。 提 示 : 求 导 (zx) 二 3f(z) 十 2e”, 即 了 (xz) 一 3f(x) 二 2e* ,此 方程 为 一 阶 线性 方程 ,有 
公式 解 , 通 解 为 


Fa = ee (| aed “atc) =er (|zea+c) = (2e*+C) = Ce 一 2ce。 
由 于 (0) 一 1, 所 以 C 一 3, 所 以 函数 F(z) 一 3exe 一 2ezr。 
6. 7(z) 一 er 十 ze 。 提示 : 由 于 z| /tr)dt = | Guydus 所 以 方程 可 化 为 (zx) 十 3 CDde 十 


2| f(D)dt 十 e” 二 0, 两 边 求 导 ,得 到 (zx) 十 3f(z) 十 2f(z) 二 e “此 方程 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 y 一 


Cie "十 Cze 2, 令 特 解 为 y" 一 Arze ,代入 方程 中 , 解 得 A 二 1, 于 是 原 方程 的 通 解 为 y 二 Cie 十 Cre 2 十 
xe, 根据 /(0)= 二 0, (0)==1, 解 得 Ci 一 0,C: 一 1。 


7. f(z) 一 Inz 二 1。 提示: 整理 得 zf(z) 一 了 十 | /CDdz, 求 时刻 (z) 一 二 ,所 以 /(z) 一 Inz 十 C, 根 据 


(1) = 二 1, 得 C=1, 所 以 f(z) = lnz 十 1。 

8 /() 一 二 于 二。 提示 : ef(z) 二 1 十 | /°CODdt 来 导 /(z) 十 /(z) 二 ej*(z), 此 方程 为 伯 努 和 
方程 , 令 z= PCz) = 二 广 (z), 则 z 一 z= 一 e*, 所 以 
‘| [ra c] (jeratc) -=e (Be +e), 


fz) 


和 2 

根据 /(0) 一 1, 得 C 一 去 ,所 以 F(z) 一 二 二。 

9. f(z) 二 zert!。 提示: 根据 已 知 , 取 a 一 5 一 0, 得 /(0) 一 0， 

f(z+Ar)— f(z) _ jm efCAz) 十 ef(z) 一 7z) 
Arz Ar 


ar0 


f(x) Im 


了 
Ar0 


e lim LD Ff lim = = ef (0)+f(7) = en fz), 
即 了 (xz) 一 f(x)==ert!, 此 方程 为 一 阶 线性 方程 ,有 公式 解 , 通 解 为 


6.5 ”本章 练 习题 答案 与 提示 > 


-la 
[ee dz+C) 一 er (er 十 C)， 
由 f(0)==0, 得 C=0。 于 是 F(z) 一 zer+r1。 
10. f(x) 二 2 十 Cx。 提示 : 令 z=w， 则 二 |f0Ddu 一 二/(z) 十 1, 整理 得 | (wdu 一 二 zf/ (zx) 十 z， 


求 导 得 广 (z) 一 二 FCz) 一 一 全， 一 阶 线性 方程 ,公式 解 为 


了 2 [i 2 2 
f(z) = 中 = (|-2: dz+C] (| Bdrtc) =z (2+C) =2+ce, 
i f(z) = 二 (ziecosr+3zsinz), 提示 : 对 原 方 程 两 次 求 导 , 得 到 方程 YY 十 y= 二 一 zsinz 十 2cosz， 且 满 


足 y(0) 一 0,y (0) 一 0。 相 应 的 齐 次 方程 为 WY 十 y 二 0, 特 征 方 程 为 习 十 1 二 0, 特 征 根 久 ,二 土 i, 齐 次 方程 通 
解 Y==Cicosz 十 Czsinz, 特 解 设 为 y* 一 z(Az 十 B)cosz 十 z(Cz 十 D)sinz, 代 入 方程 中 ,得 到 
2A4Acosz 一 2(2Az 十 B)sinz 十 2Csinz 十 2(2Cr + D)cosz 一 一 zsinz 十 2cosz， 


1 
4 


于 是 一 2(2Az 十 B) 十 2C 一 一 z,2A 十 2(2Cz 十 D) 一 2, 解 得 A ,B=0,C=0, D 2, 通 解 为 y 二 Cicosz 十 


Cz sinz 十 一 wcosrt+ 闻 zsinz, 根 据 初始 条 件 y0) 0,y (0)= 二 0。 得 到 Ci 一 C: 王 0。 于 是 


f(z)= 于 (zeosz 十 3zsinz)。 


考研 真题 答案 


数 一 真 题 答 案 ; 1. (i) 光一 一 sinr,(iD) y=e* 一 e-* 二 sinz 2. $nz)’s 而 3 一 和 二， 4. y= 


于 (maz- 言 )， 5.y 一 Crer*; 6. (iD 略 ,(iD f(1) =Inu; 7. ?一 Cie 十 Coere 一 2ez; 8. 十， 9. D; 10. y= 


Zz(1—e’)+2; 11. y=Cie’+Ce”—zx(z+2)e'; 12. y=e sinz; 13. e*; 14. y=Cie’+Ce’— xe, 


3 19. 3z(1+z); 20. (i) 略 ,(i) 一， 


15. y=ze*t; 16. 1; 17. Ai 18. f(z)=7 
21. y=e-*(CicosV2z+CzsinV2z); 22. (i) y 一 Ce 十 z 一 1,(ii) 略 ; 23. y= V3e’—2; 


到 
24.(i) y 二 ze 7,(ii) 扬 点 为 (一 3, 一 VSe 说 ),(0,0), (V3,W3e 主 )。 


数 三 真题 答案 : 1. (iD F'(z) 十 2F(z) 一 4etr (ii) FCz) 一 ez 十 Ce 2; 2.(i) S'(z)=zS(z) 十 于， 


S(O) 一 0; (iD S(z) 一 一 到 十 旺 一 1 3. 7 一 二 4. Bi 5. ?一 一 二 一 ; 6. ?一 十; 7. 3z 一 上 上 十 2 


1 十 Inz z Vy 


8. A; 9. f(D)=03 Oo<z<D， 10. (iD FCz) 一 er ，(iil (0,0); 11. y=(G.+Cn et ;12. f(u)= 
a 2 8 3 1 -s | 
二 —4u—1); 13. f(z)=e “+2e'; 14. tr pe 15. f(t2) 了 ee’ 二 es 16. y= C2:+ 


2 
#2:3 17. ys=C1+C(—1):+ Sz; 18. f(1)=2e; 19. D; 20. (1) y=VzeY ,(i) = 0 


1 
2 2 
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基本 概念 


DD- 


. 数 项 级 数 . 数 项 级 数 收敛 . 数 项 级 数 发 散 、 数 项 级 数 的 和 ; 
. 正 项 级 数 、 交 错 级 数 、 任 意 项 级 数 ; 

. 绝对 收敛 .条 件 收敛 ; 

.函数 项 级 数 、 寡 级 数 .收敛 半径 .收敛 区 间 ,收敛 域 ; 

和 函数 ， 

. 泰勒 级 数 .麦克 劳 林 级 数 ; 

7. 傅 里 叶 级 数 、 正 弦 级 数 、 余 弦 级 数 。 


基本 结论 


1 
2 
3 
4 


.等 比 级 数 (几何 级 数 )、p- 级 数 的 敛 散 性 ; 

.两 级 数 的 敛 散 性 与 两 级 数 一 般 项 和 或 差 的 级 数 敛 散 性 的 关系 ; 
. 正 项 级 数 收敛 的 充 要 条 件 ; 

. 短 级 数 及 竹 级 数 的 和 函数 的 性 质 ; 

5. 傅 里 叶 级 数 收 全 定理 。 


基本 方法 


TwD- 


.判别 正 项 级 数 的 敛 散 性 ; 

. 判别 交错 级 数 的 剑 散 性 ; 
.判别 任意 项 级 数 的 敛 散 性 ; 

. 求 宕 级 数 的 收敛 半径 .收敛 区 间 和 收敛 域 ; 
. 求 短 级 数 的 和 函数 ; 

. 求 数 项 级 数 的 和 ; 
.函数 展 成 麦克 劳 林 级 数 ; 
.函数 展 成 泰勒 级 数 ; 

9. 传 里 叶 级 数 的 收敛 域 与 传 里 叶 级 数 在 一 点 的 和 ; 
10. 函数 展 成 傅 里 叶 级 数 ; 

11. 函数 展 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 ; 


7.1 数 项 级 数 敛 散 性 的 判别 方法 6 


12， 两 数 展 成 一 般 周期 的 传 里 叶 级 数 。 
@?;1 数 项 级 数 敛 散 性 的 判别 方法 


一 、 基 本 概念 
定义 1 级 数 收 化 。 若 级 数 w 的 部 分 和 数列 {S,) 收 全 于 S, 即 limS, 一 S, 则 称 级 数 
2 ww 收敛 ,并 称 S 是 级 数 >) us 的 和 , 即 > ww 一 S; 若 部 分 和 数列 {S,} 发 散 , 则 称 级 数 


> wu 发 散 ;级 数 的 收敛 性 与 发 散 性 统称 为 伊 散 性 。 
定义 2 正 项 级 数 。 若 也 w 中 的 每 一 项 vs > 0, 则 称 级 数 > 为 正 项 级 数 。 
定义 3 ”交错 级 数 。” 车 了 (一 Dr 或 (一 Dmiw, 中 的 wo 之 0, 则 称 级 数 


Sn (一 1)"m, 或 3 (一 Dm 为 交错 级 数 。 


定义 4 绝对 收敛 车 > lu, | 收敛, 则 称 级 数 > ， zu 为 绝对 收敛 ; 绝对 收敛 级 数 的 本 
身 也 收敛 。 


定义 5 条 件 收 全 者 允 ju | 发 散 ,而 一 4 收 策 , 则 称 级 数 > w 为 条 件 收 全。 
二 、 基 本 结论 

定理 1 设 攻 和 和 沁 必 是 两 个 数 项 级 数 ， 

0) 兰 六 ww 和 > 久 都 收敛 , 则 Gus 士 w) 收敛 ; 

(2) 若 > ww 和 羽 一 个 收敛 , 另 一 个 发 散 , 则 py (ws 土 ww) 一 定 发 散 ; 

G3) 兰 交 ww 和 > 都 发 散 ， Cu 土 ) 敛 散 性 不 确定 ; 

db D3 ww 和 了 都 绝对 收敛 , 则 2 Gu 土语 ) 绝对 收敛 

G8) 者 二 和 过 一 个 绝对 收敛 , 另 一 个 条 件 收 伍 ,出 > Cu 土 ) 条 件 收敛; 


(6) 若 忆 uw。 和 Dw 都 是 条 件 收敛 , 则 > (we 士 w) 一 定 收 伍 , 但 其 绝对 收 敏 还 是 条 
件 收敛 不 确定 ; 
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(7) 车 yw 是 条 件 收 剑 , 则 由 所 有 正 项 构成 的 级 数 和 负 项 构成 的 级 数 都 是 发 散 的 ; 特 
别 地 ,车 交 错 级 数 (一 1)"w。 条 件 收敛 , 则 由 偶数 项 组 成 的 级 数 >) ws 和 奇数 项 组 成 的 
级 数 2 一 zarl 都 是 发 散 的 。 

定理 2 两 个 重要 级 数 的 伍 散 性 


Q) 等 比 级 数 ( 几 何 级 数 ) 敛 散 性 当 等 比 级 数 》) ag" 的 公 比 的 绝对 值 14| 二 1 时 , 等 
比 级 数 收敛 ,其 和 等 于 1 减 公 比 分 之 首 项 , 即 1 |q| 宇 1 时 ,等 比 级 数 发 散 。 


(2) 六- 级 数 (广义 调和 级 数 ) 仇 散 性 “ 广 级 数 3 点, 当 p>1 时 ， 广 级 数 收敛 ; 当 p<1 


时 ， 广 级 数 发 散 。 特 别 地 , 当 p 二 1 时 ,调和 级 数 > 二 发 散 。 


定理 3( 级 数 的 剑 散 性 与 有 限 项 无 关 性 ) 改变、 去掉、 添加 级 数 的 有 限 项 ,不 影响 (改变 ) 
级 数 的 敛 散 性 ,但 会 改变 收敛 级 数 的 和 。 
定理 4( 正 项 级 数 收敛 的 充 要 条 件 ) 


正 项 级 数 3 un 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 它 的 部 分 和 数列 {S,} 有 上 界 。 


三 、 基 本 方法 
题 型 1 判别 正 项 级 数 的 敛 散 性 


判别 正 项 级 数 敛 散 性 有 三 个 方法 : 比较 法 ,比值 法 和 根 值 法 。 
一 、 比 较 判别 法 


1， 不等式 形式 车 正 项 级 数 yw 和 yw 满足 ， 
Wn， 或 hv,, k>>0, n>N。 
(DD 著 避 坟 收 伊 , 则 > ww 收敛 
(2) 著 发 散 , 则 > w 发 散 。 
注 1 对 正 项 级 数 而 言 ,车 级 数 收 化 , 其 和 是 一 个 常数 ,车 级 数 发 散 ,其 和 是 正 无 穷 大 ,而 


一 般 级 数 发 散 却 不 具有 这 样 性 质 。 于 是 在 证 明正 项 级 数 收敛 时 ,往往 利用 正 项 级 数 收敛 的 
充 要 条 件 ,考虑 证 明 级 数 的 部 分 和 数列 {S,} 有 上 界 即 可 。 


注 2 根据 ww 二 内 ,我 们 可 以 说 > w 是 较 小 级 数 ,而 > w, 是 较 大 级 数 ,于 是 比较 关 


别 法 可 大 致 表述 为 : 对 正 项 级 数 而 言 , 较 大 级 数 收敛 , 较 小 级 数 一 定 收敛 ; 较 小 级 数 发 散 , 较 
大 级 数 一 定 发 散 。 


2. 极限 形式 车 正 项 级 数 >) ww 和 >) uw (w 去 0) 满足 lim 皇 一 /, 则 : 
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(0D 当 0</< 十 = 时 ( 非 零 常数 ), 则 > ws 和 六 w 具有 相同 的 仇 散 性 ， 
(2) 当 /=0 时 , 则 如 w 收 化 ，> w 也 收 俩 ; 


(3) 当 1= 十 吕 时 , 则 之 v, 发 散 ， > us 也 发 散 。 


二 、 比 值 判别 法 设 2 u, 是 正 项 级 数 ， 且 lim 委 一 p, 则 : 


当 po<1 时 ,级 数 收敛 ; 当 o>>1 时 ,级 数 发 散 ; 0 时 ,级 数 可 能 收敛 ,也 可 能 发 散 。 
、 根 值 判别 法 “” 设 也 us 是 正 项 级 数 , 且 lim Yi 一 p, 则 : 


当 o<1 时 ,级 数 收敛 ; 当 o>>1 时 ,级 数 发 散 ; 当 o=1 时 ,级 数 可 能 收敛 ,也 可 能 
发 散 。 
注 在 应 用 根植 判别 法 时 ,常常 用 到 下 面 极 限 公 式 
ly VP 
其 中 P, (nw) 是 关于 n 的 m 次 多 项 式 , m 是 有 限 数 。 例 如 lim Van’ —3n" +10nT16=1,。 
例 7.1 讨论 下 列 正 项 级 数 的 敛 散 性 : 


中 (2) 2sin 直 ; 
n=1 
i Yay, 
2 cos TE); 0 2 (m7) 
人 © > ( A+ 工 -中 
n=1 7 dl n 
(7) >) (et +et—2); (C8) DY (nt —1). 
n=1 n=1 
解 (1) 一 般 项 含有 nl!, 利 用 比值 判别 法 : 
Untl dS 1 多 
lim Un a (n+ DD"™ 2"n! 人 (1 e So 
所 以 此 级 数 收 敛 。 


(2) 尽管 一 般 项 含有 n 次 方 ,但 运用 根 值 法 又 无 法 计算 ,于 是 利用 一 般 项 等 价 无 穷 小 转 
换 。 由 于 zsin 击 一 [ 羡 ] ,所 以 站 >sin 志 与 了 加 】 具有 相同 的 全 区 性 ,而 等 比 级 数 


二 ( 字 】 收敛 , 所 以 所 求 级 数 收 全 。 


(3) 级 数 一 般 项 作 等 价 无 穷 小 转换 ，1 一 cos 于 ~ 于 十, 所 以 > (Ca 与 


刀 二 具有 相同 的 敛 散 性 ,而 > 点 收敛 ,所 以 所 求 级 数 收敛。 


(4) 一 般 项 含有 n 次 方 ,利用 根 值 判 别 法 : 因为 lim Yi 一 limz2 二 一 羡 <1, 所 以 此 级 
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数 收敛 。 
(5) 利用 比较 判别 法 : 根据 一 般 项 特点 ,此 题 只 能 用 比较 法 。 由 于 p- 级 数 >， 十 中 的 


/不 论 取 什么 数值 , 航 限 Jim 于 二 都 不 可 能 是 非 夫 常 数 ,于 是 只 能 考虑 使 其 极限 是 0 或 


十 ce。 若 使 其 极限 是 0, 只 能 选 1 二 pp 三 2, 满足 比较 判别 法 极限 形式 的 定理 (2) ,于 是 考虑 级 
数 > -二 .由于 lim 下 /去 一 0, 而 > -4 收敛, 所 以 所 求 级 数 收敛 。 
n=1 re n=1 


(6) 对 级 数 的 一 般 项 作 等 价 无 穷 小 转换 : 因为 /1 十 十 一 1 ~ 去 “十, 所 以 


n 


沁 (iF 荆 一 1) 和 半 二 具有 相同 的 化 艇 性 ,而 二 发表 ,所 以 所 求 级 数 发 散 。 


(7) 由 于 lim 全 二 人 一 2 -jim 人 一 6 一 1) 所 以 直上 十 时 一 2 一 二, 于 是 
0 27 n 


0 


D>) (ei 十 6 一 2) 与 2 点 具有 相同 的 剑 散 性 ,显然 所 求 级 数 收 化 。 


n=1 

(8) 由 于 太一 1 一 e” 一 1~ 芋 ， 于 是 级 数 2 Gr 一 1) 和 2 名 具有 相同 的 敛 散 性 ， 
而 > Jo 发 散 ,所 以 所 求 级 数 发 散 。 

判别 正 项 级 数 剑 散 性 方法 综述 

(1) 一 般 情 况 下 ,如 果 一 般 项 含有 24! ,运用 比值 判别 法 ;如 果 不 含 有 zl ,而 含有 n 次 方 ， 
运用 根 值 判别 法 (也 可 以 用 比值 判别 法 ); 既 不 含有 n!, 又 不 含有 次 方 ,只 能 应 用 比较 判 
别 法 。 

(2) 如 果 级 数 的 一 般 项 不 是 无 穷 小 量 (极限 不 等 于 0) ,此 级 数 一 定 发 散 。 

(3) 若 级 数 的 一 般 项 是 无 穷 小 量 ,但 又 没 办 法 用 比较 法 .比值 判别 法 和 根 值 判别 法 , 常 
常 做 无 穷 小 等 价 转化 ,或 同 阶 转化 , 即 

Us 一 Vv 或 u, = O(v,)， 


此 时 级 数 >) zw 和 >) mm 具有 相同 的 敛 散 性 ,然后 再 研究 级 数 > vw 的 敛 散 性 。 


题 型 2 判别 交错 级 数 的 敛 散 性 
判别 交错 级 数 的 敛 散 性 常用 方法 一 一 莱 布 尼 茨 判别 法 : 


若 交错 级 数 六 (一 Dlus 之 0) 满足: 


(1) 数列 {u,) 递减 , 即 ul 委 央 ,7 二 Ni 
(2) 数列 {wu) 极限 为 0, 即 limu, 一 0， 


则 交错 级 数 > ， (一 D" 收敛 。 
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例 7.2 讨论 下 列 交 错 级 数 的 敛 散 性 : 


FD" lan, (0 Dsin(r VT) 
a=] 
CD (—1)” 
(3) ; (4) 和 | a 
> A > Va 


DD Jo 是 交错 级 数 ,显然 lim Le = 0. 接 下 来 ,证 明 ee 是 递减 的 。 
n=1 ER 


令 (az) = z>3, 则 太 GD) 一 二 于 一 0, 所 以 J(z) 是 递减 的 ,根据 菜 布 尼 蒋 判 别 法 ， 


级 数 >) (一 1)" Jo 收敛 ,又 由 于 > 开发 散 , 所 以 所 求 级 数 条 件 收敛 。 
(2) 当 n 充 分 大 时 ,有 7 Vr 十 a? 一 nax 习 0, 于 是 作 如 下 变换 ,得 到 
D3 sin(x Vn +a:) 一 bp sin(x Mr 十 @ 一 mx 十 mr) 


n=1 


= 2 (— 1)"sin(x Vn t+a’ 一 mr) 3 (— 1)"sin 


na 
Vn 二 Ta Fn 


月 
J 与 21 7 有 具有 相同 的 敛 散 性 ,所 


na 1 
rr 


以 2 | sinGx Vi Fa) | 发 散 。 


《一 二 显 ee 
而 级 数 > sin 是 交错 级 数 ， 然 sn -二 - 递减 ， ,极限 为 


0, 根 据 莱 布 尼 茨 判别 法 知 ， (一 Dr"sin 收敛 , 故 sin(x M12 十) 条 件 
收敛。 


Sh Ds 
(3) 一 = 二 二 Sm 项 
级 数 2 的 前 Ss 项 和 为 


Vr 和 证 法 


1 1 1 1 Ti 
(并 友 }+( 志 译 )+( 广 | Sl) 
每 一 项 都 是 负 的 ,所 以 {S;,) 是 单调 递减 的 , 且 
1 1 1 和 1 二 二 二 i 
s> |( 育 去 +( 调 让)+( 沾 点 )+- a 元 二 遍 )> 他 ， 
所 以 有 下 界 , 因 此 {Sz} 收 敛 。 不 妨 令 limSo 一 S, 于 是 有 


人 (一 1)2+1 
limSz = lim(S> 十 zz) = limS 十 lim 一 一 一 一 一 一 一 S， 
or We ap ro ant1+(— 1) 
- (—D" e 
所 以 {S,)} 收敛 。 又 | 六 散 , 所 以 原 级 数 条 
收敛 由 于 2 站 之 发 散 数 条 件 


收敛 。 
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(4) 由 泰勒 公式 
C= (— 1)” {EY C= 
1 十 至 1 六 
| 
(一 1])* 1 一 D2” | +o( 言 | 
Vn 3n¥ x 


由 于 级 数 2 (一 1)" 廊 收 全， 1 发 散 ， 去 收敛, 所 以 阅 it | 


发 散 。 

证 明 数 列 {u,) 递减 ,有 两 个 方法 

方法 1 直接 证 明 wwi 寺 wu,, nN; 

方法 2 将 ww 中 的 n 改 为 x 得 到 函数 u(x), 证 明 函 数 u(z) 是 递减 的 ,于 是 只 需 证 明 导 
函数 w (x) 三 0, x>>N CN 是 某 个 自然 数 )。 

判别 交错 级 数 剑 散 性 方法 综述 

QD) 计算 limw ,车 limw 夫 0, 则 级 数 发 散 。 


(2) 一 般 项 加 绝对 值 , 变 成 正 项 级 数 , 若 收敛 , 则 原 级 数 绝对 收敛 。 

(3) 若 加 绝对 值 , 正 项 级 数 发 散 ,利用 莱 布 尼 茨 判别 法 ,证 明 {u,) 单调 递减 ,极限 是 0， 
则 原 级 数 收敛 , 即 是 条 件 收敛 。 

(4) 车 {wu} 不 是 单调 的 ,可 用 以 下 三 个 方法 : 

(iD 定义 法 : 证 明 前 n 项 和 数列 {S,)》 收敛, 如 例 7.2(3)， 

(ii 拆 项 法 : 将 一 般 项 表示 为 几 项 的 和 ,再 考虑 每 一 项 组 成 的 级 数 是 否 收敛 ; 

(iii) 泰勒 公式 : 将 一 般 项 用 泰勒 公式 表示 为 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 若干 项 的 和 ,再 讨论 每 
一 项 为 一 般 项 的 级 数 的 敛 散 性 ,如 例 7.2(4) 。 

题 型 3 判别 任意 项 级 数 的 剑 散 性 

例 7.3 讨论 下 列 任意 项 级 数 的 敛 散 性 : 


(— D"™n? +vn, oD" 
(1 2 (2) 
> n? Mn 2 An 二 (一 1)" 
解 (1) 由 于 > (Dn PN + | 且 级 数 > -一 D” 和 六 二 
4 到 也 同 = Mn ne 5 Mn n=1 mn 


部 收 俩 ,所 以 所 求 级 数 收敛 .又 由 于 六 是 条 件 收敛 ， 3 吉 是 绝对 收敛, 所 以 所 求 级 


(2) 由 于 


(—1)" (cB Dik nk Dd 1)" 人 二 
,属相 起 的 7 一 1 7 一 1 nl1’ 


交错 级 数 > (- D)" -各 中 ， {| 递减 ,极限 是 0, 根 据 莱 布 尼 蒋 判 别 法 知 ,此 级 数 收 


7.1 数 项 级 数 剑 散 性 的 判别 方法 全 


全 .而 级 数 >) -一 -发散 。 故 所 求 级 数 发 散 。 


判别 任意 项 级 数 的 敛 散 性 方法 综述 

(1) 计算 limw, ,车 limw, 取 0, 则 级 数 发 散 。 

(2) 一 般 项 加 绝对 值 , 变 成 正 项 级 数 , 若 该 正 项 级 数 收敛 , 则 原 级 数 绝对 收敛 。 

(3) 车 加 绝对 值 , 正 项 级 数 发 散 ,可 用 以 下 三 个 方法 : 

(CD 定义 法 : 证 明 前 n 项 和 数列 {S,) 收敛; 

(iD 拆 项 法 : 将 一 般 项 表示 为 几 项 的 和 ,考虑 每 一 项 组 成 的 级 数 是 否 收敛 ,如 例 7. 3; 

(iii) 泰勒 公式 : 将 一 般 项 用 泰勒 公式 表示 为 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 若干 项 的 和 ,再 讨论 每 
一 项 组 成 的 级 数 的 敛 散 性 。 


练习 题 7-1 
1. 用 比较 法 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
Sy 1 二 二 国人 
(1) 3 Ee (2) 3 有 arctan 7 
号 SN 2 十 (一 1)” 
: 1 一 cos 二 |; 古人 
(3) ( co = (4) > i 
(nn)? Sy 
(5) ; (6) a! 
. 2 ns 2 n 
(2 De (8) 5 Wa Da>D; 
"=1 Vn 十 1 n=1 
oo 2 2 
(9) D) (at +at—2); cio Dn EL 
n=1 st 雇请 
i a 
UD 3 ( lncos 到 )， (12) > CE 
(G3) 》 多 二 1， GD) 六 Atl 
n=1 n n=1 n 
2. 用 比值 判别 法 和 根 值 判别 法 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
C n 站 1 
(1) 2 (5 ; (2) 2 PE 
3"nl SN 2 十 272 十 1 
下 ) 沁 亚 十 22 十 1， 
(3) 2 (4 2 
ee a nt3 
(5) 》 elrn(z > 0); (6) >) E }) 8 
1 sr 
nl , Se fm 下， 
0D 2 本 DT (8 之， 人 (sm 到 


二 全 
Ce 5 四 ec 区 n+l 
(9) 多 2 (10) 3) (有 。 
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3. 讨论 下 列 变 号 级 数 绝对 收敛 ,条 件 收敛 或 发 散 : 


ey sinnz . 2 

GD 之 2 pe Ds 

a SR 性 en 

(3) 2 p> 0); (CD 2) CD"sin Es 
n=1 n=1 

(5) Dmty, (6) 2 一 1D" 工 ， 
n=1 LULL n=1 WA 

(7) 六 (一 D， (0) C0) DC 
n=1 7 十 1 n=1 

GO) 3 Dh DD do) > sin(nr+t 直 |] 

4. 设 >) o 是 正 项 级 数 ，S, 一 > qi ,证明 : 级 数 > 2 收敛。 
n=1 k=1 n=1 On 


5 设 w>0 (n=1,2,…) ,证明 ; 车 级 数 > 上 发 散 , 则 级 数 > 一 也 发 散 。 
n=1 n n=1 mn 


收敛 。 


An 
《1 十 a)(l1 十 a)°**…*(1 二 a;) 
7. 设 ao>>0,， aan+l( 一 1,2,…), 且 lima, 二 0, 证 明 级 数 


6. 设 w>0, 证 明 : 正 项 级 数 》) 


= | 下 
3 二 as 才 二 an 
n=1 本 


是 收敛 的 。 
8, 设 /(z) 在 (一 *, 十 中 ) 具 有 一 阶 连续 导数 , 且 lim 丰 一 一 1, 证 明 级 数 


3 Do7 (十 ] 小 煞 , 而 /|( 汪 ] 发 履 。 
.2 竹 级 数 的 收敛 半径 收敛 区 间 和 收敛 域 


一 、 基 本 概念 
定义 6 设 (wu,(z)) 是 定义 在 (a,5) 内 的 函数 列 , 称 
> W(X) = (7) u(r) + 二 wz) + 
是 定义 在 (已 肉 的 函数 项 级 数 . 


定义 7 设 mmE(a,0), 若 数 项 级 数 >) w(xo) 收敛 , 则 称 zo 为 函数 项 级 数 >) u(x) 


的 收敛 点 , 若 数 项 级 数 3 un《zo) 发 散 , 则 称 zo 为 函数 项 级 数 3 un(X) 的 发 散 点 ; 函数 项 
级 数 的 收敛 点 的 集合 称 为 函数 项 级 数 的 收敛 域 。 


7.2 窄 级 数 的 收敛 半径 ,收敛 区 间 和 收敛 域 人 
定义 8 称 函数 项 级 数 


Di, (XC—X0)" = a 二 a(z—xo) 二 azs (Tz 一 Xo 十 十 as (TX 一 Xo0)" 十 … C1 


为 关于 一 的 震级 数 ,其 中 ww (一 1,2,….) 为 震级 数 的 系数 。 
当 xz 一 0 时 , 寡 级 数 (1) 转 化 为 最 简单 形式 的 震级 数 


人 az" = G0 十 dx 二 asw 二 二 arz" 二。 (2) 


n=0 


定义 9 ” 设 守 级 数 》) w(x) 在 (ab) 内 收敛, 在 (一品 ,a)U (65, 十 吕 ) 内 发 散 , 则 称 


《a,b) 为 收敛 区 间 , R 一 4 为 收 化 半 径 , 将 收 化 区 间 端 点 的 收敛 点 加 到 收敛 区 间 上 ,就 是 宕 


2 
级 数 的 收敛 域 。 

特别 地 ,车 考级 数 (2), 当 |z| 二 R 时 收敛 , 当 |zx| >R 时 发 散 , 则 正 数 R 就 是 考级 数 
(2) 的 收敛 半径 ; 开 区 间 (一 R,R) 为 窜 级 数 (2) 的 收敛 区 间 ; 将 徊 级 数 (2) 在 x= 士 R 的 收敛 
点 加 到 收敛 区 间 上 ,就 是 客 级 数 (2) 的 收敛 域 。 

并 规定 : 如 果 短 级 数 (2) 仅 在 z==0 收敛 ,收敛 半径 R=0; 如 果 寡 级 数 (2) 对 一 切 zx 收 
敛 ,收敛 半径 R= 十 吕 。 

震级 数 (2) 的 收敛 半径 是 R(R 记 0), 则 当 |z| 过 R, 短 级 数 (2) 绝 对 收敛 , 当 |z| R 
时 ,震级 数 (2) 发 散 , 当 |z| =R 时 ,震级 数 (2) 可 能 收敛, 也 可 能 发 散 。 

注 考级 数 的 收敛 区 间 和 收敛 域 是 两 个 不 同 的 概念 ,如 果 短 级 数 (2) 的 收敛 半径 是 R， 
那么 它 的 收敛 区 间 为 (一 R,R) ,而 收敛 域 有 四 种 可 能 情形 : 

(一 R,R); (—R,R]J]; [一 R,R); [一 R,R]， 


但 是 直 正 是 哪 种 情形 ,需要 检验 当 二 土 R 时 所 对 应 的 两 个 数 项 级 数 了 ) asR" 和 
D1 。 (CR)" 的 化 散 性 。 


二 、 基 本 结论 


定理 5( 客 级 数 的 收敛 半径 ,收敛 区 间 \ 收 敛 域 ) 
方法 1 当 宕 级 数 系数 都 不 是 零 时 ,用 一 般 项 系数 求 收敛 半径 ,从 而 确定 收 剑 区 间 和 收敛 域 ; 


若 寡 级 数 awx" 的 系数 a 都 不 是 0, 且 
如 | = 或 limYla.T=p， 
则 : (1) 当 0 一 po 一 十 co 时 ,震级 数 (2) 的 收敛 半径 R= 


(2) 当 p==0 时 , 老 级 数 (2) 的 收敛 半径 R= 十 吕 , 此 时 震级 数 在 整个 数 轴 上 收敛 ; 
(3) 当 po 一 十 co 时 , 竹 级 数 (2) 的 收敛 半径 R=0, 此 时 知 级 数 仅 在 x 二 0 处 收敛 。 
方法 2 当 究 级 数 部 分 项 系数 是 零 时 ,用 一 般 项 求 收敛 区 间 , 从 而 确定 收敛 半径 和 收敛 域 。 


设 >) au(z) 为 暴 级 数 (a, (zx) 表示 竹 级 数 的 一 般 项 ), 且 
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lim 


moo 


二 plz)， 或 lim YadT 一 poCz)。 


Cn ( 工 ) 


令 p(x) 一 1, 此 不 等 式 的 解 设 为 a<z<b, 收 敛 区 间 为 (a,6) ,收敛 半径 R 一 乌 


方法 3 转化 为 形 如 Dar 震级 数 , 求 其 收敛 半径 ,确定 收敛 区 间 和 收敛 域 ,从 而 得 到 
原 级 数 的 收敛 域 、 收敛 区 间 和 收 敏 半径 。 


若 寡 级 数 De (xz) 不 是 D2 的 形式 ,可 以 通过 简单 变换 , 变 成 形 如 Da 的 震级 
数 , 即 设 := f(x), 使 级 数 2 as(z) 化 为 形 如 2 at 的 级 数 , 求 出 at 的 收敛 域 ,不 妨 


设 为 a 二 1 过 5, 于 是 不 等 式 a 二 f(x) 过 6 的 解 就 是 级 数 二 an(x) 的 收敛 域 。 
方法 4 震级 数 仅仅 在 收 仇 区 间 的 端点 处 可 能 条 件 收敛， 在 其 他 点 绝对 收 策 或 发 散 ， 则 : 


(1) 若 寡 级 数 Dasz" 在 点 xzo 处 条 件 收敛 , 则 收敛 半径 是 尺 =| zo |; 
(2) 车 需 级 数 > ouCz 一 2)" 在 点 xz。 处 条 件 收敛, 则 收 剑 半径 是 尺 二 | zx。 一 2 |; 


(3) 若 宕 级 数 ya (Cz 一 2) 在 点 2 十 ze 处 收敛 ,在 2 一 zo 处 发 散 , 则 收敛 半径 是 R = 
s,s 

注 在 级 数 wk 中 , 没有 Zz 的 奇 次 客 项 , 视 为 zx 的 奇 次 翅 项 系数 是 零 , 所 以 这 个 老 
级 数 就 是 部 分 项 系数 为 零 的 ， 因此 这 个 级 数 是 不 能 用 一 般 项 系数 求 收敛 半径 的 。 换 言 之 ,如 
果 级 数 一 般 项 不 是 wzr" ,或 a,z”! ,或 a,z"™! 等 形式 ,一 般 是 不 能 用 一 pe an 求 收 敛 半 
径 的 ! 

三 、 基 本 方法 


题 型 4 求 洛 级 数 的 收敛 半径 ,收敛 区 间 和 收敛 域 
例 7.4 求 下 列 宕 级 数 (系数 都 不 为 0) 的 收敛 半 径 .收敛 区 间 和 收敛 域 ; 


= = 1 
(1) 之 (2) 之 pT 
(3) DD) wz"; (4) DT cz— 1 
a=1 er 
解 (1) 由 于 
2 叶 ! 


Qntl 


lim 


EE 天 十 1 站 2n P| 7 VE 
A 
了 2 


所 以 壬 级 数 》 2 r" 的 收 敏 半径 为 R 一 二， 收 伍 区间 为 ( 一 二 ,二 。 


下 面 讨论 老 级 数 在 收敛 区 间 的 端点 是 否 收敛 。 


7.2 畦 级 数 的 收 和 全 半径 、 收 和 俩 区 间 和 收 剑 域 人 


当 x 一 一 去 时 ,对 应 的 数 项 级 数 为 
> EE( 3) 2 1D" 寺 。 


n=1 7 


此 级 数 是 交错 级 数 , u, 二 递减 ,极限 是 0, 于 是 此 级 数 收 剑 ， 
当 z 一 立时 ,对 应 的 数 项 级 数 为 
Ss (3 -+ 


es 


此 级 数 是 调和 级 数 ,当然 发 散 。 所 以 等级 数 如 2" 的 收 全 域 是 [一 去 去】 


(2) 由 于 
nl 1i 1 
mt ee 


Qntl 
Un 


lim 


0， 


所 以 震级 数 3 Nev R 一 十 oo 当然 它 的 收敛 区 间 和 收敛 域 都 是 RR 。 
(3) 由 于 
ln Ns T= 
所 以 震级 数 wz" 的 收敛 半径 为 R 一 0。 于 是 它 的 收敛 域 是 {0} (此 级 数 仅 在 二 0 处 收 化 ， 
其 他 点 处 者 发散 )。 
(4) 令 1=z 1! 1D" = py 1m。 由 于 


nz 


(7 二 17 


i 


lim 到 
wo | Cs mee 《7 十 1)2 


所 以 军 级 数 > Peg 一 1, 当 4 一 土 1 时 ,级 数 >) 生 3 都 收 伊 ,因此 委 
级 数 > 2 去 六 的 收敛 域 是 [一 1,1]。 于 是 有 一 1 过 x 一 1 之 1, 即 0 之 x 过 2, 所 以 军 级 数 
直 (z 一 1)" 的 收敛 域 是 [0,2], 收敛 区 间 是 (0,2) ,收敛 半径 R=1。 


例 7.5 求 下 列 宕 级 数 (部 分 项 系数 为 0) 的 收敛 半 径 和 收敛 域 : 


2 四 2m—1 
CD D) Be”; (2) Ue 3 
n=1 一 1 


9 


解 〈1)【 方 法 1】 设 oz) 一 办 ro , 则 有 


7 十 1 Tt 
.|ann (7x) 闪电 证 | 六 和 | -于 
li | ay | = na 2* 各 mv lm | | oe 


SS 


令 广 x?<1 , 解 不 等 式 得 到 一 /2 一 z<V2 ,所 以 震级 数 收敛 区 间 为 (一 /2 ,V2) ,收敛 半径 为 及 一 


VY2。 当 z= 土 V2 时 , 相应 的 数 项 级 数 是 了， 显然 发 散 , 于 是 级 数 沁 也 zx” 收敛 域 是 
(一 V2,V2) 。 


【方法 2] 设 :一 心 , 则 2 a = 六 部 ("下 面 求 > i 的 收敛 域 。 由 于 


和 
tl 
PM et HE EE = 二 
moo | an mc 过 
2 


所 以 级 数 23 也 1" 的 收 化 半 径 R = 2 ,收敛 区 间 为 (一 2,2)。 当 +1= 土 2 时 ,相应 的 数 项 级 数 是 


"显然 发 表 ， 于 是 级 数 2 如 "收敛 域 是 (一 2,2), 即 一 2<1<2, 因 此 有 一 2<x*<2, 不 


等 式 解 为 一 2 一 z<V2。 所 以 原 寡 级 数 收 敛 域 为 (一 V2 ,V2) ,收敛 半径 为 V2 。 
(2) 设 DE , 则 有 


(z= 
QH(Z) Zi 


an(T 


各 | -全 二 Ts 和 人 1 。 
2 


o(Cz) = lim 


noo 


令 二 (xz 一 1 一 1, 解 不 等 式 得 一 1<z<3, 所 以 收敛 区 间 为 (一 1,3) ,收敛 半径 为 R=2。 当 


xz 一 1 一 土 2 时 , 相应 的 数 项 级 数 > 二 纪 ”… 一 >) 士 寺 都 发 散 , 于 是 此 级 数 的 收敛 域 是 
n=1 n=1 


22n 
《一 1,3)。 
例 7.6 求 下 列 寡 级 数 (未 知 系数 ) 的 收敛 半径 和 收敛 域 : 


GD 着 级 数 > or 在 zx = 2 是 条 件 收敛 ,在 zx = 一 2 绝对 收 化， 求 Do (z 一 1)" 的 收敛 
半径 和 收敛 区 间 和 收敛 域 ; 

(2) 车 级 数 > os(z 一 3)* 在 z 一 0 处 收敛 ,在 一 6 处 发 散 , 求 > auzr 的 收敛 半径 和 收 
敏 区 间 和 收 敏 域 、” 加 

解 (1) 由 于 Da, x" 在 zx 二 2 条 件 收敛 ,所 以 该 级 数 的 收敛 半径 尺 一 2。 又 由 于 or 


n=0 


在 x = 一 2 绝对 收敛 ， 所 以 or 收敛 域 为 [一 2,2]。 因 此 > an (rz 一 1 的 收敛 域 为 
[一 1,3], 收敛 区 间 为 (一 1， 3), 收敛 半径 为 R=2。 


(2) 级 数 Da,Cz 一 3)" 的 收敛 中 心 是 zx = 3, 根 据 在 xz 二 0 处 收敛 ,在 zx 二 6 处 发 散 ,级 


数 az 一 3)" 的 收 合 半 径 R 一 3, 所以》 uszr 的 收敛 半径 R 二 3, 收敛 区 间 是 (一 3,3) , 收 


7.3 求 和 函数 与 数 项 级 数 的 和 人 


敛 域 为 [一 3,3)。 

求 蛙 级 数 的 收 化 半径 .收敛 区 间 和 收敛 域 方法 综述 

求 军 级 数 的 收敛 半径 .收敛 区 间 和 收敛 域 的 关键 是 求 收敛 半径 。 收 敛 半径 确定 了 , 收 合 
区 间 就 确定 ,然后 再 分 别 判断 宕 级 数 在 收敛 区 间 的 两 端点 是 否 收敛 ,从 而 得 到 收敛 域 。 

(1) 形 如 > auzr 的 震级 数 , 且 系 数 都 不 是 0 时 ,可 用 一 般 项 的 系数 求 收敛 半径 ,从 而 得 
到 收 伍 区间, 进而 确定 收 策 域 ,如 例 7.4。 


(2) 若 蝴 级 数 不 是 Danz 的 形式 ,可 用 一 般 项 求 收 和 敛 求 出 收敛 区 间 ,再 求 收敛 域 和 收 


敛 半径 ,也 可 将 级 数 转化 为 2 anz" 形 式 的 徊 级 数 , 求 出 收敛 域 ,从 而 确定 原 级 数 的 收敛 域 、 
收敛 区 间 和 收敛 半径 。 如 例 7. 5。 

当然 ,不 论 何 种 情况 ,用 一 般 项 求 收敛 区 间 , 从 而 确定 收敛 半径 , 青 检验 级 数 在 收敛 区 间 
端点 是 否 收敛 ,得 到 收敛 域 ,这 个 方法 总 是 可 行 的 ! 


练习 题 7-2 
1. 求 下 列 宪 级 数 的 收敛 半径 \ 收 敛 区 间 和 收敛 域 : 
(DD Dm (2) >) (一 1D)" 瑟 
=1 w=l 
， > zx" = a zx"! 
(3) 2 wr’ Cp 1)" 
A TY ro)" 本 (2 | 
(> (6) = 一 十 3" |e"; 
5 之 之 2 
SN ln 十 1) ， > 1 2 
(7) Re 0) i 


2. 设备 级 数 > mw。 (x 一 2)" 在 x 一 0 处 发 做 ,在 一 4 处 收 全 , 求 宕 级 数 > 了 awz" 的 
收 敏 半 径 和 收敛 区 间 。 

3. 设 级 数 > (Dr 收敛 ,而 > ce 发散, 求 稼 级 数 > asCz 1)* 的 收 全 半径 、 收敛 区 
间 和 收敛 域 。 的 本 


@7;3_ 求 和 函数 与 数 项 级 数 的 和 


一 、 基 本 概念 


定义 10 ”车 函数 项 级 数 》) wz) 前 项 和 函数 列 {S,(z)) 收 伊 于 SCz) , 则 称 SCz) 


是 》 ww(z) 的 和 函数 。 


n=1 


6 第 7 章 无 穷 级 数 


定义 11 等 比 级 数 》 ur* 和 初等 函数 esinz，cosz, In(1 二 x) 展 成 的 震级 数 统称 为 
已 知 级 数 。 和. 

二 、 基本 结论 

定理 6 常用 的 已 知 级 数 的 和 函数 公式 ， 

Di- DE ey 


1 Ss i 
(2) Tz pe D"z", (—1,1); 


(3) er = 五， (一 co ,十 co); 
nn! 


2nt1 


bg 并 DO CO )， 
(4) sinz 3 De 


eo = DD 0 ET ee 


| wd ~ ei 
(6) In(1 十 z) 要 动 * 2 De 


n=0 


定理 7 和 略 级 数 与 究 级 数 的 和 函数 的 分 析 性 质 : 
(1) 震级 数 的 和 函数 在 收敛 域 上 连续 。 
(2) RAR 即 


二 信 汪 1 色 关 (a) = DD mee" 1 EE RR 


J )dz = (Ge )dz = — zr", rE (一 R,R)。 
1 7 


(3) 级 数 的 过 项 积分 和 时 项 可 导 得 到 的 等 级 数 怕人 半径 不 变 , 收 氏 区 间 不 要 ,但 收 估 
域 可 能 改变 。 


例如 “每 级 数 二 rr" 收 敏 半 径 是 尺 一 1, 收 伍 区 间 是 一 1.1), 收 敏 域 是 [一 1,1); 


还 项 积分 | [【 1 jd 一 站] 一 加 0 和 Tx ,此 级 数 的 收 全 半生 是 
R 二 1, 收敛 区 间 是 (一 a [一 1,1]; 
逐 项 求 导 (> + Dd (3) 3 ,此 级 数 的 收敛 半径 是 RR 一 1, 收 


pr Sd 
敛 区 间 是 〈 一 1,1) ,收敛 域 是 (一 1,1)。 
(4) 求 和 函数 的 常用 两 个 变换 : 


(i) 先 积分 ,再 求 导 ,震级 数 的 和 函数 不 变 : 
若 SCz) 一 2 axz”; 则 SCz) 一 让 [之 | (Car" )dz] 


7.3 求 和 函数 与 数 项 级 数 的 和 人 


Gii) 先 求 导 , 再 积分 , 竹 级 数 的 和 函数 相差 S(0): 


车 S(z) = 》 wz", 则 SC(zx) = 上 [> Caz") ] de + S60). 
三 、 基 本 方法 


题 型 5 求知 级 数 的 和 函数 
求 和 函数 有 三 种 方法 : 定义 法 ,转化 法 和 方程 法 。 
方法 1 定义 法 定义 法 就 是 利用 函数 项 级 数 和 函数 的 定义 , 求 其 和 函数 。 
方法 2 转化 法 ”转换 法 就 是 所 求 级 数 与 已 知 级 数 相互 转换 。 具 体 来 说 
(1) 将 所 求 级 数 变化 为 已 知 级 数 ; 
(2) 用 已 知 级 数 变化 为 所 求 级 数 。 
这 里 的 变化 包括 : 加 \ 减 ( 增 减 项 ) ,乘除 (常数 或 变量 xz) 积分. 求 导 的 六 类 变化 。 
方法 3 方程 法 “方程 法 就 是 将 和 函数 建立 在 微分 方程 中 , 解 方程 , 求 出 和 函数 。 


例 7.7 求 函 数 项 级 数 当 ae 的 收敛 域 及 其 和 函数 。 


解 【定义 法 】 令 >) were 的 前 项 部 分 和 为 S,Cz), 则 
n=1 


Su(z) 一 ee 十 2e2 十 3e2 十 … 十 ze 一 5 


erzS,(z) 一 er 十 2er3z 十 3e 人 十 … 十 zero+Dz。 


两 式 相 减 得 到 
(1 一 er)S,(z) 一 (ez 十 ez 十 ea 十 十 e 严 ) 一 me entDz 2 We 
显然 当 zx 二 0 时 ,有 
: a sd Rt ) 二 ee e 
ey e ,一 CrHl)z , 
ims,D -in[ er | ey ey 


当 z<0 时 ,limS,(z) 不 存在 。 于 是 级 数 > ne 的 收敛 域 为 (0, 十 <=), 它 的 和 函数 是 


SCD) = tr >0. 


[转化 法 ] 由 于 er 一 站 (er )" 是 等 比 级 数 , 仅 当 |e-| 一 1, 即 z>0 级 数 收敛, 且 


De Ye) = 一 一 ，z>0。 


n=1 n=1 1 一 e 
两 边 求 导 得 
3 ne 二 和 e“(l 全 2 ee eT 
pr (0 (1—e™) 《一 让 
于 是 有 


= ol 
2 ne ep DE 立 盖 0。 


i 


例 7.8 求 罕 级 数 》) nz" 的 和 函数 。 
解 【转化 法 】 用 已 知 级 数 变 化 成 所 求 级 数 ; 震级 数 的 收敛 域 为 (二 1,1)。 由 于 


Dre= TT_, rE€(—1,), 
n=1 


= 
两 边 求 导 
a nz™! 一 Ga 这 站 


两 边 同 乘 x 得 到 
> as 一 并 > 
2 = eC 
例 7.9 求 级 数 》) 让 ”的 和 丽 数 。 
n=1 
解 级 数 的 收敛 域 是 [一 2.2) 。 
【转化 法 】 把 所 求 级 数 变化 为 In(1 十 zx) = 》 (一 1 一: 三 的 形式 。 
n=1 


设 S(z) = 了 沾 x"'， 当 xzE [一 2,2) 且 z 关 0 时 ,有 


n=1 
a Cy ， y Cv =) 工 下 1 工 
Se) 之 i 二 n ( 2 ni 3) 
当 z=0 时 ,SC0) 一 喜 , 所 以 级 数 的 和 丽 数 为 


= 人 = [— 2,0) U (0,2)， 
3 2 


SCr) 一 

1, a 
【转化 法 】( 把 所 求 级 数 变 化 为 等 比 级 数 ) 
设 S(z) = D3 高 cm ， 当 zE[ 一 2,2), Zz 关 0 且 z 关 一 2 时 ,有 


n=1 


= 
XS(r) = 2 na"? 


两 边 求 导 


hn “< 
LasStx)] 1 的 2 1 一 之 2—z" 


( 比 外 要求 公 比 > 的 绝对 值 小 于 1, 所 以 < 天 一 2] 两 边 积分 


zS(1) = | [iS dr 下 L = 
0 d= 


两 边 同 除 x( 此 处 要 求 x 隆 0), 有 


T 


= 一 二 
SCz) = Ln(1 2 


7.3 求 和 函数 与 数 项 级 数 的 和 全 


当 z=0 时 ,S(0) ; 当 Zz 二 一 2 时 ,S(zx) 在 zx 二 一 2 有 定义 。 故 寡 级 数 的 和 函数 为 


Hn (1 3) ze = 
3 党 
(us 
二 ， 工 一 0。 
例 7.10 设 w 一 os=1,ooti 一 20 十 3 ix 过 2, 求 宕 级 数 > ,avz" 收敛 半径 , 收敛 区 间 
n=1 
以 及 和 函数 。 
解 根据 4+1 一 24, 十 34,-1, 则 有 各 时 一 2 十 3 和 二。 令 lim 委 二 一 +， 有 工 一 21 了 , 解 得 


zx 一 3。 于 是 备 级 数 > auzr" 收 全 半 径 R 一 二 oe 却 汪 ). 
n=1 


根据 w+i 一 2 十 3a-iyai 一 0 一 1, 则 有 3 CI bs 2 a 3 amiz"m ,从 
n=2 n=2 
而 有 


BD) azrH 一 2z>) ar't 3x >) ar rz™!。 
n=2 n=2 n=2 


令 > aa 一 jz), 则 有 jz) 一 az 一 azz2 一 2xz[LFGz) 一 az] 十 3z2 FGz) ,根据 a 王 1,az 一 


1 , 解 得 


站 机 一 天 _ 1 1 
fz) 3x ， ze ( 二村). 


3z)(1 十 Z) 
ES zx” 
例 7.11 求 宕 级 数 之 71 的 和 函数 。 
解 “ 备 级 数 的 收敛 域 为 R。 令 SCz) 一 > > ) 老 则 有 SC 一 > B51' 于 是 有 


S(Cz) 十 S'(z) = 二 四 =e。 
此 方程 是 一 阶 线性 方程 ,其 通 解 为 
lay 二 a (| «dartc)- er” (| edr+C)= Ce™ + 去， 


由 于 S(0) 一 1, 于 是 得 到 C= 立 ,所 以 宕 级 数 的 和 函数 为 SCz) 一 二 (ec 十 e-“) 一 chz。 


求 祝 级 数 的 和 函数 方法 综述 

(1) 求索 级 数 的 和 函数 有 三 个 方法 ,分 别 是 定义 法 ,转化 法 与 方程 法 。 而 转化 法 和 方程 
法 是 两 个 常用 的 方法 。 

(2) 应 用 转化 法 求 寡 级 数 的 和 函数 时 ,首先 求 收敛 域 ,然后 在 收敛 域 上 , 求 和 函数 。 在 
这 个 过 程 中 , 若 对 变量 zx 有 限制 (如 例 7. 9 的 z 夫 0) ,就 在 收敛 域 后 添加 对 zz 的 这 个 限制 ,从 
而 得 到 在 收敛 域 上 或 去 掉 个 别 限制 点 的 收敛 域 上 和 函数 ,最 后 再 求 出 限制 点 的 和 函数 值 。 

(3) 由 于 和 函数 在 收敛 域内 是 连续 的 ,所 以 对 和 函数 的 收敛 域内 有 定义 的 限制 点 的 函 


A 


数值 ,不 必 另 外 计算 ,就 等 于 这 点 函数 值 ,只 需求 出 没有 定义 的 点 的 函数 值 。 
(4) 求 和 函数 在 限定 点 的 函数 值 有 两 个 办 法 : 
GD 将 该 点 代 回 到 原 函 数 项 级 数 , 计 算 相 应 的 数 项 级 数 的 和 (如 例 7.9 的 了 一 0)， 
Gii) 利用 和 函数 在 收敛 域 的 连续 性 , 求 和 函数 在 该 点 的 极限 , 即 SCzo) 一 limS(z)。 


(5) 当 没 办 法 将 所 求 函数 转化 为 已 知 级 数 时 ,需要 考虑 能 否 将 和 函数 建立 在 满足 某 个 
等 式 ( 见 例 7. 10) 或 微分 方程 ( 见 例 7. 11) ,然后 求 函 数 或 微分 方程 的 解 ,从 而 得 到 竹 级 数 的 
和 函数 。 

对 于 一 些 用 方程 法 求 和 函数 问题 ,往往 是 分 成 两 问 : 一 是 验证 和 函数 满足 某 微分 方程 ， 
二 是 求 寡 级 数 的 和 函数 。 这 类 问题 在 某 种 意义 上 说 ,降低 了 求 和 函数 的 难度 ,提示 我 们 用 方 
程 法 求 和 函数 。 

题 型 6 求 数 项 级 数 的 和 

求 数 项 级 数 的 和 有 两 个 方法 : 

(51) 定义 法 : 把 数 项 级 数 的 前 项 和 S, 表示 为 关于 n 的 代数 式 , 求 得 limS, 一 S, 则 S 就 
是 数 项 级 数 的 和 。 


例如 : 求 数 项 级 数 1 二 于 的 和 。 利用 定义 法 , 即 
n=1 
1 | 1 fs 1 .1 | 1 1 


Sn IT 文 ?十 7 文 3 1] 1 + + + 


n(n 二 1D) ”六 “ 舍 i 
由 于 lims, 一 lim (1 一 二 1 所 以 > AT 二 1) = 

考虑 到 这 个 方法 比较 简单 ,况且 能 用 定义 法 求 和 的 数 项 级 数 少 之 甚 少 , 所 以 这 里 对 此 方 
法 不 再 作 过 多 的 袭 述 。 

(2) 构造 早 级 数 法 : 构造 寡 级 数 法 就 是 构造 一 个 震级 数 , 求 其 和 函数 , 取 z 为 某 个 适当 
数值 ,从 而 得 到 所 求 数 项 级 数 的 和 。 


例 7.12 求 数 项 级 数 > 28 二 上 的 和 。 

解构 造 每 级 数 > 2 1z-*, 其 收 仇 区 间 是 (一 ,5,V2)。 由 于 
SN 2 一 1 dfS le 

之 业 ( 袜 上 DT dz】 


le 本 | <] ale we My 
n=] 


dr \2=Z (2 一 三 六 


取 z 一 1E (一 2,V3) ,于 是 有 2) 2+ 一 3。 


例 7.13 求 数 项 级 数 > ， < 全 也 的 和 。 


解 “ 构 造 宕 级 数 2 < 全 于 ,其 收敛 区 间 是 (一 2,2)。 设 


7.3 求 和 函数 与 数 项 级 数 的 和 人 


三 I 
SG) = Da, 


Qn— De 
则 
二 1 
1 4 1 
S'(z) (一 1 于 zr? 
一 2 大” 工 让 了 4 二 x? 
由 于 S(0) 二 0, 两 边 积分 ,于 是 有 
Vf = 1 1 到 
SC 二 站 S (z)dz 十 SCO) 4 二 2 arctan pt 


和 
《2 同一 DD# 


取 z=1e (一 2,2) ,得 到 》) 
n=1 


= a 和 
S(1) 2 arctan 2° 


EE 21 十 1 
例 7.14 求 级 数 >， pr eT 
解 ” 由 于 


7 十 1 守 nl 志 ] SA 元 1 
2 Ft 2 了 TI 十 we St 


n=1 n=1 = n=1 n=1 


首先 求 数 项 级 数 > 艺 的 和 . 由 于 


ne dy [sm YY 工 4 (zi) 和 
| 2 2 0 2 此 至 之 2 dx V2 = 人 2 (2—z)?" a 


取 zx=1E (一 2,2), 于 是 有 >) 己 一 2。 


现在 求 数 项 级 数 > 二 上 的 和 。 由 于 


1 A 1 (" } 光 二 ) 二 二、 
2 Fn 2 mois zz Fe 


取 z=1ER 及 ,得 到 


De 
zn—1)! 2° 


yo nl+1 -， 
所 以 2 moi + 


求 数 项 级 数 的 和 方法 综述 

求 数 项 级 数 的 和 有 两 个 方法 : 定义 法 与 构造 过 级 数 法 。 

(1) 定义 法 就 是 求 出 级 数 部 分 和 数列 的 极限 ,此 极限 就 是 级 数 的 和 。 事 实 上 ,能 用 这 个 
方法 求 得 级 数 的 和 很 少 。 因 为 可 用 这 个 方法 的 级 数 前 提 , 一 定 要 将 部 分 和 表示 为 关于 的 
代数 式 ,否则 一 般 没有 办 法 求 其 极限 。 

(2) 用 构造 笑 级 数 法 求 数 项 级 数 的 和 ,首先 需要 构造 一 个 宕 级 数 。 在 保证 构造 笑 级 数 
与 所 求 数 项 级 数 基本 一 致 ( 自 变量 zx 取 某 个 常数 后 ,与 所 求 级 数 最 多 相差 一 个 常数 ) 前 提 下 ， 
主要 考虑 容易 求 出 所 构造 竹 级 数 的 和 函数 。 因 此 ,为 求 一 个 数 项 级 数 的 和 所 构造 的 震级 数 
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并 非 是 唯一 的 。 

(3) 为 求 数 项 级 数 的 和 ,在 求 构造 的 徊 级 数 的 和 函数 时 ,一 般 不 必要 求 收敛 域 ,只 需求 
收敛 区 间 就 可 以 了 。 这 样 就 不 用 判断 收 伊 区 间 端 点 的 收敛 性 。 因 为 我 们 所 关注 的 是 和 函数 
在 一 点 , 且 仅 仅 一 点 的 函数 值 。 如 例 7.13, 只 求 收敛 区 间 ( 一 2,2) ,至 于 在 端点 是 否 收敛 我 们 
不 去 考虑 ,关心 的 是 所 构造 的 宕 级 数 在 z= 二 1 (确保 在 收敛 区 间 ( 一 2,2) 内 即 可 ) 处 ,级 数 
的 和 。 


练习 题 7-3 
1. 求 下 列 宕 级 数 的 和 函数 : 
(1) 王 ， (2) We” § 
n=1 
Sd zr! tl 
a = 0 3 mF’ 
ee 2nt1l 
2 rl ， _ Torl 并 
(5) 2 wa ; Cp D™' ri 
So | 
(7) 2 es (8) 2) Ht ty, 
n=1 n=1 
2. 求 下 列 数 项 级 数 的 和 : 
n SN (一 1)" 
VD er 02) 之 TT 
2n—1 SV_ (一 1)" 
% i ) 证 
> 2" 3 2"(n: —1) 
A n n(n 十 1)(n 二 2) 
(or i (6 PD thet. 


3. 设 w 一 ao 一 1,an+i 一 am 十 ov- ,证明 : 当 |z| 一 二 时 , 宕 级 数 > oz 收 合 ， 并 求 其 
和 函数 。 


4. 求 数 项 级 数 Be 的 和 。 


@7;4_ 函数 展 成 富 级 数 


一 、 基 本 概念 
定义 12 车 函 数 f(z) 在 点 z 处 具有 任意 阶 导数 , 则 称 短 级 数 >) 三 Ge) (rz -au 


为 丽 数 7(z) 在 点 zo 处 的 泰勒 级 数 , 或 称 丽 数 f(x) 的 关于 (x 一 x) 的 宕 级 数 , 刀 Ge 为 
f(z) 在 点 亏 处 的 泰勒 级 数 的 系数 。 


7.4 函数 展 成 寡 级 数 全 


定义 13 车 丙 数 /(z) 在 点 0 处 具有 任意 阶 导数 , 则 称 宕 级 数 >》 让路 x" 为 函数 
(0y 


nl 


f(x) 的 麦克 劳 林 级 数 , 或 称 FCz) 的 关于 的 震级 数 ， 
系数 。 

二 、 基 本 结论 

定理 8 常用 的 初等 函数 展 成 的 关于 xz 的 考级 数 公 式 : 


称 为 f(x) 的 麦克 劳 林 级 数 的 


和 
(Wiz, 1,1); 


>) (一 1D)"z",( 一 1,1); 


2mr+1 


,( 一 co, 十 co); 


二 机 并 
(4) sinz 有 


2n 
(5) coszx = > Rs ri 十 co); 


n=0 


= .ntl 2 a 
(6) In(1+zx)= >) ( 2 (一 1 一 ,1,1]。 
三 、 基 本 方法 


1. 定义 法 求 函 数 f(z) 的 阶 导数 ,从 而 得 到 泰勒 级 数 系数 全 2 或 麦克 劳 林 级 数 


的 系数 人 (07, 进而 得 到 函数 展 成 的 军 级 数 。 


nl 
2. 公式 法 ”通过 变形 ,使 函数 表示 成 上 述 6 种 初等 函数 的 和 或 差 形 式 , 然 后 利用 它们 
展 成 的 震级 数 ,将 函数 展 成 的 震级 数 。 
题 型 7 函数 展 成 麦 殉 劳 林 级 数 
例 7.15 将 下 列 函 数 展开 成 关于 xz 的 震级 数 : 
1 1 


GD) oz; (2) i (3) cos’z; 
RS C8) Ci ty (6) Ee). 
(zx—1)’ dr % 

解 (1) 将 函数 变形 ,有 
i 
5 
= 2 1 一 持 


利用 定理 8 的 公式 (1) ,得 到 
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由 于 了 (一 1,1) ,所 以 级 数 的 收敛 域 是 (一 2,2) 。 


(2) 将 函数 变形 ,有 
L 1 1 | 
zz 十 3z 十 2 人 十 1 十 人 wl zx 二 2°" 


由 于 
上 sD ja 
| n=0 
1 1 1 SN (一 1)" 
。 2 
PE 
2 
于 是 
1 . SN (一 1)” 妆 5 
LE 3 n 和 有 2 和 
本 本 2 "zx 之 Fr 2 1 pr 1<zx<1 


注 两 过 级 数 收敛 半径 不 等 时 ,和 或 差 的 收敛 域 , 是 两 寡 级 数 收敛 域 的 交集 。 当 两 寡 级 
数 的 收敛 半径 相等 都 是 R 时 ,和 或 差 的 收敛 半径 大 于 或 等 于 R。 
(3) 将 函数 变形 ,得 到 


COS? 工 二 Gd H+ cos2z) 1 LBs 


下 疙 
根据 定理 8 的 公式 (5) ,得 到 
可 | (2 
COS 工 了 2 OS2T z+ 了 i Con) 
i .22 am ec 
= 二 2 De 


(4) 通过 积分 ,将 一 一 变形 得 到 


(一 1 
* 1 ee 1 
| dw i 
于 是 ,根据 定理 8 的 公式 (1) 有 
= 1 i No 
| ob 1+ 了 二 = 1+ 2 


对 上 面 等 式 两 边 对 工 求 导 ,有 


《5》 册 于 


所 以 


es Ee nt2 
(1 十 z)ln(1 十 z) 一 >)( eT 1D* 芝 


泡 4 函数 展 成 客 级 数 > 


于 是 
I 
(1 十 xz)ln(1 十 zx) 二 t= aD ， {= 
ee 3 一 cos 3 es 、 
(6) 由 于 cosz 之 一 Con 瑟 ,于 是 1 z 2 (—1) 5T’ 所 以 


(| 3 D™ i sr ，zE (一 co 十 co)。 
注 将 函数 展 成 麦克 劳 林 级 数 ,往往 需要 将 级 数 合 并 。 合 并 原则 是 : 一 般 项 的 次 
数 相 同 ，》) 和 的 下 标 相同 , 于 是 在 合并 中 常常 用 降低 一 般 项 次 数 或 提升 一 般 项 次 数 ， 


则 有 
(GD 降低 一 般 项 次 数 : Dx" 一 Dx， 
C2) 提升 一 般 项 次 数 :zx" 一 am。 


例 7.16 将 函数 f(x) 二 arctanz? 展 成 关于 x 的 军 级 数 , 并 求 f2%% (0) ,了 人 25 (0) 。 
解 ”由 于 


2 = D2 De, z€ (一 1 


(arctanz2 )” 一 I 


于 是 逐 项 积分 ,有 
arctanz2 一 [ Carctanz2) dz 一 3 2 二 的” 1 xz"tidzr = 之 > CDs ti 
所 以 

二 

F(z) arctanz 2 ， XE[-1,1]。 (1) 

n=0 
下 面 求 f2% (0) 和 f“*%*%(0)。 由 于 f(z) 展 成 的 麦克 劳 林 级 数 为 
fz) = 2 OO), (2) 


= 
所 以 级 数 (1) 和 级 数 (2) 是 同一 个 级 数 ， 于 是 级 数 中 对 应 项 的 系数 相等 。 在 级 数 (1) 中 ,没有 
Ze 项 ,所 以 等 级 数 zx” 项 的 系数 是 0, 即 f*”，”(0) 二 0。 在 级 数 (2) 中 ,zx”" 的 系数 是 


一 175o4 Fozola) (0) (一 1)5o4 


/CP (0) ,在 级 数 (1) 中 ,za 的 系数 是 从 而 有 于 是 有 
30LBt 2 . 1009 ° 2018! 1009 ° 

《2018) _ 2018! _ ，。 

jeoo (0) 一 5009 一 2。20171。 


注 “利用 函数 展 成 的 索 级 数 计算 函数 在 一 点 的 高 阶 导 数 是 求 函 数 在 一 点 的 高 阶 导数 的 
有 效 方法 。 具 体 方法 就 是 将 函数 展 成 关于 > 的 麦克 劳 林 级 数 ,z 项 的 系数 等 于 万 “02 ,从 而 


人 第 7 章 无 穷 级 数 


求 出 Fr"《(0) ;或 者 展 成 关于 (x 一 z) 的 泰勒 级 数 ,(z 一 z)" 项 的 系数 等 于 让 全 , 从 而 求 


ms 
一 般 情 况 下 , 求 函数 在 一 点 的 三 阶 导 数 或 四 阶 导数 ,是 可 以 用 逐次 求 导 法 求 出 导 隐 数 ， 
青 求 这 点 的 导 函 数 的 值 ,但 是 由 于 一 些 函 数 的 求 导 的 复杂 性 ,只 能 用 泰勒 级 数 法 。 


例如 (2017, 二 (9) (4 分 )) 已 知 f(z) 一 了 5, 求 六 (0)。 用 泰勒 级 数 法 ,结果 是 显然 的 ， 


但 是 若 求 三 阶 导 数 , 特 麻烦 。 又 如 (2016, 二 (12)(4 分)) f(z) 二 arctanzx 
1, 求 a。 同样 要 用 泰勒 级 数 法 。 


函数 展 成 麦克 劳 林 级 数 方 法 综述 
函数 展 成 麦克 劳 林 级 数 有 两 个 方法 : 定义 法 和 公式 法 。 
” (0) 


1 定义 法 就 是 求 出 任意 阶 导 丽 数 产 ”Cz), 从 而 确定 麦克 劳 林 级 数 系数 刀 (07 ,于 是 得 


2 NW ee 
ij 二 二 且 帮 (0) 


到 函数 f(z) 的 麦克 劳 林 级 数 > 02。 


2. 公式 法 就 是 通过 六 类 变化 : 加 、 减 ( 增 减 项 )、 乘 、 除 (常数 或 变量 zx) 、 求 导 和 求 积分 ， 
将 函数 表示 为 定理 8 中 六 类 函数 的 和 与 差 形 式 , 再 利用 公式 展 成 过 级 数 。 

需要 指出 的 是 : 函数 展 成 的 徊 级 数 一 定 要 写 出 收敛 域 。 在 确定 短 级 数 的 收敛 域 时 ,可 
以 采用 两 个 途径 : 

(1) 求 函数 展 成 的 窒 级 数 的 收敛 域 ; 

(2) 根据 公式 中 震级 数 的 收敛 域 , 确 定 函 数 展 成 的 震级 数 的 收敛 域 。 

需要 说 明 的 是 : 一 般 地 ,只 有 少数 比较 简单 的 函数 ,其 考级 数 的 展开 式 可 以 利用 定义 法 
求 得 。 在 更 多 的 情况 下 ,将 一 个 函数 展 成 麦克 劳 林 级 数 , 都 是 使 用 六 个 公式 ,如 果 不 能 直接 
使 用 ,可 以 通过 变化 ,把 函数 变 成 公式 的 基本 形式 。 因 此 熟悉 .牢记 和 灵活 运用 六 个 公式 显 
得 特别 重要 。 

题 型 8 ”函数 展 成 泰勒 级 数 

将 函数 f(z) 展 成 泰勒 级 数 , 即 关 于 (zx 一 zo) 的 备 级 数 ,其 思想 和 方法 与 函数 展 成 麦克 劳 
林 级 数 是 基本 相同 的 ,我 们 只 需 将 函数 f(x) 变 成 关于 (zx 一 xo) 的 函数 .将 (z 一 zo) 捆绑 ?在 
一 起 ,然后 按照 麦克 劳 林 级 数 进行 展开 。 

例 7.17 将 下 列 函 数 展开 成 关于 (zx 一 1) 的 泰勒 级 数 : 


i 


(1) C2 Inte’ 3 2%s 


zt1’ 
(3) sinzs (DD, 
本 
解 (1) 变形 ,得 到 
于 1 1. 1 
z+TI ?TCD 2 = 


pr D" 起 (z—1)", ZzE€(—1,3)。 


n=0 


7.4 人 
(2) 变形 ,得 到 


ln(zz 十 3z 十 2) =ln(z 十 2) 十 ln(Cz 十 1) = 1n[3 十 (x 一 1)] 十 ln[2 十 (zx 一 1)] 


工 一 1 
1( 气 ) 
1 1 


mot De ji 二) D™!, zxzE€(—1,3], 


=ji3 寺 站 (+ 于 1+m+nfl 2 


ek i 
mot De 1) 二 3 ) 十 We 


(3) sinz 一 sin[ (x 1D 了 可 sin(Z 一 1)cos1 十 cos(Zz 一 1)sin1 


加 C= 2mH1 1 )2n 
cosl TO 人 人 学 二 是 tsin1 > Be 1) 
= cosl 十 sinl(z 一 1) 2 (一 1 > = 
(一 1)"sinl ，. m1 (一 1) "cosl 2rH | 
cor (z 一 1)2 十 Con 1 (一 1)2 十 …， ZER。 
(9) 由 于 二 = 和; pk D"(z 一 1)",0 二 xz 过 2, 两 边 求 导 
D3 Dn (x— 1)"™! 3 Dn (x — DD™, 
于 是 
=- Din(z—D™, 0<z<2. 
函数 展 成 泰勒 级 数 方法 综述 


函数 /Cz) 展 成 泰勒 级 数 , 即 关于 (x 一 z) 的 等级 数 有 两 个 方法 : 定义 法 和 公式 法 。 
1. 定义 法 就 是 求 出 任意 阶 导 函数 Fe" (z), 从 而 确定 泰勒 级 数 系数 万 Gea) ,于 是 得 到 


函数 /(z) 的 泰 划 级 数 > 人 E(x 一 x) 


2. 公式 法 就 是 将 函数 f(x) 的 变量 工 捆绑 为 (z 一 zo) ,将 (z 一 zo) 视 为 一 个 变量 ,按照 展 
成 麦克 劳 林 级 数 方法 , 展 成 关于 (z 一 zo) 的 寡 级 数 。 当 然 捆绑 分 为 直径 搁 绑 ,如 例 7. 16 的 
(1) 和 (3) ,当然 也 可 变换 后 再 捆绑 ,如 例 7. 16 的 (2) ,这 需要 根据 实际 情况 而 定 。 另 外 ,对 一 
些 不 适合 直接 利用 公式 的 函数 ,也 可 以 将 其 原 函数 或 导 函数 展 成 泰勒 级 数 , 然 后 再 求 导 或 积 
分 ,如 例 7.16 的 (4)。 


练习 题 7-4 
1. 将 下 列 函 数 展 成 麦克 劳 林 级 数 : 
(1) ez; 0 (3) sin? zs 


4 


tlia (LEz, (5) | Stars (6) (2 ); 
1 一 工 演 dz 
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上 lL 
Co a dt; (8) 本 
2. 将 下 列 函 数 展 开 成 (z 一 1) 的 震级 数 : 
] 
(1) lnz; (2) 本 五 可 (3) zln(Cz 十 1); 
zt1 禾 
(4) ez 了 《5 Gz (6) arctan(Z 一 1)。 


区 7; 5 傅 里 叶 级 数 


一 、 基 本 概念 
定义 14 设 F(z) 是 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ,在 [一 x,x] 上 可 积 , 则 f(x) 的 傅 里 叶 级 
数 (三 角 级 数 ) 为 
f(z) ~ 全 十 Paveomr + bsinnz), 
f(z) 展 成 的 傅 里 叶 级 数 为 
f(x) 二 他 十 到 (ascosnz +b,sinnr), xz €D, (1) 
傅 里 叶 系 数 和 收敛 域 分 别 为 


an 一 二 | fz)cosnrdr, nE€EN, ee 
可 D= 他 17 一 人 | 


b= 

nT 

定义 15 设 f(z) 是 以 21 为 周期 的 周期 函数 ,在 [一 上 ,上 上 可 积 , 则 f(x) 的 傅 里 叶 级 
数 为 


『 flzx)sinnrdr, nE NT+, 


f(x) ~ 时 十 > (eneos 了 十 Orsin 至 
m 一 1 


莹 / 
f(z) 展 成 的 傅 里 叶 级 数 为 
f(z) 二 多 十 bp (eos Pe i Er ], 元 起 面 ; (2) 
传 里 叶 系 数 和 收敛 域 分 别 为 


1 
a» 一 二 f(x)eos Trdr, mcEN， 
- 


fxr) +f(zt) 
D (z) & 
b, = 了 | f (x)sin rdzr n€EN {| 2 | 
| 1 ， 45 
定义 16 正弦 级 数 与 余弦 级 数 
(1) 车 f(z) 是 奇 函 数 , 则 傅 里 叶 系 数 a 一 0,nEN ,于 是 


f(x) = Sa bsinnr， XED， 其 中 6。= 二 | Crz)sinazzdrz，mEN+o。 
0 


“7.5 傅 里 叶 级 数 人 


把 仅 含有 正弦 函数 的 傅 里 叶 级 数 称 为 正弦 级 数 。 
(2) 若 f(z) 是 偶 函 数 , 则 伟 里 叶 系 数 b, 一 0,nEN + ,于 是 


f(z) = 六 ancosnr， ZED， 其 中 4a,= 2 f(r)cosnrdr, nEN, 
把 仅 含有 余弦 函数 的 傅 里 叶 级 数 称 为 余弦 级 数 。 
二 、 基 本 结论 


定理 9 〈 傅 里 时 级 数 收敛 定理 
车 f(x) 是 RR 上 以 2x 为 周期 的 在 [一 x,rx] 逐 段 光滑 的 函数 , 则 :; 


Q1) 函数 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 在 R 上 收敛 ,其 和 机 数 是 地 [了 Cz-) 十 /z+)], 即 


1 十 ed 
他 人 一 四 二 > (ancosnz tb,sinnr), XER, 
1 


(2) 函数 f(z) 的 展 成 的 傅 里 叶 级 数 为 


f(z) 一 全 十 2 (oocosnr 十 osinnz)， ED 人 
n=1 


: f(x)+ f(zt) 
f(z) }: 


关于 储 里 叶 级 数 的 几 点 说 明 


1. 函数 的 傅 里 叶 级 数 与 函数 展 成 的 傅 里 叶 级 数 是 不 同 的 概念 。 函 数 的 傅 里 叶 级 数 就 
是 三 角 级 数 


过 十 » (ancosnz bsinnr), XER, 
n=1 


只 需求 出 傅 里 叶 系 数 , 写 出 这 样 三 角 级 数 即 可 。 然 而 ,函数 展 成 的 傅 里 叶 级 数 , 一 定 是 函数 
等 于 傅 里 叶 级 数 , 这 不 仅 要 求 出 傅 里 叶 系 数 ,而 且 必 须 确 定 傅 里 叶 级 数 收敛 于 (等 于 ) 该 函数 
的 范围 D。 

2. 在 确定 D 时 ,需要 考虑 函数 fF(z) 是 定义 在 R 上 ,还 是 定义 在 某 个 区 间 上 。 如 果 叙 述 
为 : 函数 f(x) 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 , 它 在 (一 rz] 的 表达 式 为 f(x) 二 |z| ,显然 此 函 
数 是 定义 在 及 上 ;如 果 叙 述 为 : 将 函数 f(x) 二 |z| 在 (一 x,x] 上 展开 成 傅 里 叶 级 数 , 这 个 函 
数 是 定义 在 (一 r,r] 上 的 。 

3. 若 函 数 定义 在 R 上 .我们 要 考虑 在 R 上 ,确定 了, 若 函数 定义 在 某 个 区 间 上 ,我 们 只 需 
在 这 个 区 间 上 ,确定 D。 具 体 说 : 

(1) f(x) 定义 在 民 上 ,D 表示 : zER , 且 zx 关 函数 在 R 上 的 间断 点 (不 包括 左右 极限 平 
均值 等 于 函数 值 的 间断 点 ); 

(2) f(x) 定义 在 (一 x,xj] 上 ,D 表示 : xE( 一 x,zj, 且 x 六 函数 在 (一 x,x] 上 的 间断 点 
(不 包括 左右 极限 平均 值 等 于 函数 值 的 间断 点 )。 

4. 事实 上 ,在 没有 求 出 函数 的 傅 里 叶 级 数 前 ,就 可 以 断定 函数 的 傅 里 叶 级 数 在 任何 一 
点 收敛 的 数值 ( 数 项 级 数 的 和 ) 。 

5. 根据 傅 里 叶 级 数 收 敛 定 理 , 若 zx 是 函数 的 连续 点 , 傅 里 叶 级 数 收 全 于 f(z), 若 xz 是 


函数 的 问 疡 点 , 传 里 时 级 数 收 全 于 点 x 的 左右 极限 的 平均 值 , 即 二 人 7， 
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三 、 基 本 方法 


题 型 9 傅 里 叶 级 数 的 收敛 域 与 傅 里 叶 级 数 在 一 点 的 和 

例 7.18 求 下 列传 里 叶 级 数 收敛 f(z) 的 收敛 域 和 一 点 的 和 : 

(1) f(z) 是 以 2x 为 周期 的 函数 ,在 [一 x,x) 上 表达 式 为 f(x) 二 zx, 求 它 的 傅 里 叶 级 数 收 
敛 f(z) 的 区 域 。 

(2) f(z) 是 以 2x 为 周期 的 丽 数 , 且 7 人- er 求 FCz) 展 成 的 传 里 
叶 级 数 的 定义 域 。 
0， ZE (一 r,0] 


习 ， ze 可 求 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 


(3) f(z) 是 以 2r 为 周期 的 函数 , 且 7 


在 点 一 7x 和 8x 两 个 级 数 的 和 。 
(4) f(z) 是 以 2x 为 周期 的 函数 , 且 1 人 | f(z) 展 成 的 健 里 叶 级 
ns zxE(r,2r]， 
数 在 点 一 7x 和 8x 处 级 数 的 和 。 

解 (1) f(z) 的 图 像 如 图 7-1(a) 所 示 , 它 在 z= 二 (2k 十 1)x,kEZ 不 连续 , 且 左 右 极 限 的 
平均 值 不 等 于 函数 值 ,所 以 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 在 这 些 点 不 收敛 于 f(x) ,其 他 点 是 连续 点 ， 
因此 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 收 伍 于 F(z) 的 区 域 为 D={zlzER ,zxA(2k 十 Dr,kREZ})。 

(2) f(z) 的 图 像 如 图 7-1(b) 所 示 , 它 在 R 上 连续 ,所 以 f(z) 展 成 的 傅 里 叶 级 数 的 定义 


域 是 R 。 


1 一 
LE -4r -3r-2r-T 0 nx 2x3n dr x 


(b) 


(3) f(z) 的 图 像 如 图 7-2(a) 所 示 , 一 7x 是 函数 f(x) 间断 点 ,所 以 在 一 7x 处 , 傅 里 叶 级 
数 收敛 于 


$f Wty 让 A= [fOr ) 十 fr) 一 地 下 。 


8r 是 函数 f(x) 连续 点 ,所 以 在 8r 处 , 传 里 叶 级 数 收敛 于 这 点 的 函数 值 f(87x) 二 了 (0) 二 0。 
(4) f(z) 的 图 像 如 图 7-2(b) 所 示 , 一 7x 是 函数 f(x) 连续 点 ，8r 是 间断 点 ,所 以 在 
一 7x 处 , 傅 里 叶 级 数 收 和 敛 于 f( 一 7z)= 二 fw)= 二 x。 在 点 8x 处 , 傅 里 叶 级 数 收敛 于 


二 [7(8r ) F fC8rt)] [fC0-) F f(0+)] yr 


“7.5 傅 里 叶 级 数 从 
y 


Ean 2 


-3r-2r-r |0 Tz 2r 3r x -4r-3r-2rT |0 x 2x 3x 4r * 


(a) (b) 


题 型 10 ”函数 展 成 傅 里 叶 级 数 


例 7.19 设 函 数 f(z) 是 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ,在 [一 r,r) 上 的 表达 式 是 f(z) 二 zz， 
求 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 。 
解 ” 由 于 f(x) 在 [一 x,x) 上 是 奇 函 数 ,所 以 f(x) 的 傅 里 叶 系 数 为 
da 一 0，7 一 0,1,2,… 
b, =2| fC)sinnrdr = 2 [zsinnedz = = 2(- 


ILCOSNT 
十 一 上 一 
n n 


0 (一 1) 叶 ! 7 一 1,2,…; 
n n 


所 以 函数 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 是 


Fa 一 2 六 CDmsinue，zeR。 
n=1 
注 求 函 数 的 傅 里 叶 级 数 ,只 需求 出 傅 里 叶 级 数 系数 ， 写成 上 述 > 形式 即 可 , 不 必 写 


成 连 加 形式 ,收敛 域 是 R 。 
若 例 7. 19 改 为 : 将 f(x) 展 成 傅 里 叶 级 数 。 同 样 需求 出 傅 里 叶 级 数 的 系数 ,表示 为 
了 f(z) 等 于 傅 里 叶 级 数 , 并 确定 傅 里 叶 级 数 收敛 f(x) 的 区 域 , 即 


ee 
f=2D CD sinn, rER 且 z(t+Dr, keZ, 
n=1 


题 型 11 函数 展 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 
例 7.20 将 函数 F(z)=z 十 1 在 [0,x] 上 分 别 展开 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 ,并 作出 级 数 
的 和 函数 图 像 。 
解 ”对 f(z) 进行 奇 延 拓 , 使 其 成 为 在 (一 x*,x]J 上 的 奇 函 数 , 如 图 7-3(a) 所 示 , 于 是 
an 一 0， n= 1,2,3,..; 


=2| fsinnzdz 一 了 | cx+ Dsinnr dz 
No sl 


2 [ + eos 二 sm 经 ] 2 [1 人 
0 


2 
nT n 了 2 nn 


根据 收敛 定理 ,函数 F(z) 王 rz 十 1 在 [0,x] 上 展开 成 的 正弦 级 数 为 


ZX 十 1 = 区 之 全 XE (0,r)。 
nn 


正弦 级 数 的 和 函数 的 图 像 如 图 7-3(b) 所 示 。 
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对 f(x) 进行 偶 延 拓 , 使 其 成 为 在 (一 x,x]j 的 偶 函数 ,如 图 7-4(a) 所 示 , 于 是 
b=0, n=1,2,3,.; 


x x 2 x 
= 三 | Wid 二 | (Cr by [到 +z] = x+2， 
开 0 开 0 开 0 


Qn 亏空 上 f(x)cosnrdzr = 2 下 (z+ 1)sinnrdr 2 [Ee + Dsinnz 十 | 
no no 工 0 


2_ (Cognn 1) 2 1)"—1]。 
区 


n nn 


根据 收敛 定理 ,函数 f(z) 二 zx 十 1 在 [0,x] 上 展 成 的 余弦 级 数 为 
村 1 二 + 坟 [(D" lJeosnr, x € [om]。 


八 、 1 
| 1 y 
| We 0 
| 1 
| 1 
! 1 1 1 
x x 3x -2 =x |" f 2x In 4r7 
(a) (b) 
7-4 


注 ”对 函数 在 一 个 周期 上 作 奇 延 拓 或 偶 延 拓 , 可 能 个 别 点 未 必 满 足 奇偶 性 质 。 如 例 7. 20 
对 函数 f(x) 进行 奇 延 拓 后 ,f(0) 二 1 并 不 是 f(0) 二 0。 但 这 并 不 影响 它 展 成 的 傅 里 叶 级 数 是 


正弦 级 数 或 余弦 级 数 ,也 不 影响 傅 里 叶 级 数 的 系数 。 


对 函数 在 一 个 周期 上 作 奇 延 拓 或 偶 延 拓 ,不 必 写 出 函数 的 表达 式 ,这 不 影响 傅 里 叶 级 数 
系数 的 计算 ,但 需要 画 出 图 像 , 因 为 它 关 系 到 收敛 域 的 确定 。 在 更 多 的 情况 下 ,确定 傅 里 叶 


级 数 收敛 于 FCz) 区 域 ,要 借助 图 形 的 直观 性 。 

题 型 12 ”函数 展 成 一 般 周 期 的 傅 里 叶 级 数 

例 7.21 设 f(z) 是 以 4 为 周期 的 周期 函数 , 它 在 [一 2,2) 上 的 表达 式 为 
0 一 2 志 廊 之 0 


Ra 
Wo 人 0 去 z 二 2 


将 f(z) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 。 


“7.5 傅 里 叶 级 数 从 


解 ”函数 f(x) 的 傅 里 叶 系 数 
ao 一 工 | flz)dr = 了 小 dz 一 1; 


2 2 2 
= 去 | f(r)cos dr 2 | cos dr [ 1 Sine O05 Ph a 
0 


= 二 | 2 NAT a 2 ANAT 1 Naz 
名 一 了 攻 f(x)sin 2 dz 2 ,Sin 2 dz [ COS 


2 2 jo 


1L41 Cosnn) 101 (— 1)"]。 
nn 


nn 


根据 收敛 定理 , F(z) 展 成 的 傅 里 叶 级 数 为 


f(z) = 于 十 忆 寺 DI 一 一 D"]sin2z，zeER 且 z 关 0, 士 2, 士 ts 


2 et 
例 7.22 把 f(x)=xz 在 [0,2] 内 分 别 展开 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 。 
解 为 了 把 f(z) 展开 成 正弦 级 数 , 于 是 对 f(z) 作 奇 延 拓 , 则 
an 一 0，7 一 1 2,…; 


b, = 3 [ Sin dz 二 cosnr 一 (一 1) 叶 ! 站， n= 1,2,"。 
从 而 有 
FY = > DeH 二 Lsin GE, x € [0,2)。 
为 了 把 /Ca) 展 开 成 余弦 级 数 ,对 pp 


2 
b=0, n= 1,2,..; a = | zdz =—2; 
0 


Cn 3 上 COS dr (osnr 1) a 1)"—1], n=1,2,° 
从 而 有 
fx) 1+ 访 忆 [全 了 5 一 cos oY zx € [0,2]。 
函数 展 成 傅 里 时 级 数 方法 综述 
函数 展 成 傅 里 叶 级 数 需要 解决 两 个 问题 : 


(1) 求 傅 里 叶 级 数 的 系数 ; 

(2) 确定 傅 里 叶 级 数 收敛 于 函数 的 区 域 。 

将 一 个 函数 在 R 展开 成 傅 里 叶 级 数 和 在 一 个 周期 上 展开 成 傅 里 叶 级 数 ,它们 的 傅 里 叶 
系数 是 相同 的 (具有 相同 的 三 角 级 数 ) ,但 是 用 傅 里 叶 级 数 表示 函数 时 ,变量 x 取 值 范围 是 不 
同 的 。 

偶 函 数 的 传 里 叶 级 数 是 余弦 级 数 , 奇 函数 的 傅 里 叶 级 数 是 正弦 级 数 。 对 于 给 定 的 定义 
在 [一 x,0] 和 [0,xj 的 函数 ,可 以 通过 延 拓 的 方法 ,将 其 延 拓 到 定义 在 [一 x,z) 或 (一 x,x] 上 
的 偶 函 数 或 奇 函 数 。 当 然 ,不 论 是 偶 延 拓 还 是 奇 延 拓 ,不 必 写 出 函数 在 一 个 周期 的 表达 式 ， 
这 不 影响 计算 传 里 叶 级 数 的 系数 ,只 需 画 出 图 形 即 可 。 因 为 确定 函数 展 成 的 傅 里 叶 级 数 的 
区 域 要 利用 图 像 的 直观 性 。 
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练习 题 7-5 

1. 将 函数 FCz) 一 sgnz 在 (一 rz) 内 展 成 传 里 时 级 数 , 并 求 级 数 > 元 了 2 下 的 和 。 
元 9 Wi0s 

2 设 周期 为 2r 的 丽 数 Fa) 一 人 ,0 “的 傅 里 时 级 数 为 


丰 DS (an cosnz + b, sinnz ) 。 
n=1 


(1) 求 系 数 ao ,并 证 明 a 二 0,n 宇 1; 

(2) 求 傅 里 叶 级 数 的 和 函数 S(zx) (一 x 三 x 三 z) 及 S(2x) 的 值 。 
3. 将 函数 FCz) 一 屏 (0 过 xz 和 r) 分 别 展 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 。 
4. 设 函 数 F(z)=r 一 z,zE[0,r]。 

(1) 把 函数 FCz) 展 成 正弦 级 数 ; 

(2) 写 出 傅 里 叶 级 数 的 和 函数 在 [一 x,x] 上 的 表达 式 。 


@7;6 无穷 级 数 考研 真题 


一 、 无穷 级 数 考研 数 一 真 题 分 布 . 考 点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 无 穷 级 数 在 考研 数 一 真 题 共 出 了 23 道 题 , 题 型 分 
布 在 : 

1. 判断 .证 明 级 数 的 敛 散 性 : 共计 6 个 题 ,分 布 在 2004 年 ,2006 年 ,2009 年 ,2014 年 ， 
2016 年 和 2019 年 。 

2. 求 竹 级 数 的 收 化 区间、 收敛 域 : 共计 3 个 题 ,分 布 在 2008 年 ,2011 年 和 2015 年 。 

3. 求 和 函数 与 数 项 级 数 的 和 : 共计 9 个 题 ,分 布 在 2005 年 ,2007 年 ,2009 年 ,2010 年 ， 
2012 年 ,2013 年 ,2018 年 和 2019 年 (2) 题 。 

4. 将 函数 展 成 寡 级 数 ,并 求 相 应 数 项 级 数 的 和 : 共计 2 个 题 ,分 布 在 2003 年 和 
2006 年 。 

5. 将 函数 展 成 傅 里 叶 级 数 、 求 傅 里 叶 级 数 的 系数 、 收 敛 值 : 共计 3 个 题 ,分 布 在 2003 
年 ,2008 年 和 2013 年 。 

1 无 穷 级 数 考研 数 一 真 题 题 型 分 析 


1. 判断 .证 明 级 数 的 敛 散 性 : 2004 年 考 了 级 数 和 数列 敛 散 性 及 其 相关 性 质 ;2006 年 ， 
2009 年 和 2019 年 考 了 判断 抽象 级 数 的 敛 散 性 ;2014 年 和 2016 年 考 了 证 明正 项 级 数 
收敛 。 

2. 求 寡 级 数 的 收敛 区 间 ,收敛 域 : 2008 年 和 2011 年 考 了 求 寡 级 数 ( 未 知 系数 ) 的 收敛 
域 ;2015 年 考 了 求 震 级 数 的 收敛 半径 和 收敛 区 间 ,从 而 判断 两 个 点 收敛 或 发 散 。 

3. 求 和 函数 与 数 项 级 数 的 和 : 2013 年 考 了 用 方程 法 求 和 函数 ;2005 年 ,2007 年 ,2010 
年 ,2012 年 和 2019 年 考 了 用 转换 法 求 和 函数 ;2009 年 和 2018 年 考 了 用 定义 法 和 构造 党 级 
数 法 求 数 项 级 数 的 和 ;2019 年 考 了 用 等 比 级 数 求 数 项 级 数 的 和 。 
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4. 将 函数 展 成 军 级 数 、 并 求 相 应 数 项 级 数 的 和 : 2003 年 考 了 将 函数 展 成 血 级 数 ,并 求 
相应 数 项 级 数 的 和 ;2006 年 考 了 将 函数 展 成 守 级 数 。 

5. 将 函数 展 成 傅 里 叶 级 数 、 确 定 系数 、. 求 傅 里 叶 级 数 的 某 点 的 收敛 值 : 2003 年 考 了 确 
定 傅 里 叶 级 数 的 系数 ;2008 年 考 了 将 函数 展 成 余弦 级 数 ,并 求 相 应 数 项 级 数 的 和 ;2013 年 考 
了 求 傅 里 叶 级 数 在 某 点 的 收敛 值 。 

2 无 穷 级 数 考 研 数 一 真题 


1. (2003, 一 (3) (4 分) 设 x? 二 了 ascosnr( 一 x 之 z+ 之 zo),as 一 
Er 


考点 与 解法 计算 传 里 叶 级 数 的 系数 ,根据 as 一 上 ”f(z)cos2zdz, 求 定 积分 。 


2，(2003, 四 (12 分 )) 将 函数 F(z) 一 arctan | 于 给 展 成 关于 x 的 寄 级 数 , 并 求 级 数 


SN (一 1)" 
2 22 十 1 的 和 。 


考点 与 解法 : 将 函数 展 成 寡 级 数 、 求 数 项 级 数 的 和 。 求 导 , 得 到 震级 数 ,再 积分 。 根 据 
展 成 的 震级 数 , 求 数 项 级 数 的 和 。 


3. (2004, 二 (9)(4 分 )) 设 号 an 是 正 项 级 数 , 下 列 结论 正确 的 是 
(AD 着 limm, 一 0, 风 级 数 > oo 收 全 ， 
CB) 着 存在 非 零 常数 》, 使 得 ln。 - 》, 则 级 数 >)o, 发散， 
(C) 若 级 数 2 收 敏 , 则 limueas 一 0; 


(CD) 着 级 数 Da 发 散 , 存 在 非 零 常数 4, 使 得 limna,, = 二 4。 


考点 与 解法 : 正 项 级 数 化 散 性 和 数列 系 散 性 。 利用 极限 性 质 、 级 数 性 质 和 比较 判别 法 。 
4. (2005, 三 (16) (12 分 )) 求 震级 数 3 (一 1 [+ 二 D] 之 的 收敛 区 间 与 和 


函数 。 
考点 与 解法 : 求 和 函数 。 将 军 级 数 分 成 两 部 分 ,一 部 分 是 等 比 级 数 ,可 以 直接 得 到 和 函 
数 ; 另 一 部 分 两 次 求 导 化 为 等 比 级 数 , 求 和 函数 ,再 两 次 积分 ,得 到 原 级 数 的 和 函数 。 


5. (2006 ,二 (9)(4 分 )) 若 级 数 了 an 收敛 , 则 级 数 


(A) 3 |a, | 收敛 ; (B) >， (一 1)"o。 发 散 ; 
(C) 了 gan 收 全 ; CD) 六 生 七 ee 收 俩 。 


考点 与 解法 : 判别 数 项 级 数 的 敛 散 性 。 利 用 收敛 级 数 性 质 。 


6. (2006, 三 (17)(12 分 )) 将 函数 WS 展开 成 关于 x 的 震级 数 。 
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考点 与 解法 : 将 函数 展 成 寡 级 数 。 把 函数 f(x) 表示 为 两 个 一 次 分 式 的 和 ,将 它们 展 成 
震级 数 , 合 并 。 


7. (2007, 三 (20) (10 分 )) 设 寡 级 数 》) asz" 在 (一 c ,十 co) 收敛 , 其 和 函数 > 一 y(z) 满 


n=0 


足 光 一 2zy' 一 4y 一 0,y(0) 一 0,y(0) 一 1。 
(iD 证 明 a,;s 二 el, A (ii) 求 y= 二 y(z) 的 表达 式 。 


考点 与 解法 : 根据 和 函数 满足 的 方程 ,确定 客 级 数 的 系数 满足 的 方程 . 求 和 函数 。(i) 将 
和 函数 代入 方程 中 ,合并 ,得 到 级 数 等 于 0, 即 系数 为 0; (iD) 根 据 (iD 确 定 寡 级 数 的 系数 a ,从 
而 求 得 和 函数 。 


8. (2008, 二 (11)(4 分 )) 已 知 宪 级 数 3 an (zz 十 2)" 在 zx 一 0 处 收敛 ,在 z = 一 4 处 发 
散 ,求知 级 数 >， a, (zx 一 3)" 的 收敛 域 。 


考点 与 解法 , 求 收 仇 域 . 已 知 > w,2 收 敏 , > a, (一 2)" 发 散 ,于 是 级 数 > wuz* 收 敏 半 


径 尺 = 2 和 收敛 域 ( 一 2,2]， 所 以 2 二 x 一 3 过 2、 
9. (2008, 三 (19) (11 分 )) 将 函数 f(x) 二 1 一 x* (0 过 x 过) 展开 余弦 级 数 , 并 求 级 数 


2 导 】D 一 的 和 。 


Fag 将 函数 展 成 余弦 级 数 , 求 相应 的 数 项 级 数 的 和 。 求 余弦 级 数 的 系数 ,根据 
函数 展 成 的 余弦 级 数 , 求 此 数 项 级 数 的 和 。 
10. (2009 ,一 (4)(4 分 )) 设 有 两 个 数列 (a) ,{b,) ,车 lima, 二 0, 则 


(CA) 当 D6, 收 伊 时 ,ab 收敛， (B) 当 久 发 散 时 , > ob， 发 散 ， 
(C) 当 久 | 久 | 收敛 时 ,> Cab)? 收敛， 


(D) #5 15,| 发 散 时 , 3) (asb,)? 发 散 。 
考点 与 解法 : 判断 级 数 敛 散 性 。 根 据 级 数 的 敛 散 性 的 性 质 。 
11. (2009 ,三 (16)(9 分 )) 设 wo, 是 曲线 y= 二 x ,y= 二 zx"! (n 二 1,2,…) 所 围 成 区 域 的 面 


, 记 Si 一 到 ay8: = 》 ui， 求 Si,Ss 的 值 


考点 与 解法 ， 计算 平面 图 形 的 面积 . 求 数 项 级 数 的 和 。 利用 定 积分 求 平面 图 形 的 面积 。 
利用 定义 或 构造 竹 级 数 法 求 数 项 级 数 的 和 。 


12. (2010, 三 (18) (10 分 )) 求 短 级 数 py Si Zz” 的 收敛 域 与 和 函数 。 
考点 与 解法 : 求 和 函数 。 的 


13，(2011 ,二 (10)(4 分 )) 设 数列 {a,) 单 调 减 少 , 且 lima, 一 0, S, 一 》 wu 无 界 , 则 等 级 


7.6 无 穷 级 数 考研 真题 人 


数 >， an (zz 一 1)" 的 收敛 域 为 
n=1 
(A) (—1,1]; 《BY [— L518 (C) [0,2); DY 0521; 


考点 与 解法 : 求 收敛 域 . 由 已 知 可 知 : 2 a, 是 正 项 级 数 ， 2 发 散 ,而 >， (一 ra， 


收敛 ,显然 >， az" 收 敛 域 是 [一 1,1), 所 以 一 1 和 xz 一 1 一 1。 
n=1 
14. (2012, 三 (17) (10 分 )) 求 宕 级 数 》) He 的 收 伍 域 与 和 瑞 数 。 
n=1 
4722 十 472 十 3 2 
Dr 2n 十 1 十 二 十 了 :分 为 两 个 


考点 与 解法 : 求 和 函数 。 将 智 级 数 的 系数 拆 开 


震级 数 , 求 出 两 个 寡 级 数 的 和 函数 。 


1 
15. (2013 ,一 (3)(4 分 )) 设 函数 f(x)= y= ?| fx)sinnrrdr ,sn 一 1,2，…， 


二 
了 


令 S(zx) = 2 b,sinnxz, 则 s(-2)= 训 
3 1 三 业 ， 三 和 
(A) A (B) A 《C) 二 (D) 1° 
考点 与 解法 : 以 2 为 周期 的 函数 的 傅 里 叶 级 数 在 一 点 级 数 的 和 。 正 弦 级 数 , 奇 延 拓 , 画 
出 一 个 周期 (一 1,1] 上 的 函数 图 像 。 
3,ai 王 1,a,: 一 12 一 1)a, 一 0， 


16. (2013 ,三 (16)(10 分 )) 设 数列 {a,} 满 足 条 件 : ao 


S(z) 是 宕 级 数 》) az" 的 和 函数 。 
(iD 证 明 : SCz) 一 SCz) 一 0; (ii) 求 SCz) 的 表达 式 。 
考点 与 解法 : 验证 和 函数 满足 方程 . 求 二 阶 线性 常 系数 齐 次 方程 的 解 。(i) 求 和 函数 的 
二 阶 导数 ,利用 已 知 条 件 得 到 (i); (iD 解 方程 ,确定 初始 条 件 , 求 特 解 。 
17. (2014, 三 (19)(10 分 )) 设 数列 {a,),{b,) 满足 : 0 天 o 到 3 ,0 一 久 坪 2 cosah 


Qn 


cosb,, 且 级 数 》 收敛 .证明 
GD limar =0; (iD 级 数 > 生 收 全。 
考点 与 解法 : 证 明 数 列 极限 等 于 0 和 级 数 收 剑 。(i) 由 oa, 一 cosa, 一 cosb, 二 0, 得 到 0 一 ao， 


<b, ,根据 2 bo 收敛 ,得 到 2 a 收敛。 


..、an COsan— COSb, _ cosa,— cosb, 
(ii) 太 到 下 多 南 
18. (2015, 一 (3)(4 分 )) 设 级 数 > ,au 条 件 收 笋 ,在 zx = V3 与 x 二 3 依次 为 军 级 数 


Dnas(z 一 1)" 的 o 
n=1 
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(A) 收敛 点 ,收敛 点 ， (B) 收敛 点 ,发 散 点 ; 
(C) 发 散 点 ,收敛 点 ; (D) 发 散 点 ,发 散 点 。 


考点 与 解法 ， 求 霉 级 数 的 收 剑 半径 和 收敛 域 . 根据 了 a, 条 件 收敛 , 知 Y ms (zx 一 1)” 
收 伍 半 径 为 1, 收敛 区 间 为 (0.2)。 二 本 

19. (2016, 三 (19)(10 分 )) 已 知 函数 f(z) 可 导 , 且 F(0) = 1,0 二 广 (z) 一 二 小 , 设 数列 
{z,) 满足 zw = f(x,) ,证 明 : 

CD 级 数 > (zi 一 zx,) 绝对 收敛 ; (ii limz, 存 在 , 且 0<limz, <2。 

考点 与 解法 ， 十 明天 收 证 明 雪 列 收 各 一 需 的 人 人 


| 二 区 发 2 | | < 四 za| 二 … 二 -= 二 二 | zz =i|s 
和 用 (D 的 结论 ,部分 和 数列 才 和 ,和 到 lisa, 丰 在， (ii) 根 据 递 推 关 系 
0=<zm = f(x)—f(0)+1 = fz, +1< 二 .+1 0 


2% 二 3 
(2n 二 1)1 
(A) sin1 十 cos1; (B) 2sinl+cosl; (C) 2sin1 十 2cos1; (D) 2sin1 十 3cosl 。 
考点 与 解法 : 求 数 项 级 数 的 和 。 将 级 数 表示 为 


~ ， 27 十 3 SS ， 2z 十 1 ,~ 2 
2 "ont I 2 DD ont 2 D" aap 
利用 构造 震级 数 法 求 级 数 的 和 。 
21. (2019 ,一 (3)(4 分 )) 设 {u) 是 单调 递增 的 有 界 数列 , 则 下 列 级 数 收敛 的 是 ( ) 


20. (2018, 一 (3) (4 分 )) 级 数 2) (一 1)" 的 和 (  ) 
n=0 


(A) 3 (B) Di, 

(C) (1 二); (D) Dn 一 加。 
考点 与 解法 : 判断 抽象 级 数 的 敛 散 性 。 利用 举 反例 ， 排除 方法 。 
22. (2019, 二 (11)(4 分 )) 求 宕 级 数 二 x" 的 和 函数 。 


考点 与 解法 : 求 和 函数 。 将 所 求 级 数 转化 为 已 知 级 数 , 求 和 函数 ,。 

23. (2019 ,三 (17)(10 分 )) 求 曲线 > 一 e ”sinz(zx 宇 0) 与 x 轴 之 间 图 形 的 面积 。 

考点 与 解法 : 求 无 穷 限 反常 积分 , 求 数 项 级 数 的 和 。 将 图 形 的 面积 表示 无 穷 限 反常 积 
分 ,再 将 积分 表示 为 数 项 级 数 , 求 数 项 级 数 的 和 。 


二 、 无 穷 级 数 考研 数 三 真题 分 布 ,考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 无 穷 级 数 在 考研 数 三 真题 共 出 了 23 道 题 , 题 型 分 
布 在 : 
1. 判断 级 数 的 敛 散 性 : 共计 11 个 题 ,分 布 在 2003 年 ,2004 年 ,2005 年 ,2006 年 ,2011 
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年 ,2012 年 ,2013 年 ,2015 年 ,2016 年 ,2017 年 和 2019 年 。 


2. 求 寡 级 数 的 收敛 半径 .收敛 区 间 收敛 域 : 共计 2 个 题 ,分 布 在 2009 年 和 2017 年 (i)。 

3. 求 和 函数 : 共计 7 个 题 ,分 布 在 2003 年 ,2004 年 ,2005 年 ,2006 年 ,2014 年 ,2016 年 
和 2017 年 (ii) 。 

4. 求 数 项 级 数 的 和 : 共计 2 个 题 ,分 布 在 2008 年 和 2019 年 。 

5. 将 函数 展 成 寡 级 数 : 共计 2 个 题 ,分 布 在 2007 年 和 2018 年 。 

1 无 穷 级 数 考研 数 三 真题 题 型 分 析 

1. 判断 级 数 的 敛 散 性 : 2003 年 ,2004 年 ,2005 年 ,2006 年 和 2011 年 考 了 利用 级 数 性 
质 ,判断 有 关 级 数 性 质 的 正确 性 ;2012 年 考 了 交错 级 数 收敛 ,参数 所 满足 的 条 件 ;2013 年 考 
了 级 数 收敛 性 质 以 及 级 数 收敛 条 件 ;2015 年 考 了 判别 四 个 数 项 级 数 敛 散 性 ;2016 年 考 了 判 
别 任意 项 级 数 的 收敛 性 ;2017 年 考 了 已 知 收敛, 确定 未 知 常 数 ;2019 年 考 了 讨论 抽象 级 数 的 
敛 散 性 。 

2. 求 收敛 半径 .收敛 区 间 ,收敛 域 : 2009 年 考 了 求索 级 数 的 收敛 半径 ;2017 年 考 了 震级 
数 系数 未 知 , 仅 仅 给 出 递 推 公式 , 求 收敛 半径 。 

3. 求 和 函数 : 2003 年 ,2006 年 ,2014 年 和 2016 年 考 了 用 转化 法 求 和 函数 ;2004 年 考 了 
建立 方程 , 解 方程 法 求 和 函数 ;2005 年 考 了 拆 分 ,利用 转化 法 求 和 函数 ;2017 年 考 了 证 明和 
函数 满足 某 个 方程 ,并 求 和 函数 。 

4. 求 数 项 级 数 的 和 : 2008 年 考 了 由 实际 问题 ,建立 数 项 级 数 , 并 求 数 项 级 数 的 和 ;2019 
年 考 了 利用 等 比 级 数 求 数 项 级 数 的 和 。 

5. 将 函数 展 成 寡 级 数 : 2007 年 考 了 将 函数 表示 为 两 个 一 次 分 式 的 和 ,利用 公式 展 成 泰 
勒 级 数 ;2019 年 考 了 将 函数 展 成 究 级 数 , 求 其 系数 。 

2 无 穷 级 数 考研 数 三 真题 


1. (2003, 二 (3)(4 分 )) 设 包 一 二 (ww 十 |a, | ) ,gq, 一 去 (a 一 1a | ) , 则 


CA) 着 忆 a 条件 收 化 , 则 pp, 与 局 g 部 收 人， 

(8) 者 之 绝对 收敛, 则 ps sD g, 都 收 化 ; 

(C) 3 去 条 件 收敛, 则 成 SD q, 伊 散 性 不 确定 ; 

(D) 者 D> 绝对 收敛 ， 则 > p, Ep 敛 散 性 不 确定 。 
考点 与 解法 ， 判 别 级 数 倒 散 性 ”利用 绝对 收 得 和 条 件 收敛 的 定义 和 性 质 。 


2. (2003, 六 (9 分 )) 求 宕 级 数 1 十 3 Cy 于 (1z| 三 1) 的 和 函数 f(x) 及 其 极 值 。 


考点 与 解法 : 求 和 函数 ,及 和 函数 的 极 值 。 求 导 , 化 为 等 比 级 数 , 求 和 ,再 积分 ; 求 和 也 
数 的 极 值 。 
3. (2004, 二 (10)(4 分 )) 设 有 以 下 命题 : 


A ek 


CD 著 六 (Cos 二 wo) 收 化 , 则 Dw 收敛， 
(2) 若 > ww 收敛 , 则 > wrroom 收敛 ; 
(3) 车 lim 和 全 筷 1. 则 > us 发 散 ; 


(4) 者 风 Cu 十 ww) 收敛， 风 袜 un vw, 都 收敛 。 


则 以 上 命题 中 正确 的 是 ， 
(A) (1)(2); (B) (2)(3); (C) (3)(4); (D) (1)(4)。 
考点 与 解法 : 判别 级 数 敛 散 性 。 人 
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4. (2004, 三 (19)(9 分 )) 设 级 数 23% 和 一 十 二 一 十 …( 一 co 之 x 过 十 0) 的 


Tax4X6 1 XIX6XE 
和 函数 为 SCz) , 求 : 
(i) S(z) 所 满足 的 一 阶 微分 方程 ; (ii) SCz) 的 表达 式 。 
考点 与 解法 : 建立 方程 , 解 方程 ,求索 级 数 和 函数 。 建 立 微分 方程 , 求 方程 的 解 。 
5. (2005, 二 (9)(4 分 )) 设 ov>0， 车) 0 发 散 , > (一 Ja 收敛 , 则 下 列 结论 正确 
n=1 n=1 
的 是 


(CA) 若 》 on， 收 化 , 则 as, 发散， 〈B) 阁 Daw 收 全, 则 a 发 散 ， 


(C) 3 (ax 十 ax) 收敛 ， (D) (as 一 az) 收敛 。 
考点 与 解法 ,判别 级 数 伍 散 性 。 根 据 收 策 级 数 定义 和 性 质 。 
6. (2005, 三 (18)(9 分 )) 求 考级 数 3 ( 面 和 一 1 jx* 在 区 间 ( 一 1， 1) 内 的 和 函数 


S(z), 

考点 与 解法 : 求 和 函数 。 拆 分 ,表示 为 两 个 级 数 的 和 ,一 个 是 等 比 级 数 ,直接 得 到 和 函 
数 ; 另 一 个 乘 以 变量 x 后 , 求 导 , 转 化 为 等 比 级 数 。 

7. (2006, 二 (9)(4 分 )) 题 目 同 上 小 节 5. (2006 ,二 (9)(4 分 )) 题 。 


8，(2006, 三 (19)(10 分 )) 求 宕 级 数 >) 二 一 x” 的 收敛 域 及 其 和 函数 S(z)。 


考点 与 解法 : 求 和 函数 。 将 客 级 数 提取 变量 zx, 二 次 求 导 , 化 为 等 比 级 数 , 求 和 ,再 两 次 
积分 。 


9. (2007 ,三 (20)(10 分 )) 将 函数 f(x) 二 


敛 区 间 。 

考点 与 解法 : 将 函数 展 成 泰勒 级 数 。 公 式 法 : 将 函数 表示 为 两 个 一 次 分 式 的 和 ,捆绑 
Zz 一 1, 变 成 公式 形式 ,利用 公式 。 

10. (2008, 三 (19)(10 分 )) 设 银行 存款 利率 为 > 一 0. 05, 并 依 年 复 利 计算 。 某 基金 会 希 
望 通过 存款 A 万 元 实现 第 一 年 提取 19 万 元 ,第 二 年 提取 28 万 元 ,…… ;第 年 提取 


二 天 一 展 成 < 一 1 的 短 级 数 ,并 指出 其 收 


7.6 无 穷 级 数 考研 真题 人 


(10 十 9n) 万 元 ,并 能 按 此 规律 一 直 提 取 下 去 , 问 A 至 少 应 为 多 少 万 元 ? 
考点 与 解法 : 建立 级 数 ,并 求 和 。 根 据 实际 问题 的 具体 意义 , 写 出 第 年 提取 的 量 ,最 
后 将 问题 表示 为 级 数 , 求 和 。 


11. (2009, 二 (11)(4 分 )) 求 里 级 数 》) 对 一 和 的 收敛 半径 。 
n=1 


考点 与 解法 : 求索 级 数 的 收敛 半 径 。 用 系数 求 半 径 ,可 用 比值 法 或 根植 法 。 
12. (2011, 一 (3)(4 分 )) 设 {u,) 是 数列 , 则 下 列 命题 正确 的 是 


(A) 若 3 收 全 , 则 Cm 十 zz) 收敛; 
(B) 着 DC 十 zz) 收 策 , 则 六 收敛 ; 
CO 着 忆 we 收 敏 , 则 (wo 一 wn) 收 全 ， 
(D) D3 (uz 一 wan) 收敛 ， 则 > us 收敛 。 
考点 与 解法 判别 级 数 的 仇 散 性 。 根据 收敛 级 数 性 质 和 定义 。 
13. (2012, 一 (4)(4 分 )) 已 知 级 数 py (—1)” msin 去 绝对 收 全 ,级 数 >， CD 去 


条 件 收敛 , 则 


(A) 0<a< 评 ; (B) <e<1; (C) 1<a<3; (D) <a<2, 
考点 与 解法 : 条 件 收敛 和 绝对 收敛 定义 。 第 一 级 数 绝对 收敛 和 第 二 个 级 数 条 件 收敛 ， 
得 到 a 的 取 值 范围 。 


14. (2013 ,一 (4)(4 分 )) 设 {a,) 为 正 项 数列 ,下 列 选项 正确 的 是 
(A) 若 w >am 则 加 1 一 au 收敛; 
(B) 阁 六 (一 Jo 收敛 , 则 wo 二 ai 
(C) 者 之 an 收敛 , 则 存在 p 二 1, 使 limnra, 存 在 ; 
(D) 若 存在 户 > 1, 使 imma, 存 在 ， 则 Do 收敛。 


考点 与 解法 : 判别 级 数 敛 散 性 。 根据 收 策 级 数 的 定义 和 性 质 。 

15. (2014, 三 (18)(10 分 )) 求 宕 级 数 Dardotar 的 收敛 域 及 和 函数 。 

考点 与 解法 : 求 震级 数 的 和 函数 。 转化 法 ， 用 一 个 等 比 级 数 求 导 后 转化 为 所 求 级 数 。 
或 将 其 表示 为 两 个 级 数 的 和 (n+ Dt+3)z" = 3 az 十 Da 二 3 (人 十 1)z"， 分 别 


求 出 和 函数 。 
16. (2015 ,一 (4)(4 分 )) 下 列 级 数 发 散 的 是 


(A) > 也; (B) 二 um 人 (+ 二 )， 
2 2 

Ld hk Sv ll 
全) 一 (D) 之 加。 


考点 与 解法 ， 判别 级 数 敛 散 性 。 利 用 判别 级 数 剑 散 性 的 方法 : A 用 根植 法 ,B 用 转化 
'C 用 拆 分 法 ,D 用 比值 法 。 


17. (2016 ,一 (4)(4 分 )) 级 数 Sl +t， 上 为 常数 ， 


(A) 绝对 收敛 ; (B) 条 件 收 敛 ; 
(C) 发 散 ; (D) 敛 散 性 与 & 有 关 。 
考点 与 解法 : 判别 级 数 敛 散 性 。 根据 1 < 吉 ， 


Mn Fl n(nt+1)( < 
应 用 比较 判别 法 ,绝对 收敛 。 
18. (2016 ,三 (19)(10 分 )) 求 宕 级 数 3 5 的 收敛 域 和 和 函数 。 
考点 与 解法 : 求 宪 级 数 的 和 两 数 。 两 次 求 导 ， 变 为 等 比 级 数 ,得 到 和 函数 ,再 二 次 积分 。 
19. (2017 ,一 (4)(4 分 )) 若 级 数 三 [sn 二 -An(1- i)] 收敛 , 则 = 
(A) 1; (B) 2; (C) 一 1; 《BD) 一 各 


考点 与 解法 : 收敛 级 数 的 必要 条 件 。 一 般 项 sin 十 一 An 人 1 一 二 ] 是 十 的 高 阶 无 穷 小 ， 


Pp i 
即 lim Se An 人 1 n ) i sinz—kln(1—zx) 


no 一 十 co 4 


n 


0。 


20. 〈2017 ,三 (19)(10 分 )) 设 oo 王 1,a 一 0,an+l = as + es), Sz) 是 考级 数 
泥 anz" 的 和 函数 。 证 明 : 
n=0 


GD >)auz" 的 收敛 半 径 不 小 于 1; 


Ki (1 一 z)S'(z) 一 xS(z) 一 0, 一 1 二 x 二 1, 并 求 出 和 函数 的 表达 式 。 

考点 与 解法 : 证 明 千 级 数 的 收敛 半径 小 于 1; 证 明和 函数 满足 某 个 微分 方程 , 求 寡 级 数 
的 和 函数 。(i) 推导 出 w 二 3 (一 TD)t <e (iD 验证 (1 一 z)S'(z) 一 zS(Cz) 一 0， 
解 微分 方程 , 求 和 函数 。 

21. (2018 ,三 (18)(10 分 )) 已 知 cos2z 人 pe 1 二 zx 二 1), 求 a,。 

考点 与 解法 : 将 函数 展 成 麦克 劳 林 级 数 , 求 级 数 的 系数 。 将 两 个 函数 分 别 展 成 麦克 劳 
林 级 数 , 合 并 ,从 而 得 到 短 级 数 的 系数 。 


22，(2019, 一 (D04 分 )) 车 > ws 绝对 收敛 , > 也 条 件 收 俩 , 别 


7.7 ”本章 练 习题 答案 与 提示 多 


CA) Do 条 件 收 全 ， (0B) wv 绝对 收 全 ， 
(C) Do 十 vw) 条 件 收敛 ; (D) De 十 vw) 绝对 收敛 。 


考点 与 解法 ， 讨论 抽象 级 数 的 敛 散 性 。 利用 收敛 级 数 的 性 质 或 反例 排除 法 。 
23. (2019, 三 (18)(10 分 )) 题 目 同 上 小 节 23. (2019, 三 (17)(10 分 )) 题 。 


@7;7_ 本章 练习 题 答案 与 提示 


练习 题 7-1 答案 与 提示 


1. (1) 收敛 。 提 示 : 二 ~ (2) 收敛 。 提 示 : 十 aretan 十 和 ~ 十 。 
二 2 二 (一 D*" 11， 

(3) 发 散 。 提 示 : 1 cos 万 ~ 站 。 (4) 收 系 。 提 示 : 一 55 (4 ) ls 
(5) 收 分。 提示 ; 9) 二 =o (去 ): (6) 发 散 。 提 示 : 一 一 ~。 

n nn nn 7 
(7) 收 傻 。 提示: 一 上 一 ~ 十。 (8) 发 散 。 提 示 : 江 一 1 一 工 lna。 

ntl nz 于 
(9) 收敛 。 提 示 : 实质 是 求 az 十 a-* 一 2 关于 工 高 阶 无 穷 小 的 阶 数 ,可 以 证 明 ar 十 a-< 一 2 一 (zlna): 。 
(Cl0) 收敛 。 提 示 : ln 号 士 1 一 In 证 计生 )= 二 后- 二 。 
(QD 收 策 。 提 示 ， 一 Incos 到 一 一 In [1+ (cos 到 1)]~1-eos 到 ~ 至. 去， 


(12) 收敛 。 提示: ln n>e (n>e),(n mm 之 em 一 到 < 


(lnz)m x 


1 llnn 
(13) 收 化。 提示 : = 守 一 和 ~ 了 部。 
0 
~ Vntl—Vn | 
14) 收敛 。 提 示 ， 一 本 二。 
ee n nC(Vnt1li+Vn) 2 区 


nV 本 二 
2. (1) 收复 ，limA/ (元 和】 一 Im 一人。 2) 收 修 。 lm/ 2 lm 172"TF1™ 2 
tt 
(3) 发 散 。 lim lim 


i nl 3 
lm GD /mm 3 lm 


el 5 
(4) 收复 。limA/ 王 二 2 二 一 二 lm YT 二 w 二 1 一 十 <1。 


(5) 当 0<z<e 时 , 收 俩 ; 当 z>e 时 ,发 散 ; 当 ze 时 ,由 于 (1 十 二 】 单 调 弟 增 ,于 是 (1+ 广 】 <e; 所 


| 一 


以 各 He (1 十 十】 >1, 从 而 有 limw 0 故此 时 级 数 发 数 。 
(6) 发 散 。 提 示 。 一 般 项 极限 不 是 零 。 


limaatl 一 1i (za 十 1)! ! 1 
(7) 收 化 。Jim oa mtb /Tn lm <1. 


(8) 发 数 。lims/" (各 天) =limwsin 于 ==x>1。 (9) 收 策 ，limA/ 和 一 二 。 


< 第 7 章 无 穷 级 数 _ 


+1 


(10) 收 伍 。 lim (3) (于 ) lim(1+ = ee [| =1<1, 


十 2 = 人 7 十 2 ?十 2 


3. (1) 绝对 收敛 。 提 示 : 


sinnt| 一 1 二 < 
< (2) 发 散 。 提 示 : limu = lim(—1) AHI* 0 
(—D" 1 Sa! 
了 | = 习 南 , 珀 十 入 才 


但 一直 单调 吕 减 极限 为 零 ,所 以 >) (= 收 笋 ,当然 条 件 收 化 ; 当 力 > 1 时 ，> 15 村 


而 六 二 收 伍 , 即 绝对 收 红 。 
1 


(4) 条 件 收敛 。 提 示 : 2 | D"sin 二 | 2 sn 于, 且 sin 开 一式 ,2 区 发 散 。 由 于 央 一 sin 工 


nl nl 


单调 递减 .极限 为 零 ,所 以 2 (一 1)"sin 下 收 丝 , 即 条 件 收敛 。 


~ (一 Do 十 由 (一 D)"” 1 SN (一 1)" 名 轩 ] 
(5) 发表。 提示 :一 和 二 六 ,而 人 收敛 ,2 发散 ,根据 收敛 级 数 的 性 质 ， 


其 和 为 一 般 项 的 级 数 发 散 。 


《6) 发 散 。 提 示 : limu, 二 lim( 一 1)" 让 < 


(7) 绝对 收 仇 。 提 示 : > ee (7) 


了 (和 am (1) -二 扣 1- 


号 < 1 所 以 绝对 收 伊 。 


未 : TD CD" 
(8) 。 站 a 1 ) 2 ， > 
人 rE | 5 


3 于 二 1 i 
TT ~ 去" 所 和 所 入 ! 但 一 十 友 站, 机 


限 为 零 ， 所 以 ) 了 后记 收 次, 即 条 件 收 伏 。 


(9) 条 件 收 伍 ,提示 ， 源 一 1 一 e 生 一 1 ~ me ,级 数 > Inn 发 散 ,而 { 1) 单调 递减 ,极限 是 0, 所 以 
nl 


级 数 》) (一 1)"( 沈 一 1) 收敛, 从 而 条 件 收效 。 


010) 条 件 收 贫 。 提示， sin (nr 十 i (—D"sin 击 了 ， 交错 级 数 了 (一 1)"sin 条 件 收 化 。 


4. 提示: 正 项 级 数 , 由 于 你 一 全 -< 人 3 一 中 -一 二 ,级 娄 前， 项 和 工 < 二 一 二 十 二 二 二 


SS SS- S, ”SS 5S S 
| 


5 一 站 = 二 一直 < 本, 部 分 和 数列 有 上 界 ， ,级 数 收 敛 。 


元 一 0, 所 以 lman 一 ,于 是 级 数 2 esp 


5. 提示 :用 反 证 法 。 阁 也 ) 


Dp 的 一 般 项 比 的 极限 等 于 1, 因 此 两 正 项 级 数 具有 相同 的 敛 散 性 ,于 是 级 数 > 收 仑 ,矛盾 。 


n=l n=l 


6. 提示 : 由 于 ， 所 以 此 级 数 的 前 nn 项 和 


ln 1 
(1 十 aa)…(]1 十 ao) (lt+a Ta (1 十 aa)…(1 十 as) 


1 1 1 I 
T, 1 十 aa (UE * 有 上 界 , 所 以 级 数 收 你 。 


7.7 本 章 练习 题 答案 与 提示 从 


7. 提示 : 了 (一 1)" 呈 十 各 十 十 es 是 交 错 级 数 , 于 是 只 需 证 明 一 般 项 满足 ; (1) 单 调 递减 ; (2) 极 限 


n=l 


a 一 一 


是 零 。 事 实 上 ,lim w, 一 lim lim “+ 0; 另 外 ,由 as 之 0,a, 这 ati, 很 容易 验证 


a tat "十 oa 十 aa taste Si 


8. i 1, 得 到 f(0) 二 0,/(0) 二 1。 根 据 (zx) 的 连续 性 ,得 到 (x) 之 0,zEU(0)。 于 是 


/ (二 ) 间 调 间 减 cp>ND, 且 limy (十) 一 0, 根 据 某 布 尼 区 判别 法 知 级 数 了 (一 1)"/ (十 ) 收 俩 ,而 


/( ;) 10 = 二 ~ tm (2) 发 散 。 


练习 题 7-2 答案 与 提示 


1. (1) 收敛 半径 R=1, 收 敛 域 (一 1,1)。 (2) 收敛 半径 RR 二 1, 收 敛 域 [一 1,1]。 
(3) 收敛 半径 RR 二 oo, 收 敛 域 (一 co ,co)。 (4) 收 伍 半 径 R=1, 收 敛 域 [一 1,1]。 


(5) 收敛 半径 及 一 1 收敛 域 [0,2)。 (6) 收 全 半径 R= 言 , 收 钱 域 (一 言 , 言 )。 


(7) 收敛 半径 尺 =1, 收 敛 域 [一 1,1)。 (8) 收敛 半径 R= 二 3, 收 敛 域 [ 一 3,3)。 
2. 收敛 半径 尺 =1, 收 敛 区 间 ( 一 2,2)。 
3. 收敛 半径 尺 ==1, 收 敛 区 间 (0,2) ,收敛 域 [0,2)。 


练习 题 7-3 答案 与 提示 


1 0) 一 InGl 一 D，zE[ 一 1,D)。 提 示 : 令 SCz) 一 了 ) 于 , 求 导 S'(z) 一 > zm 一 二 ,再 求 积分 
nl 


S(z) = S(z) — S(0) [ swar 『 二 
v= 


= _ 示 。 SS pr | 
(2) TvzE( 一 1,1)。 提 示 : 由 于 2 二 ' 求 导 > nz Ty7' 责 乘 交 量 z。 
——in(1—2), zxE( 一 1,0)U(0,1)， | 9 
(3) | Ea ” 提示 : 令 S(z) 一 > ) 下 一, 同 乘 z 得 到 zxS(z) 一 >) 三-， 
0， Z 一 0。 ml 


SS 2 的 1 
求 导 [zS(Cz)] 22 mr 了 ,积分 zx5(z) | lnG1 一 好 )，SCz) 一 一 去 InG1 一 好 )。 当 


Z=0 时 ,有 S(0) 一 0。 


(4) z 十 (1 一 z)ln(1 一 z),zE( 一 1,1)。 提 示 : 令 SCz) 2 a 二 则 S'(z) 一 Di, 


nl 


两 次 积分 ,可 以 求 得 SCz) 。 


(5) [ ze (一 1,1)。 提 示 ， 根 搓 二 ' 则 Dm" 本 "同和 变量 z，》) ne" 一 
PS i oh 
可 7 再 一 次 求 导 Dy 一 一 


n=l 


要 加 
(6) 所 arctanz + Darctanz XTE[ 一 1,1]。 提 示 : 


性 ml 


与 ad Re 
2 中 《2n) 一 1 2 (2n 一 1)(2n 十 1) 


n=l 


2ntl 


的 无 穷 级 数 
本 aa PE 
二 3 2z 十 1 下 5}: 


n=1 n=l 


分 别 求 出 两 个 备 级 数 的 和 函数 。 

0) 二 二 盖 InG1 一 zD),zE( 一 1,1)。 提 示 ， 了 + 六 mr" 十 了 王 ， 分 别 求 出 两 个 因 级 数 
的 和 函数 。 2 

(8) 一 nhQ1 一 起 十 冲 二 S57;zE (一 1,1) 提示: Strtl 一 一 二 了 本， 分别 来 
出 三 个 备 级 数 的 和 函数 。 


2. (1) 1。 提示: 构造 等 级 数 


n=l 


We od $k hn a 


n=1 n=l n=l nl 


| sk ok 
机 和 上 一 工 一 1， 则 六 5 十 Ti ， 再 求 导 


和 mtD! x oe 
1 (一 D* yn _ (一 1D*" sn 二 
(2) 可 ln2 十 二 天. 提示 : 构造 办 级 数 > 全 和 < ' 令 SD 一 之 I 则 SCz) 


六 一 D"z™ 一 过 二 两 边 积分 ,根据 S(0) 二 0, 得 到 ( 详 见 例 3.7(10)) 


n=0 


二 Wi | i Bet sha 下 = Ea 
S(z) =S(z) — SC0) | | dz 十 | 二 dz 


| 
一 一 到 nz = oreten( 


1 
= 二 1 a 
et+1l 


取 z 一 1, 则 SC) 一 十 In2 十 -到 


3 
工 
(3) 3。 提 示 : 等 比 级 数 》) 二 zzr: 一 一 2 一 一世, 求 导 后 , 取 z 二 1。 
pr 1 一 开 = 
2 
= (= (—D" 
(4) 号 一 全 mn 号 。 提 示 : 2 i 了 ;+ ?5)， 构造 两 个 震级 数 
2 re zz 和 和 +， 求 它们 的 和 函数 ,再 取 zx 二 1。 
了 
(5) 于 (cosl 一 sinl)。 提示 : > ty at Di Sine We C27 Fi "一 于, 求 


anr1 Tcos 并 一 sin 并 pe 
3 1) i 0 除 2, 取 工 一 1。 


n=0 


6) 3 提示 ， 等 比 级 数 >) 二 1 zeta 一 


mm1 k 


4 


3. 和 函数 S(z) 一 ] 一 = 一 jz。 提 示 : 议 Da 中 二 S(x),(1) 证 明 级 数 在 | 工 | 二 去 收效。 由 aa = 


nl 


十 ar 有 于 oi 1 十 lim el。 令 lim St 一 z, 则 工 1 十 去 ， 解 得 


n 站 mm ln mm an me Qn 


二 GyB) 之 2 所 以 R 一 了 > 二 ,所 以 级 数 在 |z| < 于 收 策 。 


(2) 求 和 函数 。 由 于 an+il 一 as 十 au-l,* 所 以 antiz" 二 anr" 十 an-17", 于 是 


bp anz" 一 3 Cutz "十 bp da = 2 Wn ai， 


n=l n=l n=l n=l n=l 
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= 
I 


所 以 S(z) 一 1 一 zSCz) 十 zzSCz), 即 SCz) 一 


4. 令 SC = >) mp , 则 S(z) 满足 方程 S'(z) 一 xS(z) 二 1,S(0) 二 0, 解 方程 得 到 S(x) 一 


wl 


od da, 所 以 msi sD dd. 


wk 


注 [# ”dz 一 [4 “dt 十 C。 


练习 题 7-4 答案 与 提示 
1. (1) DE rr € (一 co, 十 co)。 
= 人 
z 日 CD, 
(2) = 和 fs=!1 = Vt pr 
1 十 三 "0 
2 
| 1 Dm 
(3) sin’z 2 DCOs27 2 十 之 202n)1 I" ,TE (—0,+o0)。 
JT 1 oC—1)"—l1 
《全 让 人 于 [nd 十 国 一 nd 一 oD] > De 一 11)。 


0 


sint _ 1 ~ 各- 一 并 SS P| 本 
(5) 轩 DD tt DD nD 轴 求 定 积分 


t n=0 ne-0 


< sint 避 zt 
| Pd TD TD *E (oo 十 oo) 


n=0 


e—l dl nl n 本 
让 ( 写 ) 3 pr TT 2 mtr 所 (一 co 十 co)。 


nl nm2 


1 一 cost _ WT 一 TD | 和 SN (一 1 一 ! 
= 1 Can J . 


下 下 和 1 和 
字 二 xz 二 2 人 二 | s| 2 2 Dz") 


n=0 


by } ( D™! er) ze (一 1,1)。 
eT 


2. (1) Inz=In[1+(z—1)]= >) 和 (z—D"™,r € (0,2]。 


et 
| 

竺 ”1 二 ww 4 十 《x 一 1》 2 十 《x 二 入 
DD’ rb Lh 罗 村 三 各 


Zl 


1 


有 


(2) 


n=0 


Si D" S| D",z € (0,2)。 
气 


(3) zln(z 十 1) = ln(z 十 1) 十 (z 一 1D)ln(z 十 1) = 一 InL2 十 (z 一 1)] 十 (z 一 Dln[2 十 (z 一 1)] 


In2+In2(z— D+ 3 CD Dit DC (rz 一 Dr 


A mt 2 pr 
CD)" a CD" a 
ln2 十 In2Cz 一 D) 十 >) pe Cy 


n=0 n=1 


ih Lh a el ) ss 
ln2 寺 (12+ )= 3 Da ]c= D™, zE€ (0,4]。 


2 


< 第 7 章 无 穷 级 数 


ene.es 二 (0 


n=0 


bg = El rc]| 是 [ 己 : D" (z—D"] 


n=0 


= >) Dn(—D™", rE (0,2)。 


n=0 


了 
(6) 求 导 [arctan(z 一 1)] (一 1D)"(z 一 1)2， 再 积分 
I 十 人 二 1 之 


arctan(z 一 1) Te 1)]'dz [D3 D"Cz 一 D2”]dz 


n=0 


= 芝 太 a 一 Dzt， ze (0,2]。 


n=0 


练习 题 7-5 答案 与 提示 


DS nnss IE(-mNn), 取 工 ,得 到 > 于 了 = 


1. sgn 工 


I， 0<zr<x, 
2. ao 一 2r。S(z) 一 4x， Z 一 0， S(2r) 一 r。 
Zz 十 2r， 一 r 魏 z<<0， 


3. 正弦 级 数 xz? :>| 和 1)" 人 ( 公 到 )]sme， ZE [0o,r)s 


气 


“cosnr, xE [0,x]。 


余弦 级 数 z 一 于 + 人 


国 守 二 eh ER 
三 2 si 一 
4. 区 一 工 一 >) 二 sinnrz,zE (0, 台 ;SCz) 一 一 x 一 z， ZE [一 x'0)， 


nl 
0， 王 王 0 


考研 真题 答案 


数 一 真 题 答 案 : 1. 1; 2. f(z) 2 5 罗 一 至 ; 3. Bi 


mm0 mm0 


4。( 一 1,1),F(z) = 2zarctanz 一 ln(1 十 z2) 十 ZE (一 1,1)5 5. D; 


2 


6. f(z) = 村， DE Et 7. y(z) = ze ; 8. (1,5]; 


是 es 
9. f(z) = 1 时 4 二 DD < 10. Ci 11. S, = 


去 'S: = 


1 一 ln25 12. Zarctanr， | 工 | 三 1; 13. C; 14. 收 敏 域 ( 一 1,1), 和 函数 SCz) = 


2 
由 x 上 + 二 mn j= o<lz|<1, 


二 一 二 15. C; 16. S(z) 一 2er 十 e=; 17. 略 ; 18. B; 19. 略 ; 20. Bi; 


3， = 0 


i Do 
2 ey 


数 三 真题 答案 : 1. B; 2. f(D) = 1 一 于 nl 十 盖 )， 1z1 扫 1; 在 z 一 0 处 取得 极 大 值 , 极 大 值 为 1; 3. B; 


7.7 ”本章 练 习题 答案 与 提示 6 


SY eg 
2 (Cii) SCz) 一 一 1; 


4. (i) S(z) 满足 的 一 阶 方程 为 : | 


S(0) 一 0， 
卫 | 
5. Ds 6. a I—z* I*l€ (0D,, yp, 
0, 工 一 0; 
8. [一 1,1],SCz) = 2z?arctanz 一 zln(1 十 zz),zeEe [一 1,1]; 


Le 1 ，( 一 1)" 
9. f(z) 5 [s+ 二 ] = D",z € (一 1,3); 


n=0 


< et 


16, Cy 17. As 18. SC(z)=(1+z)la(l+z)+(1—z)ln(1l—2z) ,rE[L—11)]; 19. Cs 


10. 3980 万 元 ; 11. e 1; 12. A; 13. D; 14. D; 15. (—1,1),S(z) 


20. (i) 略 ,(ii) SCD= 让 -ze( 一 1,1); 


21， 当 n 为 偶数 时 ,qs 一 (一 1) 了 ( 生 一 一 1 为 奇数 时 ,qs 二 (一 "1(n 十 1); 22，B; 


1 
23. 也 十 二 


多 元 函数 连续 、 含 导数、 全 微分 及 其 应 用 


基本 概念 


1. 二 元 函数 的 极限 .连续 、 偏 导数 .可 微 、 全 微分 ; 

2. 极 值 点 , 极 值 . 最 值 .条 件 极 值 ; 

“ 3. 方向 导数 、 梯 度 ; 

“4. 曲线 的 切线 、 法 平面 ;曲面 的 切 平面 、 法 线 ; 曲 线 的 切 向 量 、 曲 面 的 法 向 量 。 


基本 结论 


. 二 元 函数 连续 、 偏 导 存 在 和 可 微 的 关系 ; 
.有 界 闭 区 域 上 的 二 元 连续 函数 性 质 ; 

. 多 元 抽象 复合 函数 的 链 式 求 导 法 则 ; 

. 隐 函 数 存在 定理 

. 驻 点 成 为 极 值 点 的 充分 条 件 。 

基本 方法 

. 计算 二 元 函数 的 极限 ; 

. 证 明 二 元 函数 极限 不 存在 ; 

. 求 多 元 函数 的 偏 导数 ; 

. 求 多 元 函数 的 全 微分 ; 

. 讨论 二 元 函数 的 连续 性 、 偏 导 存在 性 和 可 微 性 ; 
. 求 抽象 复合 函数 的 偏 导数 ; 

. 求 隐 函数 和 ” 隐 函 数组 的 偏 导数 ; 

“ 8. 求 多 元 函数 的 方向 导数 和 梯度 ; 

9. 求 二 元 函数 的 极 值 (无 条 件 极 值 ) ; 

10. 求 多 元 函数 的 条 件 极 值 ; 

11. 求 二 元 函数 在 有 界 闭 区 域 上 的 最 值 ; 
“12. 求 空间 曲线 的 切线 和 法 平面 方程 ; 
“13. 求 曲 面 的 切 平面 和 法 线 方程 。 


wD- 


A 人 wD 
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C3;1 多 元 函数 连续 、 偏 导数 和 全 微分 


一 、 基 本 概念 


定义 1 极限 当 点 (zx,y) 以 任何 方式 趋 于 点 (zo ,yo) 时 ,函数 值 f(x,y) 无 限 趋 于 固 
定常 数 A, 则 称 A 是 函数 f(z,y) 在 点 (zoyyo) 的 极限 , 记 作 ，lim f(z,y)=A。 


I D(zo ea 


定义 2 连续 如 果 ， lim (zy) 二 了 (zo,yo), 则 称 函 数 f(zsy) 在 点 (zo,yo) 处 


连续 。 
或 定义 : 车 本 Jim 区 lim, fzo 十 Ax,yo 十 Ay) 一 了 (zo ,yo)] 二 0, 则 称 函 数 
zx 一 (zyy) 在 点 (zo,yo) 处 连续 。 
定义 3 偏 导 数 设 *=Fz,y), 固 定 y 王 yo, 函数 x 二 f(x,yo) 在 点 x 二 zo 的 导数 ,就 
称 为 函数 x 二 f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 关于 变量 z 的 偏 导 数 , 记 为 
区 a 六 ee (zosyo) 或 zi(zo ,yo0)， 
也 就 是 
af . f(zot Azx,y0) — f(xo,y0) 
dz |r sy) Dn Arz 


类 似 地 ,固定 x 二 xz, 函数 z= 二 f(zo,y) 在 点 y 二 yo 的 导数 ,就 是 函数 > 二 f(z,y) 在 点 
(zo,yo) 关于 变量 y 的 偏 导数 , 记 为 


9f qz 7 / 

而 (zosyo) 或 zy(zxosy0)s 
ay 全 ay i fy(Xos Yo y“To»Yo 
也 就 是 

of 1i (xzoyyo 十 Ay) 一 (CCzoyyo) 
3 im o 
| crm0) Ay0 Ay 


定义 4 可 微 设 函 数 f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 的 某 邻 域 有 定义 ,如 果 全 改变 量 
Az = f(zo 十 Az,yo 十 Ay) 一 (zyo) 一 AAz 十 BAy 十 o(Co) ， 
其 中 p= V(Az)? 十 (Ay)?,A,B 是 与 Az,Ay 无 关 的 常数 , 则 称 函 数 f(z,y) 在 点 (zy ) 可 微 ， 
并 称 线性 主 部 AAz 十 BAy 为 函数 f(z,y) 在 点 (zo,y) 的 全 微分 , 记 为 df (zo, yo)， 
dz(zo ,yo) ,或 dz|(zo,yo), 也 就 是 
dz(Czoyyo) 一 AAzr 十 BAy。 

定义 5 全 微分 

(1) 函数 >=F(z,y) 的 全 微分 : dz 一 产 (z,y)dz 十 六 (zy)dy; 

(2) 函数 > 二 f(x,y) 在 (zo ,yo) 的 全 微分 : dz(zo»Y0)= fi zo,y0) drt fs (xo, yo )dy。 

偏 导数 的 几何 意义 : f; (xo ,yo) 是 曲面 z= 二 f(x,y) 与 平面 > 一 交 线 上 的 点 (zxo ,yo ,zo) 
处 的 切线 关于 xz 轴 的 斜率 。f, (zo ,yo) 具 有 类 似 的 几何 意义 。 

可 微 的 几何 意义 : 函数 f(z,y) 在 点 (xo,yo) 是 可 微 , 则 在 曲面 z= 二 f(z,y) 上 的 点 
(zo ,yo ，zo) 存 在 切 平面 。 
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二 、 基 本 结论 


定理 1( 二 元 函数 连续 、 偏 导 存 在 和 可 微 关系 ) 

(1) 若 f(z,y) 可 微 , 则 f(x,y) 连 续 , 且 偏 导 存 在 ; 

(2) 车 f(x,y) 偏 导 存在 ,f(x,y) 未 必 连 续 , 也 未 必 可 微 ; 

(3) 若 f(z,y) 偏 导 存 在 , 且 偏 导 函 数 连 续 , 则 f(z,y) 可 微 。 

定理 2( 偏 导 和 顺序 无 关 ) ”车 二 阶 混合 偏 导 连 续 , 则 二 阶 混合 偏 导 相等 。 

定理 3( 二 元 连续 函数 的 性 质 ) 

(1) 有 界 性 ”车 二 元 函数 f(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 则 f(z,y) 在 D 上 有 界 , 即 存 


在 M>>0, 使 得 |F(z,y)| 委 M,V(Cz,y)ED。 


(2) 最 值 性 若 二 元 函数 f(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 则 f(x,y) 在 D 上 可 以 取 到 


最 大 值 M 和 最 小 值 r, 即 3 (zi,y1),(zs ,ys)ED 使 得 f(x,y1)==m, f(zxz ys) 一 M。 


(3) 介 值 性 若 二 元 函数 f(x,y) 在 区 域 D 上 连续 , 则 对 Y (zi,y1), (zz,y2)ED 和 


VC: f(zi,y1) 二 Cf(zxs ,ys), 都 存在 点 (zo ,yo)ED, 使 得 f(xo,yo)==C。 


(4) 零点 定理 ”车 二 元 函数 f(z,y) 在 区 域 D 上 连续 ,对 任意 的 (zi ,yw)，(zs ,yz)ED， 


车 f(zi,y1)。f(zz ,yz) 二 0, 则 存在 (zxo,yo)ED, 有 f(xo ,yo) 二 0。 


定理 4( 二 元 初等 函数 的 连续 性 ) ”二 元 初等 函数 在 定义 区 域内 都 是 连续 的 。 
注 由 变量 x 的 一 元 基本 初等 函数 和 变量 y 的 一 元 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 


运算 和 复合 运算 得 到 的 函数 称 为 二 元 初等 函数 。 


有 


lim 
(rz 一 00 十 yy 


三 、 讨 论 二 元 函数 极限 .连续 、 偏 导 和 微分 的 基本 方法 

题 型 1 求 二 元 函数 的 极限 

计算 二 元 函数 的 极限 一 般 都 是 利用 一 元 函数 的 极限 性 质 和 计算 方法 : 
(1) 将 二 元 函数 极限 转换 成 或 看 成 一 元 函数 的 极限 ; 

(2) 放大 和 缩小 ( 放 缩 ), 利 用 夹 晕 法 则 ; 

(3) 原点 的 极限 ,可 以 做 极 坐标 变换 (这 是 求 二 元 函数 极限 特有 的 方法 ) 。 
例 8.1 求 下 列 二 元 函数 的 极限 : 

(1) im 人 zs 六 二 ycos EE (2) 本 十 六 四 


解 (1) 根据 无 穷 小 与 有 界 函数 的 积 是 无 穷 小 , 则 有 


3 


| 业 人 | a 1 
lim 人 es 一 十 ycos 一 |= lim xzsn 一 十 lim ycos 一 一 0。 
(zy 一 (0,0) y 到 (zyy)-(0,0) y (xD (0,0) 妥 


(2) 令 r=rcos0, y= 二 rsin9, 90E[0,27), 则 当 (z,y) 一 (0,0) 时 ,有 一 0, 0 任意 。 于 是 
3 


3 二 
瑟瑟 一 limr(sinag 二 coss0) 一 0。 
0 


题 型 2 证 明 二 元 函数 极限 不 存在 
证 明 二 元 函数 极限 不 存在 有 两 个 方法 : 
(1) 找 一 条 通过 极限 点 的 路 线 (直线 或 曲线 ) 使 极限 不 存在 ; 
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(2) 找 两 条 通过 极限 点 的 不 同 的 路 线 ( 直 线 或 曲线 ) 使 极限 不 相等 。 
例 8.2 证 明 下 列 二 元 函数 在 点 O(0,0) Ty 


Cy fz) = (2) f(z 7)= 


ee 
ze eS 2。 
解 〈1) 当 点 PCz,y) 沿 z 轴 (y= 二 0) 路 径 趋 近 于 O(0,0) 时 ,有 


lim f(x,y)= ZY 


i Se 
eh 人 元 8 十 


当 点 PCz,y) 沿 z 一 y 路 径 趋 近 于 O(0， 0) 时 ,有 


一 0。 


P. 2 
lim f(x,y)= lim ZXy ,一 1 工 1 


1 o 
e000) (Cr D0, oz2 十 六 Ce 二 00 2 十 并 


因此 , 当 PCz,y) 一 0O(C0,0) 时 ， f(x,y) 的 极限 不 存在 ( 沿 不 同 路 线 函数 值 趋 于 不 同 
常数 ) 。 
(2) 当 PCz,y) 沿 y 轴 (z=0) 路 径 趋 于 O(0,0) 时 ,有 


攻 
， rp IT 
lim f(x,y) = lim 0 
《zyy) 一 (0.0) 《zy (0 mr 
z=0 


当 P(x,y) 沿 y= 二 x? 路 径 趋 于 0(0,0) 时 ,有 


2 

ry 1 
lim f(x'y)= lim 一 一 一 一 本 
Gm > (znD>(0,0) T4 十 y FE 


y= y= 


因此 , 当 PCz,y) 一 0(0,0) 时 , f(z,y) 的 极限 不 存在 。 
注 称 ， lim fz,y) 和 2 人“ 是 二 元 函数 的 极限 ,又 称 二 重 极限 ; 称 


(zp) 
lim limf(z ,y), lim limf (zy) 

是 二 元 函数 的 二 次 极限 或 累 次 极限 。 二 重 极 限 与 二 次 极限 是 不 同 的 两 个 概念 ,不 能 相互 代 
蔡 , 有 时 二 重 极限 存在 ,而 累 次 极限 不 存在 ,如 例 8.1(1); 有 时 累 次 极限 存在 ,而 二 重 极限 不 
存在 ,如 例 8.2(1)。 仅 当 二 者 都 存在 时 ,两 类 极限 相等 。 

题 型 3 求 多 元 函数 的 偏 导 数 

求 多 元 函数 在 一 点 的 偏 导数 有 两 个 方法 : 

(1) 定义 法 : 用 偏 导数 的 定义 求 一 点 的 偏 导数 ; 

(2) 公式 法 : 求 出 偏 导 函 数 , 青 求 这 点 的 偏 导 函 数值 。 

例 8.3 求 = 一 z2 十 zy 十 y% 在 点 (1, 一 1) 的 关于 xz 和 wy 的 偏 导 数 。 


解 【公式 法 】 对 变量 zx 求 偏 导数 时 ,把 y 看 成 常量 ,有 入 一 2z 十 y。 同 样 ,对 变量 
3 求 偏 导数 时 ,把 z 看 成 常量 ,有 ?= 一 z 十 2y。 于 是 有 


9z 
9r|ayv 


BE4 
= (2z+»)| 0, =1, 下 |。, = 1 2»)| 


注 ”对 多 元 函数 的 某 个 自 变 量 求 偏 导 时 ,把 “其 他 自 变量 ”都 看 作 常 量 。 所 以 求 偏 导 的 


1l。 


.DD 
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例 8.4 求 函数 


(zz 十 y)sin 二 z2 十 内 天 0， 


(zy) = | 


0， 22 十 风 一 0 
在 点 (0,0) 处 的 偏 导数 。 
解 【定义 法 】 根 据 偏 导数 的 定义 ,有 


. fC(0+Azx,0)— f(0,0) 
F050) lim RE 


limAzsin 1 3 0; 
Ar=0 Ar 


(0,0) = lim L000+ Ay) — f(0,0) _ jimsin 1 (不 存在 )。 
. Ay-0 Ay Ay-0 Ay 


F 是 ,函数 在 点 (0,0) 处 关于 xz 偏 导数 是 0, 关 于 y 的 偏 导数 不 存在 。 
注 ”此 题 的 二 元 函数 是 分 段 函 数 , 不 能 用 公式 法 求 分 段 点 的 偏 导数 。 
题 型 4 求 多 元 函数 的 全 微分 
计算 函数 的 全 微分 或 函数 在 一 点 的 全 微分 有 两 个 方法 : 
方法 1 根据 全 微分 公式 , 见 定 义 5; 
方法 2 利用 微分 形式 不 变性 ,对 方程 两 边 求 微 分 。 
例 8.5 设立 二 “一 sp( 三 ,可 微 , 求 d。 
解 【方法 1] 利用 微分 形式 不 变性 : 对 方程 两 边 求 微分 


2zdz 十 2dz 一 9 [这 juy+ap'd[( 这 ] 9pdy 十 P dz 一 9 ee 


-det (0 Se" 各 
2z 一 9 2z 一 P (2z—g9)y 

【方法 2 利用 全 微分 公式 : 首先 求 出 荆 和 吃 。 对 方程 十 * 一 yp ( 
求 偏 导 , 另 一 个 自 变量 y 是 常量 ,= 是 因 变 量 ,是 自 变量 x 的 丽 数 。 于 是 有 


2 | 22 az ' 人 (三 片 中 1 9x 
z+t2ras = Ply)y a aa， 


所 以 dx 


dy。 


半 ] 两 边 变量 x 


了 oz 27 
解 得 六 一 了 2 


qz 之 FE 4 1 ax 4 1 9z 
2 oF)+m S)( | Pp tay 


。 同 样 ,对 方程 两 边 变 量 y 求 偏 导 , 则 有 


解 得 窒 二 志 多 二 2。 所 以 dz 一 dz 十 中 dy 
I 学 


27 2g 一 ?9 
Dy to doy 3 7 ze 十 CO dy 


9 一 2 2z)y ~” 
注 求 鄞 和 短 , 也 可 用 公式 , 即 设 FCzyvs) 一 习 十 一 yp 三] ,网 
az ay y 
9z 六 9z a 
Ck Fr’” 9y FR 
对 比 这 两 个 解 题 方 法 ,显然 方法 1, 方 程 两 边 求 微分 计算 全 微分 更 简单 些 。 


例 8.6 设 = 一 GD 可 微 ,六 (0) 一 去 ,=< 一/(4zx? 一 y*), 求 dz(1,2)。 


8.1 多 元 函数 连续 、 偏 导数 和 全 微分 人 


解 由 于 dz=f (wdu=f (4r’ 一 y?)d(4zr’ 一 y) = (47 一 y)(8zdzr 一 2ydy) ,所 以 
dz(1,2) = f (0)(8dzr — 4dy) 一 4dz 一 2dy。 


例 8.7 设 z=w ,uu=ln Vz 十 y: ,v= 二 arctan 兰 , 求 dz。 


解 【方法 1] 利用 全 微分 公式 : 首先 求 福 和 窟 ，。 


9z _ 9zAu | 9z gwm my。l1. 2z a 1 (之 
到 
一 吧 SEE 
z+y 5 wd， 
oz _9zg9guk ,gzgu Say Ly 1 ok 
3y Bu By tT Bo Dy (vu™) 2 这 + (wlnu) ee [a 
过 


dz 3zdz t Qe 一 一 ww 3 [( 嫩 yin jdz+t ( 尝 —zlnu jay] 
【方法 2】 利用 微分 形式 不 变性 : 对 方程 两 边 求 微分 
dz = du" = de™ a (Inudo 2 du 


du 一 d(ln Vx’ + y:) 元 Fy 2dr + 2ydy) +t, 
1 -dy — yd dy 一 yd 
dv darctan ] (可 Es > 工 2 


所 以 d= [vn ) det (Yane jdy] & 

注 “当然 本 题 可 以 通过 复合 ,使 其 成 为 二 元 函数 ,再 求 微分 。 

题 型 5 讨论 二 元 函数 连续 性 、 偏 导 存 在 性 和 可 微 性 

讨论 二 元 函数 = jz,y) 在 点 (zo,y) 的 连续 性 、 偏 导 存 在 性 和 可 微 性 的 基本 
方法 : 

1. 连续 性 : 只 需 检验 这 点 的 极限 是 否 等 于 这 点 的 函数 值 ; 

2. 偏 导 存在 性 : 利用 偏 导 定义 求 这 点 的 偏 导 数 ; 

3. 可 微 性 : 利用 可 微 性 的 定义 。 

根据 可 微 的 定义 , 若 全 改变 量 Az 二 f(zo 十 Az ,yo 十 Ay) 一 f(zxo ,yo) 能 表示 为 

Az 一 AAzr 十 BAy 十 o(o)， 
其 中 A,B 是 和 Ax,Ay 无 关 的 常量 ,o= VCAz) 十 (Ay)?, 则 可 微 。 若 可 微 , 则 
A=. (Nm, B= (mm) 

于 是 我 们 得 到 证 明 可 微 的 具体 方法 : 

(1) 计算 偏 导数 f(zo ,yo) 和 f(xo ,yo); 

(2) 计算 Az==f(xo 十 Axsyo 十 Ay) 一 f(xoyy0o) 和 f(xo ,yo)Az 二 fy (zo, yo) Ay; 
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(3) 求 极 限 


lim Az— [fs(xory)Art fy zory)Ay] 
(CArvAy) 一 (0,0) VAz Ay: 
若 极限 等 于 0, 则 f(z,y) 在 点 (xo,yo) 可 微 ,否则 不 可 微 。 
注 根据 可 微 的 必要 条 件 , 若 偏 导数 有 一 个 不 存在 , 则 不 可 微 。 
例 8.8 讨论 二 元 函数 


De Se 友 十 凤 天 0， 


0， 22 十 内 一 0 
在 点 (0,0) 处 的 连续 性 、 偏 导 存在 性 和 可 微 性 。 
解 ”首先 讨论 连续 性 。 令 z==rcos9,y 二 rsin9, 则 有 


2 
lim f(xy = lim ss = limrcos’0sing = 0= f(0,0)。 
(zy >(0,0) 《zy) 一 (0,0) T 十 y m0 


根据 连续 定义 ,函数 f(x,y) 在 点 (0,0) 处 连续 。 

其 次 讨论 偏 导 存在 性 。 根 据 偏 导数 的 定义 ,有 

fC0,0) lim /0+ Sx:0) — /0,0) 

类 似 地 得 到 了 (0,0) 二 0, 所 以 函数 f(z,y) 在 (0,0) 点 的 两 个 偏 导数 都 存在 。 

最 后 讨论 可 微 性 。 根 据 验 证 可 微 的 具体 方法 ,选取 Az 一 Ay 路 径 使 o>0, 则 有 

, Az—[fF(0,0)Az+ fC0,0)Ay] _ AzzAy 

p Rr HA TO 
于 是 ,函数 < 二 了 f(x,y) 在 (0,0) 不 可 微 。 

例 8.9 讨论 二 元 函数 


0。 


f ) (zz y:)sin Fy z2 十 多 天 0， 
Zy) 一 2 


0， 2Z2 十 多 一 0 
在 点 (0,0) 处 的 连续 性 、 偏 导 存在 性 和 可 微 性 。 
解 ”首先 讨论 连续 性 。 由 于 


lim f(xy) = lim (zy)sin = 
(x1 (0,0) (Cry 一 (0,.0) Ee ok 


根据 连续 定义 ,函数 f(x,y) 在 (0,0) 点 连续 。 
下 面 讨论 偏 导 存在 性 。 根 据 偏 导数 的 定义 ,有 


=0= (000s 


. f(0++ Azr,0)— f(0,0) 2 
FC0,0) Ln Az i Sm Az? os 
类 似 地 得 到 (0,0)= 二 0, 所 以 函数 f(x,y) 在 (0,0) 点 的 两 个 偏 导数 都 存在 。 
最 后 讨论 可 微 性 。 由 于 
lim Az— [fC(0,0)Az+t f,(0,0)Ay] lim Az 
om O 0 /A 二 
Ey 名 ss 
一 VAz 十 Ay sin pp 0。 
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于 是 ,函数 > 二 f(z,y) 在 (0,0) 点 可 微 。 

题 型 6 求 抽象 复合 函数 的 偏 导数 

求 复合 函数 的 偏 导 数 和 高 阶 偏 导数 需要 : 

(1) 明确 复合 函数 的 自 变量 .中 间 变 量 以 及 中 间 变 量 的 个 数 

如 果 复 合 函 数 是 具体 函数 ,中 间 变 量 的 个 数 根据 中 间 变 量 “ 数 量 ” 确 定 ; 如 果 复 合 函 数 是 
抽象 函数 ,中 间 变 量 的 个 数 由 “项 数 ” 确 定 。 

例如 : 函数 = 二 f(z 十 y,zy,z 一 y) 有 三 个 中 间 变 量 ;而 w= 二 f(z 十 y 十 z,xyx) 只 有 两 个 
中 间 变 量 。 

关于 全 导 和 偏 导 : 如 果 是 一 元 函数 ,函数 对 自 变量 的 导数 就 是 全 导 ; 如果 是 多 元 函数 ， 
函数 对 某 个 自 变量 的 导数 就 是 偏 导 。 

(2) 链 式 求 导 法 则 

函数 对 某 一 自 变 量 的 偏 导 (全 导 ) 等 于 : 该 函数 对 第 一 个 中 间 变 量 的 偏 导 乘 以 第 一 个 中 
间 变 量 对 此 自 变 量 的 偏 导 (全 导 ), 加 这 个 函数 对 第 二 个 中 间 变 量 的 偏 导 乘 以 第 二 个 中 间 变 
量 对 此 自 变量 的 偏 导 ( 全 导 ) ,等 等 ,直至 加 这 个 函数 对 最 后 一 个 中 间 变 量 的 偏 导 乘 以 最 后 一 
个 中 间 变 量 对 该 自 变量 的 偏 导 (全 导 )。 
(3) 关于 中 间 变 量 的 偏 导 的 表示 


设 函 数 z 二 (u,v,w) ,函数 对 x 的 偏 导 可 表示 为 2, 帮 和 上 。 在 解 题 过 程 中 ,用 有 i 表示 


比较 方便 。 特 别 地 , 若 中 间 变 量 不 是 单独 一 个 字母 ,只 能 用 位 置 来 表示 , 即 万, 这 里 的 1 表示 
第 一 个 中 间 变 量 。 

(4) 关于 中 间 变 量 的 高 阶 偏 导 的 表示 

当 对 一 阶 偏 导 函数 如 所 的 某 自 变量 再 求 偏 导 时 ,把 户 当 作 普 通 的 函数 符号 , 自 变 量 和 
中 间 变 量 以 及 中 间 变 量 的 个 数 和 函数 了 完全 相同 ,这 与 一 元 复合 函数 是 一 致 的 。 如 

{fLlg(z)]}’ = f Lg(x)Jg’ (zx), 

那么 导 函 数 f'[g(zx)] 也 是 一 个 复合 函数 , 它 的 自 变量 和 中 间 变 量 和 原 函 数 fLg(z)] 是 相同 
的 。 于 是 对 偏 导 函数 户 的 第 几 个 中 间 变 量 求 偏 导 ,就 在 符号 fi 后 面 下 角 标 添加 数字 和 上 角 
标 添 加 偏 导 符号 ( 撤 )。 如 对 有 i 的 第 二 个 中 间 变 量 求 偏 导 ,我 们 就 在 有 i 后 面 下 角 标 添加 “2” 
和 上 角 标 添加 “”, 记 作 fi,。 当 然 二 阶 偏 导数 的 自 变 量 、 中 间 变 量 和 中 间 变 量 个 数 与 函数 
了 也 是 完全 相同 的 ! 


例 8. 10 设 w= f(z 二 > 十 =vzys), 太 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 求 2 汪汪。 
解 。 由 于 3 二 /十 yz 用, 对 偏 导 函 数 弛 中 的 自 变 量 = 求 偏 导 ,得 到 


Ca 9 9 9 9 9 
=f) 一 ft fe) 一 Ff it yt ye fs 


fit zyf st yf ye (fat zyf ss) 
二 fi 十 A 十 =) fist zy’ zf yf o 
事实 上 ,fi 二 fi(z 十 y+t zya) ,及 一 Czy 十 zozyz), 当 计算 冯 (yz/) 时 ,应 看 作 两 
个 函数 yz 和 fs 的 积 对 = 的 偏 导数 。 
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由 于 具有 二 阶 连续 偏 导 数 ,所 以 二 阶 混合 偏 导 相等 , 即 ft 一 fu。 一 般 地 ,对 二 阶 仿 
导数 连续 的 利用 ,更 多 的 是 混合 偏 导 相等 。 


例 8.11 设 = 一 /过 ,= 二 y), 且 了 具有 二 阶 连 续 偏 导数 ， 求 2 二 和 


2 
解 、 根 据 链 式 求 导 法 则 ,有 福 一 上 ff 二 22 所 。 
对 偏 导 函 数 3 中 的 二 求 偏 导 ,有 


2 
= 起 (3 于 无 赴 吕 多 = 二 六 如 艺 (2z19) 


人 (S75+ ?zf ] 十 2F2? 十 27 (3 21 十 2z12】 
= 二 
y 


用 十 特 扩 12 十 4z2 2 十 2f2。 


对 偏 导 函 数 突 中 的 y 求 偏 导 , 由 于 /的 二 阶 偏 导 函 数 连 续 ,于 是 /一 馈 。 从 而 有 


gq?x 9 1 9 , 
六 ($7 十 2zf】 一 六 (5 十 下 G2z19) 


Bf 1( 加/ zf ] 27 ( 各 fu+2yf%| 
2 
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题 型 7 求 隐 函 数 和 " 隐 函 数组 的 偏 导数 
情形 1 求 由 方程 F(x,y)==0 确定 了 一 元 隐 函 数 y= 二 y(x) 的 导数 的 具体 方法 : 

/_dy_ 及 (zy) 

(1) 公式 法 : y 一 全 Bey)’ 
(2) 对 方程 两 边 对 变量 z 求 导 ,将 y 看 作 变量 x 的 函数 ; 
(3) 对 方程 两 边 求 微 分 。 
情形 2 求 由 方程 F(x,y,z)==0 确定 的 二 元 隐 函 数 z= 二 z(x,y) 的 偏 导数 的 具体 方法 : 
(1) 公式 法 ; z/ gz F(zr,y,z) 1_9z F(zx,y,2) 


ar F(zryz)’™” ay F(xry,z)’ 
(2) 对 方程 两 边 对 变量 x 和 y 求 偏 导 , 将 > 看 作 变 量 z 和 > 的 函数 ; 
(3) 对 方程 两 边 求 微 分 。 


“情形 3 由 方程 组 |cC ei 确定 的 一 一 元 隐 本 数组 = 一 (7)， 的 导数 ， 
yz) 一 =y(zx) 
GD Re 此 时 yz 都 是 z 的 函数 , 则 有 
vdy vdz _ 
Fi+F, 匀 + 人 民 一 0， 
G2G% 开 十 6 一 0。 


用 克 菜 姆 法 则 解 关于 生 ,和 的 线性 方程 组 , 求 出 乍 , 虹 ， 


8.1 和 
(2) 对 方程 两 边 求 微 分 , 则 有 


Fidri+Fdy+F'dz= 0, 
pa 二 Gdy 十 Gdz = 0。 


用 克 莱 姆 法 则 解 关于 dy,ds 的 线性 方程 组 , 求 出 dy*d=。 从 此 得 到 和 S ,9>。 
"(Ty UV) =0, =u(z,y), 
“情形 4 由 方程 组 [CC 多 确定 二 元 用 两 数 组" ?7 的 偏 导数 ， 
GCCzyyyxyu) 一 0 7 一 VCzyy) 
(1) 对 方程 两 边 , 分 别 对 变量 工 求 偏 导 ,此 时 u,v 都 是 z 的 函数 ,y 常量 , 则 有 
VD ~ 9 
下 二 到 Tt Po =0, 
ww ra vonp __ 
[GE 直人 55 一 0。 


用 克 莱 姆 法 则 解 关于 了 5 ,天 的 线性 方程 组 , 则 求 出 末 , 了 ;用 类 似 的 方法 ,再 建立 一 个 线性 广 
程 组 , 求 出 玫 ,了 。 
(2) 对 方程 两 边 求 微分 , 则 有 
Fidri+Fydy+Fdut+ Fdv = 0, 

(ea 十 Gydy 十 Gdu 十 Gdu = 0。 

用 克 莱 姆 法 则 解 关于 du ,ds 的 线性 方程 组 , 求 出 du,dv。 其 解 形式 如 下 : 
du 一 Aidz 十 Asdy， do 一 Asdz 十 Aidy。 

于 是 有 


du 
Gk 


i 
9y 
例 8.12 求 由 方程 e*? 十 zy 二 1 确定 的 隐 函 数 > 一 y(Cz) 的 导数 。 
解 【方法 1]】 公式 法 : 设 F(z,y) 一 er 十 zy 一 1, 则 


F2(Czyy) 一 er 十 y， FoCzyy) 一 erty 十 z， 


am am 
Ey 3 y 


Ai 。 


Al， 4:， 


ydy F(x,y) er+y? 十 y 
所 以 dz E(x,y) ee 十” 


【方法 2】 两边 求 导 : 方程 两 边 对 变量 x 求 导 , y 是 zz 的 函数 ,得 到 


erty(1 十 y) 十 y 十 zy == 0， 
a ey 二 
于 是 y 一 est 
【方法 3】 两 边 微分 : e (dz 十 dy) 十 zdy 十 ydzr 二 0, 于 是 (es 十 z)dy 一 一 (es 十 y)dz 解 
得 dy er+y 十 y 
得 qz= ez+? 十 工 * 


例 8.13 设 u=f(z,y,z)， 9p(zz er,z) 一 0,y 一 sinz， f 和 9% 具有 一 阶 连续 偏 导数 ,日 


9 du 
Eh J 
元 矢 0, 求 到。 


d wwv dy dz dy _ 
解 【方法 1 链 式 求 导 法 , 一 大 十 几 生 二 天 下。 由 于 下 一 cosz, 且 
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,dz 


gi* 27+ gre cosrt gad 一 "人 


Ne 3 1 7 7 
所 以 往 一 一 皮 (22gf 十 ecosrg) ,于 是 息 一 帮 二 cosr 用 一 二 Ragi 十 ecoszgg)。 


【方法 2】 方程 两 边 求 微分 : 对 上 述 三 个 方程 两 边 求 微分 , 则 有 
du 一 大 dz 十 放 dy 十 六 dz，2zp1dz 十 ep?dy 十 psdz =0, dy 一 coszdz， 
消去 dy,dx 得 到 dx 一 [fteosrf -zf 2rg tecosrg) | 
3 

例 8.14 设 u=f(z,y,z) 具 有 连续 的 偏 导 数 , x 二 z(x,y) 由 方程 ze 一 ye’ 二 ze* 确 定 ， 
求 du。 

解 【方法 1】 由 于 du==fdz 十 fdy 十 fdz。 对 方程 ze 一 ye 一 ze 两 边 求 微分 

(rz 十 l)erdz 一 (> 十 1l)erdy = (= 十 1)esdz， 


De (yt ee 
所 以 de 一 让 十 1) 和 玫 一 忆 二 jy 于 是 
(Cr 十 1) (y 十 1)ey 
du=fidzr+f, dy 十 天 [全 二 全 dz | 
vi st Ter 了 『 P 芍 多 二 
[7 fe ]d [一 7 人 ]d 


【方法 3] 一 /(z,y,<) 是 复合 两 数 , 自 变量 是 z,y。 于 是 根据 两 数 的 全 微分 公式 有 
dv 一 中 dz 上 3sdy。 根据 复 合 丽 数 的 链 式 法 则 ,有 


Au , vv gz au EE4 
3z ftfs3r’ ay™ ft fay 
(rz 十 1)er 9z (y+ De’ 、 
由 于 和 (< 十 1)es "9y = 二 De 所 以 
vi ws De v (yy 十 1)ey 
du= [feetz+[A 一 六 e+De]d。 
es az az WE 
例 8.15 设 z? 十 yy 十 z? 一 4z 0, 求 元 ， 3y 和 553y。 
解 设 FF(r,y,z) 二 zx 十 十 xz: 一 4z, 根 据 隐 孔 数 求 导 公 式 , 有 
gz 下 2 EA F, 2y 此 
9 3 2z—4 2 一 =” ay Fs 2z—4 2—z’ 
从 而 


D2x 9 ( 闫 ) 2 ( 六 ) 充 9z xy 
azay gy \9x 9y \2—z (2—z2) 99 (2— 2 
Qu gu 90 Hav, 

ar'9y'9r ay 


解 把 u,v 看 成 x,y 的 函数 ,将 方程 组 的 每 个 方程 两 边 分 别 对 xz 求 偏 导 , 得 


“ 例 8.16 设 zu 一 yv 二 0,yu 十 xv 二 1, 求 


ek 

pi 

9& ov _ 
2 到 十 z 取 二 vo 


用 克 菜 姆 法 则 解 关于 光 , 灾 的 线性 方程 组 , 解 得 


8.1 多 元 函数 连续 、 偏 导数 和 全 微分 0> 


一 六 二 yy 区 一 副 
Au —v Tutyv 9v 和 一 六 yu 一 并 了 
ax 芝 一 2 十 3 9 一 3 zy 
3 I I 


用 同样 的 方法 ,将 方程 组 的 每 个 方程 两 边 分 别 对 y 求 偏 导数 ,建立 偏 导 的 线性 方程 组 ,可 
解 得 

du __ Xv— yu 9 Tu yv 

9y 工 2 十 冯 机 9y 和 y “ 


例 8.17 设 y=f(z,i) ,+ 是 由 方程 F(z,y,1D 一 0 所 确定 的 zy 的 函数 , 求 忆 。 
解 【方法 1] 根据 链 式 求 导 法 则 ,有 

di af 学 yy at 

> 。1 十 下 


dr 97 
对 方程 F(x,y,t) 二 0 两 边 的 变量 x as 部 是 的 函数 , 则 有 
"~ Fdy ot ~ dy 
Ft Fy, +F'2 (之 天 A" LY 上 


本 vdy Ep Fe je 和 Frfs— 
是 有 一 已 各 = 一 BF 已 + 玫 烛 ] ,所 w 旦 -2 束 


( ) 
[方法 2] 对 方程 组 | ee 的 每 个 方程 两 边 对 变量 z 求 偏 导 ,y,t 都 是 zx 的 函 
数 , 则 有 
dy pd yp 
dz ”dz 人 
,dy /di _ 
术科 十 展 玫 = 一 下 
| 大 一 天 
dy -RE | 天 /三 天 学 
解 关于 dr 之 及 全 的 线性 方程 组 ， 得 到 四 1 = PTEF* 
下 4 
(x, 
【方法 3】 对 方程 组 1 的 每 个 方程 两 边 求 微分 , 则 有 
dy— frdr+i+ fidt = 0, dy+ fidt = fidz, 
ea Fdy+F,dt= 0, {ay Fra = det 
解 关于 dy 及 di 的 线性 方程 组 ,得 到 
天 和 一 天 
一 Fidz F, 民生 Ff dy Ffe— Pefs 
dy FF dz， EE a 
F’ 到 


“ 题 型 8 求 多 元 函数 的 方向 导数 和 梯度 
定义 6 方向 导数 称 


= fi (zo,yo)cosat f(xo,yo)cosB 


一 多 元 函数 连续 、 偏 导数 、 全 微分 及 其 应 用 


是 f(x,y) 在 点 (zo,yo) 沿 1 方向 的 方向 导数 ,其 中 cosa,cos8 是 1 方向 的 方向 余弦 。 
a ,表示 在 关 面 = 二 /Cz,y) 上 的 点 (xo,yowx0) 沿 1 方向 的 


变化 率 。 ,的 绝对 值 越 大 ,在 点 (zo,yo) 处 沿 1 方向 的 变化 越 快 ;反之 ,变化 越 慢 。 


定义 7 入 度 称 向 量 
gradfF(zo,y) 一 ( 疡 (zoyy), 有 (zy)) = fezosyo)it fro,y0)j 
是 函数 F(z,y) 在 点 (zo,yo) 处 的 梯度 。 
定理 5 方向 导数 和 梯度 关系 


af 


a =f4 (xo,yo)cosat fxo ,yo0)cosB 


一 gradF(zo,yo)。el 一 | gradf(xo,yo) | cosb， 
其 中 ex 为 方向 1 的 单位 向 量 ,g= (gradf(zo，yo)ve) 是 点 (zo ,yo) 的 梯度 与 1 的 夹 角 。 
定理 6 关于 方向 导数 的 基本 结论 
设 9 是 函数 f(z,y) 在 点 (zxo ,yo) 处 的 梯度 gradf (zxo ,yo) 与 1 方向 的 夹 角 : 
(1) 当 09=0 时 , 即 当 1 方向 与 梯度 gradf(zo ,yo) 的 方向 相同 时 ,函数 f(x,y) 增 加 最 快 
(变化 最 快 ) ,此 时 方向 导数 达到 最 大 值 ,其 最 大 值 等 于 梯度 的 模 , 即 


max| 


of 
7 


(2) 当 0==x 时 , 即 当 1 方向 与 梯度 gradf (zo ,yo) 的 方向 相反 时 ,函数 f(x,y) 减 少 最 快 
(变化 最 快 ) ,此 时 方向 导数 达到 最 小 值 , 其 最 小 值 等 于 梯度 模 的 相反 数 , 即 


=， grad f(zo»y0) | 。 


i 
min 2 一 一 | gradjF(zoyyo) |。 
(U9) 


(3) 当 0 一 了 时 , 即 当 1 方向 与 梯度 gradf(zxo ,yo) 的 方向 正 交 (垂直 ) 时 ,函数 f(x,y) 变 


化 率 为 零 ， :好 ,一 0。 


例 8. 18 示 画 此 = ,2 和 P(1,0) 处 沿 从 点 P(1,0) 到 点 Q(2, 一 1) 方向 的 方向 
导数 。 


解 1 方向 的 方向 向 量 为 PQ 一 (1, 一 1) ,1 方向 的 单位 向 量 为 e1 一 伟 =- 才 | 又 由 于 
9z gz 网 
9z| da,o “| 人 dy|da,o 2z 0 | = 2。 
于 是 有 92z 于 wh 本 
是 有 委 | ，， 1x 坝 +2x( | 二 


例 8.19 设 f(z,y) 一 zy 十 z 十 y, 求 : 

(1) f(z,y) 在 点 (1,1) 处 增加 最 快 的 方向 以 及 沿 此 方向 的 方向 导数 ; 
(2) f(z,y) 在 点 (1,1) 处 减少 最 快 的 方向 以 及 沿 此 方向 的 方向 导数 ; 
(3) f(z,y) 在 点 (1,1) 处 变化 率 为 零 的 方向 。 


8.1 多 元 函数 连续 、 偏 导数 和 全 微分 0> 


解 (1) 设 f(z,y) 在 点 (1,1) 处 增加 最 快 的 方向 为 mn, 则 


m = gradf(1,1) = (y+1,x+ | = (2,2)， 
了 
滑 几 方向 的 方向 导数 为 5 大 | ， 一 |grad/G1 ,1)| 一 2v5。 
(2) 设 f(z,y) 在 点 (1,1) 处 减少 最 快 的 方向 为 亚 , 则 
nz =— gradf(1,1) 一 一 (> 十 1,z 十 1)| 《2 


《1,1) 
沿 必 方向 的 方向 导数 为 了 ,= lgradf (01,D|=—2Y5. 


(3) 设 f(z,y) 在 点 (1,1) 处 变化 率 为 零 的 方向 就 是 梯度 的 正 交 方向 , 即 
ms 一 (一 1,1) 或 m= (1, 一 1)。 


练习 题 8-1 
1. 求 下 列 二 元 函数 的 极限 : 
sinzy 2 2 
(1) cr 《2) CCz 二 2?)In(z +y); 
2 a 
(3) lim -2 da iin 
(rz,W(0,0)T 十 y (zyy) 一 (0,1) Zy 十 工 
2. 证 明 下 列 极限 不 存在 : 
本 ; 2 
OD oy C2) i 
= 
(3) (4) 


Bm . SS — Be. a 
; 。 
(aD) Ty Cr 一 OZ 十 2 


3. 求 下 列 函 数 的 偏 导数 : 


十 
(1) z 一 zy 十 zy2; [9D ys 
(3) z=sinzyt cos(z—y); (4) zx 一 lnarctanzy。 
4. 求 下 列 函 数 的 二 阶 偏 导 数 : 
(1) zx 一 z2 十 办 十 zy (2) z=arctanzy; 
(3) z= "3 (4) z 一 ln(Zz 十 y) 。 
-六 
5. 求 曲线 | ”4 “在 点 (2,4,5) 处 的 切线 和 工 轴 正 向 的 夹 角 。 
y=4 
6. 设 f 具 有 二 阶 连续 偏 导数 (导数 ), 求 下 列 函 数 的 二 阶 偏 导 数 : 
(1) z=f(z,zy); (2) z=f (z+»,E); 
(3) z 一 (zy 十 y? 工 一 y)5 (4) z 一 (zz 十 办 )。 


7. 求 下 列 函 数 的 全 微分 : 
(1) 由 方程 zz 一 xyz 十 In(zxyz) 二 0 确定 的 函数 x 二 f(z,y) 的 全 微分 ; 


yy Ea 
(2) 设 x /六 六], 求 和 和 了 


一 多 元 函数 连续 、 偏 导数 、 全 微分 及 其 应 用 


(3) 设 z= 二 z(x,y) 是 由 方程 e 他 一 2z 十 e* 二 0, 求 dz 和 3 和 。 
注 以 下 的 8 题 ~13 题 ,22 题 和 23 题 是 数 一 内 容 : 
“8. 求 函 数 一 zy 十 yz 十 zz 在 点 (1,1,2) 处 沿 方向 角 一 工 一 荆 ,7 一 可 的 方向 的 方 


3 

向 导数 。 

“9. 求 函数 二 zyxz 在 点 (5,1,2) 处 沿 从 点 (5,1,2) 到 点 (9,4,14) 方 向 的 方向 导数 。 

“10. 求 函 数 wx=z 十 y 十 z 在 球面 x 十 十 z* 二 1 上 的 点 (zo ,yo ,zo) 处 , 沿 球 面 在 该 点 
的 外 法 线 方向 的 方向 导数 。 

“11. 求 下 列 函数 的 梯度 : 

(1) 函数 二 zxy 十 yz 十 zz 在 点 (1,0,1) 处 的 梯度 ; 

(2) 函数 wx=z 十 y 十 zx 在 点 (0,0,0) 处 的 梯度 。 

“12. 求 下 列 函数 在 指定 点 和 指定 方向 的 方向 导数 : 

(1) wu 二 zyz 在 点 (1,1,1) 沿 方向 I!= (cosa,cosB,cos7); 

(2) wu 二 x 一 zy 十 尖 在 (1,0,1) 点 沿 点 (1,0,1) 到 点 (3, 一 1,3) 的 方向 。 

“13. 求 函 数 z= 二 xz? 一 zy 十 六 在 点 (1,1) 沿 与 x 轴 正 向 成 a 角 的 射线 1 的 方向 导数 。 
问 : a 为 何 值 时 ,方向 导数 (1) 有 最 大 值 ;(2) 有 最 小 值 ;(3) 等 于 0。 


14. 证 明 : 函数 
( 工 十 y)2 2 2 
a ma ， ZX 二 +y 0， 
| Xx: 二 y= 二 0 
在 原点 (0,0) 不 连续 。 
15. 讨论 函数 Cr) 一 站 一 的 连续 性 。 
16. 证 明 : 函数 


_ 2 
zy) = 区 十 2 
人 zz 十 好 一 0 
在 (0,0) 点 沿 每 一 条 射线 x 二 tcos0,y 二 tsin9(0 三 t 二 十 2) 连续 ,但 它 在 (0,0) 点 不 连续 。 
17. 证 明 : 函数 


zx 十 六 关 0， 


Ty 2 2 
， 二 0， 
Crzyy) 一 人 人 
0， zz 十 只 一 0 


在 (0,0) 点 连续 , 偏 导数 存在 ,但 不 可 微 。 
18. 设 FGz,y)=|z 一 yp(z,y) ,其 中 p(x,y) 在 点 (0,0) 的 邻 域内 连续 , 问 : 
(1) 在 什么 条 件 下 , f(z,y) 在 点 (0,0) 的 偏 导 存在 ? 
(2) 在 什么 条 件 下 ,f(x,y) 在 点 (0,0) 可 微 ? 
19. 设 


8.2 多 元 函数 的 极 值 与 最 值 0 


证 明 ; 偏 导 函 数 27 和 3 在 点 (0.0) 连 续 。 
I 要 
gz gz _ 
20. 已 知 z 一 az 二 gqg(y 一 bx), 9 可 导 , 求 证 : a azte wy 
21. 设 Glu,v) 具 有 连续 的 偏 导数 ,证 明 : 由 方程 G(cx 一 az,cy 一 bz) 二 0 所 确定 的 函数 
a gz gz _ 
zx 一 (zy) 满足 a to 


*22. 设 = xu) 有 二 阶 连续 偏 导数 , 且 fi 十 fzs 二 1, 验 证 函数 f(x’ 一 y*,2xy) 在 


时 > 直 92z | Oz 
好 十 光一] 上 满足 方程 3 十 3 一人。 
z2 一 V 一 3z 十 y， Au du am 9 
“23. 设 * 一 oz) 由 方 和 组 ”了 确定 ;了 22 552 52。 
u—2v =7x—2y a ss 
y 9 9 
24. 设 x=F(z,y,z)，y 一 5(Czt)， ti 一 p(zz), 其 中 f,g ,9 都 是 可 微 函 数 , 求 3 Es 


3,2 多 元 函数 的 极 值 与 最 什 


一 、 基 本 概念 


定义 8 极 值 与 极 值 点 设 f(z,y) 在 (zo,yo) 的 某 邻 域 UCzo,yo) 内 有 定义 , 若 对 于 
任意 的 (zsy)EU(zo,yo), 有 
(zy) > fzosy0) (zy) < fzxosy0)), 
则 称 (zo ,yo) 是 函数 f(z,y) 的 极 小 值 点 ( 极 大 值 点 ), 函 数值 f(xo ,yo) 是 极 小 值 ( 极 大 
值 )。 极 大 值 和 极 小 值 统称 为 极 值 ; 极 大 值 点 和 极 小 值 点 统称 为 极 值 点 。 
定义 9 条 件 极 值 称 函 数 u 二 f(z,y,x) 在 对 自 变量 附 有 条 件 的 极 值 称 为 条 件 极 值 。 


(zy)= 
定义 10 稳定 点 方程 组 ' | 


” “的 解 , 称 为 函数 f(z,y) 的 稳定 点 ,又 称 驻 点 。 
(zyy) 一 0 


二 、 基 本 方法 


题 型 9 求 二 元 函数 的 极 值 点 和 极 值 
求 二 元 函数 的 极 值 点 的 具体 方法 : 


有 大 (zy) 一 0， 
1. 求 稳定 点 ， 求 方程 组 { 7 ) 一 。 的 解 , 设 (zsvy) 为 此 方程 组 的 一 组 解 。 
了 人 并 ?7 一 


2. 判断 稳定 点 (ze ,yo) 是 否 为 极 值 点 : 求 函 数 在 (zo ,yo) 点 的 二 阶 偏 导数 
A= fu) B= (nm) C= tim) 
(1) 车 判别 式 A=B? 一 AC 二 0, 则 (zo ,yo) 是 极 值 点 ,车 A 过 0( 或 C>0) , 则 (Czo,yo) 是 极 
小 值 点 ,车 A 一 0( 或 C<0) , 则 (zs ,yo) 是 极 大 值 点 ; 
(2) 若 判别 式 A=B? 一 AC0, 则 (zo ,yo) 不 是 极 值 点 ; 
(3) 若 判别 式 A==B? 一 AC 二 0, 不 确定 , (zo ,yo) 可 能 是 极 值 点 ,也 可 能 不 是 极 值 点 。 
例 8.20 求 由 方程 十 十 xz? 一 27 十 2y 一 4z 一 10 二 0 所 确定 的 函数 z= 二 f(x,y) 的 


人 一 多 元 函数 连续 、 偏 导数 、 全 微分 及 其 应 用 


极 值 。 
解 令 FGzy'z) 王 好 十 史 十 对 一 2z 十 2y 一 4z 一 10, 根 据 隐 范 数 的 求 导 公 式 , 有 
F: 1-z  ， F, _ 1+y 


[2 多 


F: > 一 2” >， F: zx—2° 
令 信 =0, 光一 0, 解 得 驻 点 是 (1, 一 1), 代 入 原 方程 ,得 到 zx? 一 4z 一 12 二 0。 此 方程 的 解 是 
zi 二 6 和 zx 一 一 2。 再 求 二 阶 偏 导 , 有 

记 一 区 十 人 一 二 JR。 坟 过 一 到 十 人 二 六 zs 


Trr 


《1 一 元 )25 
(z— 2)’ 7 (z— 2): 0 《过 一 202 


(1) 在 点 (1, 一 1,6) 处 , A 1,B OC 二 ,判别 式 A 一 B? AC<0。 根据 A 一 0 
知 ,(1, 一 1) 是 极 大 值 点 , 极 大 值 是 =(1, 一 1) 一 6。 


(2) 在 点 (1, 一 1, 一 2) 处 , A 十, B 一 0，C 一 于, 判别 式 A 一 B* 一 AC<0。 根 据 A>0 
知 ,，(1, 一 1) 是 极 小 值 点 , 极 小 值 是 x(1, 一 1)= 一 2。 

题 型 10 求 多 元 函数 的 条 件 极 值 或 最 值 

计算 条 件 极 值 ,常用 拉 格 朗 日 乘 数 法 ,具体 方法 是 : 

求 目 标 函 数 f(x,y,z) 在 gi(z,y,z) 二 0 和 gs(x,y,x) 二 0 的 条 件 下 的 极 值 或 最 值 ,分 
三 个 步骤 ， 

1. 引入 拉 格 朗 日 函数 

LCzyyyzyiyz) 一 (Cryyz) 十 MigiCz yz) 十 Mgz2(CZyyyz)3 
2. 求 偏 导 函数 ,并 令 其 等 于 0 ,建立 方程 组 


3. 求 方程 组 的 解 , 解 为 (zo ,yo ,zo)。 

一 般 地 ,车 这 样 的 解 唯一 ,根据 实际 问题 ,车 实际 问题 只 有 最 大 值 , 则 该 点 就 是 最 大 值 
点 ; 若 实 际 问题 只 有 最 小 值 点 , 则 该 点 就 是 最 小 值 点 。 若 有 两 个 解 , 根 据 实 际 问题 , 若 实际 问 
题 既 有 最 大 值 , 又 有 最 小 值 , 则 这 两 点 的 函数 值 一 个 是 最 大 值 , 另 一 个 是 最 小 值 。 

例 8.21 抛物 面 > 一 z2 十 史 被 平面 zx 十 y 十 = 一 1 截 成 一 个 椭圆 , 求 这 个 椭圆 上 的 点 到 原 
点 的 最 长 和 最 短 距 离 。 

解 设 (z,y'z) 是 椭圆 上 的 任意 一 点 ,实际 问题 是 求 目标 函数 


zyyz) = VT ty 二 2 


8.2 多 元 函数 的 极 值 与 最 值 © 


在 约束 条 件 x 二 xz’ 十 y* 和 z 十 y 十 x 二 1 下 的 最 大 值 和 最 小 值 问题 。 为 了 计算 的 方便 ,我 们 只 
要 计算 函数 g(x,y,z) 二 x? 十 y 十 2 的 条 件 最 值 ,就 可 以 得 到 f(x,y,x) 的 条 件 最 值 。 
建立 拉 格 朗 日 函数 : 
L(zyyszsAsp) = x 二 十 十 A(z 十 六 一 2) 十 p(x 和 十 3 十 z 一 1)， 
求 拉 格 朗 日 函数 对 xz,y,z,4,p 的 偏 导数 ,并 使 之 为 零 
了 一 2z 十 2Az 十 六 一 0， 
了 一 2y 十 2Ay 十 p = 0, 
了 一 2 一 人 十 六 一 0， 
= 
L%= zy 二 zx—1=0。 
由 前 两 个 方程 得 到 z 一 ,从 而 得 到 = 一 2x ,于 是 方程 组 的 解 是 
( Li Es 5] ( 人 上 ,2 二]. 


它们 是 函数 g(xz,y,x) 在 约束 条 件 下 的 可 能 极 值 点 。 当 然 也 是 目标 函数 f(z,y,zx) 在 约束 
条 件 下 的 可 能 极 值 点 ,根据 问题 的 实际 意义 ,函数 f(z,y,x) 在 约束 条 件 下 ,一 定 有 最 大 值 
和 最 小 值 ,因此 两 点 的 函数 值 
村 8 #5] = /4 一 局 和 /8)- /8 十 万 
分 别 是 椭圆 上 的 点 到 原点 的 最 短 距 离 和 最 长 距离 。 

题 型 11 求 二 元 函数 在 有 界 闭 区 域 上 的 最 值 

求 二 元 函数 在 有 界 闭 区 域 上 的 最 值 的 具体 方法 : 

1. 求 二 元 函数 在 区 域内 部 的 驻 点 及 偏 导数 不 存在 的 点 及 函数 值 ; 

2. 求 二 元 函数 在 边界 上 的 最 值 ; 

3. 比较 上 述 点 的 函数 值 和 边界 最 值 ,最 大 者 就 是 函数 在 这 个 区 域 上 的 最 大 值 ;最 小 者 
就 是 函数 在 这 个 区 域 上 的 最 小 值 。 

例 8.22 求 函数 f(x,y) 二 x?y(4 一 x 一 y) 在 由 z 轴 , y 轴 和 直线 xz 十 y= 二 6 所 围 成 的 闭 
区 域 上 的 极 值 . 最 大 值 和 最 小 值 。 

解 求 函数 f(z,y) 在 闭 区 域内 部 的 驻 点 。 首 先 求 函数 fCz,y) 关于 xz,y 的 偏 导 数 ， 
并 使 之 为 零 ,得 到 


(zy) 一 2zy(4 一 一 y) 一 zy 一 0， 

(zy) 一 z2(4 一 并 一 y) 一 zy 一 0， 
解 方程 组 ,得 到 驻 点 (2,1), (4,0), 由 于 (4.0) 在 边界 上 ,于 是 区 域内 部 的 驻 点 为 (2,1)。 
由 于 


A= /5(2,D) 一 (8y 一 6zy 一 2y2)| 6 一 0， 


(2,D) 


B= f%,(2,1) = (8x—3z’ —4zy)| 4， 


《2.1) 


ED 2 = 一 8 一 0， 


(2,1) 
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所 以 B: 一 AC= 一 32<0 且 A<<0, 因 此 (2,1) 是 极 大 值 点 , 极 大 值 为 F(2,1) 一 4。 
接 下 来 , 求 函数 f(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 的 边界 上  ， 
的 最 值 。 如 图 8-1 所 示 : 在 边界 线段 OA 和 OB 上 ,所 网 
有 点 的 函数 值 f(z,y) 王 0; @ 在 线段 AB 上 , AB 的 方程 
为 xz 十 y= 二 6, 将 y= 二 6 一 z+ 代入 函数 f(z,y) 中 得 NS 
rz) 三 2 一 12z2，0 福 二 福 6。 
于 是 f(x,y)=6z:—24z, 令 六 (zy) 一 6z2 一 24z 一 0， 6 
解 得 + 二 0,z+= 二 4, 所 以 f(x,y) 在 线段 AB 上 最 大 值 是 ?0 4 
0, 最 小 值 是 一 64。 
比较 区 域内 部 驻 点 函数 值 与 边界 的 最 值 ,显然 FCz， 
y) 在 三 角形 的 闭 区 域 上 的 最 大 值 是 4, 最 小 值 是 一 64。 
例 8.23 求 函数 f(z,y)= 二 xz? 十 12zy 十 2y 在 闭 区 域 4z? 十 y* 三 25 上 的 最 大 值 和 最 
小 值 。 
解 求 函数 f(z,y) 关 于 xz,y 的 偏 导数 ,并 使 之 为 零 ,得 到 
f(x,y) 一 2z 十 12y 一 0， 
op 一 12z 十 4y 一 0。 
解 方程 组 ,得 到 稳定 点 (0,0) ,其 函数 值 为 F(0,0) 一 0。 
接 下 来 , 求 函 数 f(z,y) 在 闭 区 域 D 的 边界 4z? 十 交 王 25 上 的 最 值 。 
引入 拉 格 朗 日 函数 : 
L(z,yM) = x :十 12zy 十 2y? 十 A(4zx? 十 y? 一 25)， 
求 L(z,y,4) 关 于 之 ,y,4 的 偏 导数 ,并 使 之 为 零 , 得 到 
L‘= 2zx++12y+ 8Ar 一 0， 
L,= 12z+ 4y+2Ay 一 0， 
4 一 4z2 十 多 一 25 一 0。 
由 前 两 个 方程 得 到 24z? 十 7zy 一 6y% 一 0,. 于 是 有 3x 十 2y 二 0 或 8z 一 3y 二 0, 方 程 组 4 组 解 ， 


分 别 是 (2, 一 3),( 2.39, (3.4)m( 4 .其 丽 数 值 分 别 是 


由 


2 


F237 = fC =— 0; f (2.4) | > ， 4) 106 地 。 
比较 f(z,y) 的 稳定 点 函数 值 及 边界 最 值 ,函数 f(z,y) 在 闭 区 域 47? 十 y* 三 25 上 的 最 大 值 
是 106 地 ,最 小 值 是 一 50。 


求 二 元 函数 在 闭 区 域 D 的 边界 最 值 方法 综述 

(1) 确定 闭 区 域 D 的 边界 曲线 ,计算 函数 在 每 段 曲线 上 的 最 值 ; 

(2) 求 函 数 在 每 段 曲线 上 的 最 值 ,有 两 个 方法 : 一 是 利用 曲线 段 方程 ,将 二 元 函数 转化 
为 一 元 函数 ,从 而 求 出 此 一 元 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 ; 二 是 将 这 段 曲线 方程 看 作 二 元 函数 应 
满足 的 条 件 , 求 此 二 元 函数 在 此 条 件 下 的 最 值 。 
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练习 题 8-2 


1. 求 下 列 函 数 的 条 件 极 值 : 

(1) F(z,y) 一 zy 约束 条 件 为 xz 十 y=1; 
(2) F(zyy,z) 一 z 一 2y 十 2z, 约 束 条 件 为 zx? 十 y? 十 xz? 二 1。 

2. 求 下 列 函 数 的 驻 点 和 极 值 点 和 极 值 : 

(1) (zy) 一 妇 十 5 内 一 6z 十 10y 十 6; (2) f(z,y)=zxy(3—z—y)。 

3. 证 明 : 函数 f(z,y) 二 zx? 一 y 无 极 值 点 。 

. 求 F(z,y) 王 4z 十 zy 十 史 在 圆 域 x? 十 y: 三 1 上 的 最 大 值 和 最 小 值 。 

. 求 抛物 线 y= 二 x* 和 直线 x 十 y 十 2 二 0 间 的 最 短 距 离 。 

. 求 原点 到 曲面 (x 一 y)? 一 2? 二 1 上 的 最 短 距离 。 

. 求 表面 积 一 定 而 体积 最 大 的 长 方 体 。 

. 求 函数 F(z,y,z) 一 zyz 在 条 件 xz? 十 y 十 x? 二 1 下 的 最 大 值 , 其 中 z,y,z>>0。 
2 十 风 一 1 


Om a 


”上 的 最 大 值 和 最 小 值 。 


9. 求 函 数 f(z,y,x)= 二 zx 十 y 十 z 在 圆 | 
10. 求 函数 F(z,y'z) 一 Inz 十 2lny 十 3lnz (zy,z 盖 0) 在 球面 xz? 十 y: 十 x? 二 6r? 上 的 极 
大 值 。 依 此 证 明 ， 当 eve 为 正 实数 时 ,有 atrc<108 (全 对】， 


11. 证 明 : 对 任意 的 正 数 a,5,c, 有 qb SE atbte), 


12. 求 函数 f(z,y) 二 zx 十 y* 一 12z 十 16y 在 圆 域 z: 十 y% 委 25 上 的 最 大 值 和 最 小 值 。 
(EE 3 偏 导数 在 几何 上 的 应 用 


题 型 12 求 空间 曲线 的 切线 方程 和 法 平面 方程 
定理 7 (1) 若 曲线 以 参数 方程 形式 给 出 : x 二 x(1), y 二 y(1) ,x 二 xz(1), 则 过 曲线 上 的 
点 (z(t0) ,y(to) ,z(to)) ,切线 的 方向 向 量 和 法 平面 的 法 向 量 为 (z(to),y'(to),x'(to)) ,于 是 


切线 方程 为 ZX—X(to) _ y 一 y(to) z—z(to) 


T(t) y (to) x (to) 
法 平面 方程 为 : x (10)[x 一 x(to)]+4 y(t)Ly y(to)]+ z(to)[z—z(to) j=0。 


F(z,y,z)=0, 
(2) 着 曲线 以 两 个 相交 曲面 形 式 给 出 :| CC ，.) 。 过 曲线 上 点 MCzo ,yo ve) ,切线 
X,Y 2)=0。 
的 方向 向 量 和 法 平面 的 法 向 量 为 
了 天 
aF 9F 9F N 
3 = = 9(F,G) 9(F,G) 9(F,G) 
Sr 0 oe 或 (res re ve 
aG aG aG 
oz 9y Oz|,wm 
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于 y AFG) ~ a(F,G) aFO| ， 
法 平面 方程 为 : ED | 3 +E | (as) =0: 
y TXT Xo 和 一 之 Xo 
切线 方程 为 : 9(F,G) | aF,0)| ° 
a9(y,z) |m ad(z,7) |w 9Czyy) | 


例 8.24 求 曲线 z 一 太 y 一 已 ,xz 一己 在 点 (1,1,1) 处 的 切线 方程 与 法 平面 方程 。 
解 因为 x 二 1,y’ 二 2t, 一 3 点 (1,1,1) 对 应 的 参数 1 二 1, 所 以 曲线 在 点 (1,1,1) 
处 的 切 向 量 为 1=(1,2,3)。 于 是 ,过 曲线 上 的 点 (1,1,1) 的 切线 方程 为 
= 


1 2 3 
法 平面 方程 为 (x 一 1) 十 2(y 一 1) 十 3(z 一 1)==0, 即 x 十 2y 十 3z 一 6 二 0。 

例 8.25 求 曲线 十 yy 十 zx? 二 6, zx 十 y 十 z==0 在 点 (1, 一 2,1) 处 的 切线 方程 及 法 平面 
方程 。 

解 ” 设 曲线 在 点 (1, 一 2,1) 的 切 向 量 为 +, 则 


-Ee i j 大 
t= |F, F, FF. = |2z 2y 2z 一 一 6(1,0 一 1)。 
Gs Gy Guonp 1 1 1 bean 


于 是 ,曲线 在 点 (1, 一 2,1) 处 的 切 向 量 为 (1,0, 一 1)。 因 此 曲线 在 点 (1, 一 2,1) 处 的 切线 
方程 为 


法 平面 方程 为 
(z—1)+0. (y+2)—(z—1)==0， 即 x 一 z=0。 
例 8.26 求 曲 线 光一 2z, 守 一 27z 一 3 在 点 M(2,2, 一 1) 处 的 切线 方程 和 法 平面 方程 。 
解 ”该 曲线 可 以 看 成 是 以 参数 方程 形式 给 出 , 即 


T=Zx, y=27, = 27r—3,。 
于 是 ,曲线 在 点 M(2,2, 一 1) 处 的 切 向 量 为 
ee ' 下 林 1 1 
n= Cx C0),y C2) (2) |, (二 二 | (法 1!) 二 (2,1, 一 2)。 


因此 ,过 曲线 上 的 点 M(2,2, 一 1) 的 切线 方程 为 
区 二 二 全 一 和 Rs eh. 
2 1 一 2 
法 平面 方程 为 2(z 一 2) 十 (> 一 2) 一 2(z 十 1) 一 0。 
另外 ,我 们 还 可 以 把 该 曲线 看 作 是 两 个 相交 曲面 。 令 
F(zyyz) 一 昂 一 2r，G(zyz) 一 至 一 2z 十 3， 
则 曲线 在 点 M(2,2, 一 1) 的 切 向 量 为 


了 


元 淫 i 
t= |F. F» FE =|-2 2y 0 (一 8, 一 4.8) 4(2,1 一 2)。 
(GA A 一 2 0 2z|(,2p 
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同样 可 以 得 到 过 曲线 上 的 点 M(2,2, 一 1) 的 切线 方程 与 法 平面 方程 。 

题 型 13 求 曲 面 的 切 平面 方程 和 法 线 方程 

定理 8 设 曲 面 方程 为 F(z,y,x) 二 0, 则 过 曲面 上 的 点 (zo ,yo ,zo) 的 切 平面 的 法 向 量 或 
法 线 的 方向 向 量 是 (F(zroyozo0) ,F(zoyozo), 民 (zoyozo)) 二 ( 忆 ,, 忆 ), 于 是 

切 平 面 方程 为 : Fi (zx 一 x0) 十 Fi(y 一 yo) 十 F(z 一 zo) 二 0; 


法 线 方程 为 : 2 tH 


例 8.27 求 球面 式 十 y 十 xz? 二 6 在 点 (1,2,1) 处 的 切 平面 方程 及 法 线 方程 。 
解 设 Flz,y,z)==zz 十 y 十 一 6, 则 曲面 在 点 (1,2,1) 处 的 法 向 量 为 
= (2z,2y,2z)| = 2(1,2,1)。 


(1,2,1) 


0 0 2 2 


于 是 曲面 在 点 (1,2,1) 的 切 平面 方程 为 
1。(z 一 1) 十 2。(y 一 2) 十 1。(z 一 1) =0， 即 z 十 2y 十 z 一 6 一 0。 


曲面 在 点 (1,2,1) 的 法 线 方程 为 


练习 题 8-3 


1. 求 螺旋 线 zx 一 cost'y 一 sinft,x 一 :在 :一 二 对 应 点 的 切线 方程 和 法 平面 方程 。 

2. 求 曲 线 y= 二 x ,z= 二 x? 在 点 P(1,1,1) 处 的 切线 方程 和 法 平面 方程 。 

3. 求 与 曲面 z==x? 十 y* 相 切 且 与 平面 2z 十 4y 一 > 一 0 平行 的 切 平面 方程 。 

4. 证 明 : 在 曲面 z=zx? 十 y* 上 的 任意 点 的 法 线 都 与 = 轴 相交 。 

5. 证 明 ; 曲面 Vz 十 Vy 十 Vs 一 V& (a 之 0) 上 的 任何 点 的 切 平面 在 三 坐标 轴 上 的 截 距 之 和 


等 于 as 
6. 求 曲 线 zz 十 y= 二 10 和 十 xz? 二 10 在 点 (1,1,3) 的 切线 方程 和 法 平面 方程 。 


7. 证 明 : 曲面 3z?: 十 2y 一 2z 一 1 王 0 和 十 y? 十 xz? 一 4y 一 2z 十 2 二 0 在 点 (1,1,2) 直 交 
(二 曲面 在 点 (1,1,2) 的 切 平面 垂直 ) 。 
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一 、 多 元 函数 微分 学 考研 数 一 真 题 分 布 ,考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 多 元 函数 微分 学 的 考研 数 一 真 题 共 出 了 31 道 题 , 是 
考研 真题 较 多 的 一 章 , 题 型 分 布 在 : 

1. 计算 抽象 函数 的 偏 导数 : 共计 7 个 题 ,分 布 在 2005 年 ,2007 年 ,2010 年 ,2011 年 ， 
2014 年 ,2017 年 和 2018 年 。 

2. 求 具体 函数 的 偏 导 数 : 有 1 个 题 ,分 布 在 2011 年 。 

3. 求全 微分 : 共计 2 个 题 ,分 布 在 2015 年 和 2016 年 。 
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4. 极 值 点 与 极 值 : 共计 7 个 题 ,分 布 在 2003 年 ,2004 年 ,2006 年 ,2009 年 ,2011 年 ， 
2012 年 和 2013 年 。 

5. 最 值 与 条 件 最 值 : 共计 3 个 题 ,分 布 在 2007 年 ,2008 年 和 2019 年 。 

6. 二 元 函数 性 质 : 有 1 个 题 ,分 布 在 2012 年 。 

7. 求 切 线 .法 线 、 切 平面 法 平面 方程 : 共计 4 个 题 , 分 布 在 2003 年 ,2013 年 ,2014 年 和 
2018 年 。 

8. 求 梯 度 与 方向 导数 : 共计 6 个 题 , 分 布 在 2005 年 ,2008 年 ,2012 年 ,2015 年 ,2017 年 
和 2019 年 。 

1 多 元 函数 微分 学 考研 数 一 真 题 题 型 分 析 

1. 计算 抽象 函数 的 偏 导数 : 2005 年 和 2007 年 分 别 考 了 抽象 函数 的 二 阶 偏 导数 和 一 阶 
偏 导数 ;2010 年 考 了 由 方程 确定 的 抽象 隐 函 数 的 一 阶 偏 导 数 ;2011 年 考 了 抽象 函数 在 一 点 
的 二 阶 混合 偏 导数 ;2014 年 考 了 抽象 函数 的 二 阶 偏 导数 ,确定 微分 方程 , 解 方程 ;2017 年 考 
了 二 元 抽象 函数 在 一 点 的 一 阶 和 二 阶 导数 ;2019 年 考 了 二 元 抽象 函数 的 一 阶 偏 导 数 。 

2. 求 具体 函数 的 偏 导数 : 2011 年 考 了 用 变 限 积分 函数 表示 的 函数 在 一 点 的 二 阶 偏 导数 。 

3. 求全 微分 : 2015 年 和 2016 年 考 了 求 二 元 隐 函 数 在 一 点 的 全 微分 。 

4. 极 值 点 与 极 值 : 2003 年 考 了 定义 方法 判断 一 点 是 否 是 极 值 点 ;2011 年 考 了 二 元 函数 
一 点 成 为 极 值 点 的 充分 条 件 ;2004 年 考 了 由 方程 确定 的 二 元 隐 函 数 的 极 值 点 与 极 值 ;2009 
年 ,2012 年 和 2013 年 考 了 计算 二 元 函数 的 极 值 ;2006 年 考 了 极 值 点 的 性 质 。 

5. 最 值 与 条 件 最 值 : 2007 年 考 了 二 元 函数 在 闭 区 域 的 最 值 ;2008 年 和 2018 年 考 了 条 
件 最 值 。 

6. 二 元 函数 的 性 质 : 2012 年 考 了 极限 与 可 微 关 系 。 

7. 求 切线 .法 线 、 切 平面 法 平面 方程 : 2003 年 考 了 求 平行 某 平面 的 切 平面 方程 ;2013 
年 ,2014 年 和 2018 年 考 了 曲面 上 一 点 的 切 平面 方程 。 

8. 求 梯度 与 方向 导数 : 2005 年 和 2017 年 考 了 求 方向 导数 ;2008 年 和 2012 年 考 了 求 梯 
度 ;2015 年 和 2019 年 考 了 求 最 大 的 方向 导数 。 

2 多 元 函数 微分 学 考研 数 一 真 题 


1. (2003, 一 (2)(4 分)) 求 曲面 z= 二 zx? 十 y? 与 平面 2z 十 4y 一 = 一 0 平行 的 切 平面 方程 。 
考点 与 解法 : 求 切 平面 方程 。 求 曲面 的 法 向 量 ,确定 切 点 ,从 而 确定 法 向 量 。 
2. (2003 ,二 (3)(4 分 )) 已 知 函数 f(z,y) 在 点 (0,0) 的 某 个 邻 域 连续 , 且 
二 
则 
(A) 点 (0,0) 不 是 f(z,y) 的 极 值 点 ; (B) 点 (0,0) 是 f(z,y) 的 极 大 值 点 ; 
(C) 点 (0,0) 是 f(z,y) 的 极 小 值 点 ; 
(D) 根据 所 给 条 件 无 法 判断 点 (0.0) 是 否 为 fCz,y) 的 极 值 点 。 
考点 与 解法 : 利用 定义 判断 极 值 点 。 确 定 f(0,0) 二 0, 利 用 极限 与 无 穷 小 关系 ,将 f(z， 
y) 表示 为 “具体 ”函数 ,f(x,y) 二 zy 十 (zx? 十 y?) 人 ?十 (zx? 十 y?)?a(x,y)。 
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3. (2004, 三 (19)(12 分 )) 设 z= 二 z(x,y) 是 由 x 一 6zxy 十 10y’ 一 2yz 一 z* 十 18 二 0 确定 的 
函数 , 求 z= 二 z(x,y) 的 极 值 点 和 极 值 。 

考点 与 解法 : 求 二 元 函数 的 极 值 点 和 极 值 。 求 稳定 点 ,计算 二 阶 偏 导数 , 用 A=B* 一 AC 
判断 稳定 点 是 不 是 极 值 点 ,是 极 大 值 点 还 是 极 小 值 点 。 


， 二 1 十 十 六 十 全, 首 倍 i 
4. (2005, (3)(4 分 )) 设 函数 wz,y,z) 二 14+1318; 单 位 向 量 n 一 (1,1,1)， 


ou 
9n | 2,3) 


考点 与 解法 : 求 方向 导数 。 求 方向 向 量 的 方向 余弦 , 求 偏 导数 ,根据 方向 导数 公式 。 
5. (2005, 二 (9)(4 分 )) 设 函数 u(xz,y) 二 g(x 十 y) 十 g(x 一 y) + 所 (CD)dt, 其 中 函数 
9 具有 二 阶 导数 ,水 具有 一 阶 导数 , 则 必 有 


gu gu glu gu 
(A) 了 天 一 dy (B) 5 

Qu ou Qu _ gu 
CC 5zay av 人 jzay az2。 


考点 与 解法 : 求 二 阶 偏 导数 。 求 出 二 阶 偏 导数 ,确定 哪 两 个 相等 。 
6. (2006 ,二 (10)(4 分 )) 设 f(z,y) 与 g(x,y) 均 为 可 微 函 数 ,上 且 g(x,y) 关 0。 已 知 点 
(zo，,yo) 是 函数 f(x,y) 在 约束 条 件 PCz,y)=0 下 的 一 个 极 值 点 ,下 列 选项 正确 的 是 
(A) 车 f(zo,yo)==0, 则 (xo,yo)= 二 0; (B) 车 f(zo,yo)==0, 则 疡 (zoyyo) 天 0; 
(C) 车 扩 (zo ,yo) 了 0; 则 及 (zo,yo)= 二 0;(D) 若 户 (zoyy) 天 0, 则 户 (zoyyo) 天 0。 
考点 与 解法 : 极 值 点 性 质 。 利 用 点 (zxo ,yo) 是 函数 < 二 f(x,y) 在 约束 条 件 p(x,y) 二 0 


和 v 这 (zo sy0) 
下 的 一 个 极 值 点 , 则 下 | 一 0, 即 产 (aaao) 一 六 Covyo) * 多 C2 一 0， 


py (zoyyo) 
re 4 
7. (2007, 二 (12) (4 分 )) 设 了 (uv) 是 二 元 可 微 函数 ,x 二 f(x,y") ,求生 。 


考点 与 解法 : 求 二 元 抽象 复合 函数 的 偏 导数 。 利 用 链 式 求 导 法 则 。 

8. (2007 ,三 (17)(11 分)) 求 函数 f(x,y) = 二 zx: 十 2y: 一 x?y? 在 区 域 D={(x,y)|zx? 十 
% 入 4,y 二 0} 上 的 最 大 值 和 最 小 值 。 

考点 与 解法 : 求 二 元 函数 的 最 值 。 求 稳定 点 及 其 函数 值 , 求 边界 最 值 ,比较 大 小 。 


9. (2008 ,一 (2) (4 分 )) 函 数 f(r) arctan 在 点 (0,1) 处 的 梯度 等 于 
(A) i; (B) —i; (CY (D) —j。 
考点 与 解法 : 求 梯度 。 求 偏 导 数 ,确定 梯度 。 


ZX: 二 y 一 2z: 二 0， 
一 求 C ZO 远 
a 求 C 上 距离 zxOy 面 最 远 的 


10. (2008, 三 (17) (11 分 )) 已 知 曲线 C: | 
点 和 最 近 的 点 。 

考点 与 解法 : 求 条 件 最 值 。 曲 线 上 的 点 (xz,y,z) 到 xOy 面 距离 为 |=| ,目标 函数 可 确定 
为 f(x,y,z)=z?。 

11. (2009, 三 (15)(9 分 )) 求 二 元 函数 f(x,y) 二 x? (2 十 y) 十 ylny 的 极 值 。 

考点 与 解法 : 求 二 元 函数 的 极 值 。 求 稳定 点 ,利用 判别 式 A 二 B? 一 AC 判断 稳定 点 是 不 
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是 极 值 点 ,是 极 大 值 点 还 是 极 小 值 点 ,并 求 极 值 。 
12. 〈2010 ,一 (2)(4 分 )) 设 函数 > 一 =(z,y) 由 方程 F( 衬 三)}-9 确定 ,其 中 下 是 可 微 
BE4 
”ay 
(CA) zs (B) z; tO 一 二 
考点 与 解法 : 求 抽象 的 复合 函数 的 偏 导数 。 利 用 公式 ,或 方程 两 边 求 偏 导 ,或 微分 。 
13. (2011, 一 (3)(4 分 )) 设 函数 f(z) 具 有 二 阶 连续 导数 ,上 且 f(x) 这 0, 了 (0)==0, 则 函 
数 z 二 f(r)lInf(y) 在 点 (0.0) 处 取得 极 小 值 的 一 个 充分 条 件 是 : 
(A) f(0)>1,7 (0)>0; (B) f(0)>1,7 (0)<0; 
(C) f(0)<1,7(0)>0; (DY FO SI ONDs 
考点 与 解法 : 取得 极 值 的 充分 条 件 。 确 定 判别 式 OA ne 


14. (2011, 二 (11) (4 分 )) 设 函数 F(x,y) = 下 i 求 3 
0 1+ 2 


考点 与 解法 : 计算 二 阶 偏 导数 。 求 变 限 积分 函数 的 一 阶 偏 导数 ， le 阶 偏 导数 。 
15. (2011,—(3)(4 SO yg(z)), 其 中 具有 二 阶 连续 偏 导数 ,函数 


g(ZX) 可 导 , 且 在 x=1 取得 极 值 g(1) 一 1，3 元 加 


考点 与 解法 : 计算 抽象 的 复合 函数 的 二 阶 偏 导 数 。 用 链 式 求 导 法 则 , 求 出 二 阶 偏 导 数 。 
16. (2012, 一 (3)(4 分 )) 如 果 函 数 f(z,y) 在 (0,0) 处 连续 ,下 列 命题 正确 的 是 : 


(A) 关 极 限 ley] 守 生存 在 , 则 f(xy) 在 (0,0) 处 可 微 ; 


函数 , 且 FF 了 关 0, 则 之 


I= = 


(B) tin 存在 , 则 f(z,y) 在 (0,0) 处 可 微 ; 


(C) 车 f(z,y) 在 (0.0) 处 可 微 ， | 1 存在 ; 


(D) 若 f(z,y) 在 (0,0) 妇 可 和 , 则 权限 jinn 区 存在 。 
考点 与 解法 : 可 微 的 定义 和 性 质 。 反 例 可 以 确定 (A),(C) ,(D) 是 错误 的 。 


17. (2012, 二 (11) (4 分 )) 求 grad[ zy 二 三 】 


(2,1,1) 


考点 与 解法 : 计算 三 元 函数 的 梯度 。 求 函 数 zy 十 、 在 点 (2,1,1) 的 偏 导数 。 


18. (2012 ,三 (16)(10 分 )) 求 函数 J ne 的 极 值 。 
考点 与 解法 : 二 元 函数 的 极 值 。 求 稳定 点 。 二 阶 偏 导 ,利用 判别 式 A==B? 一 AC 确定 稳 
定点 是 否 是 极 值 点 ,从 而 得 到 极 值 。 
19. (2013, 一 (2)(4 分)) 曲 面 z? 十 cos(zxy) 十 yz 十 X= 二 0 在 点 (0,1, 一 1) 处 的 切 平面 方 
程 为 
(A) z—y+z=—2; (B) zy+t+z=0; 
(CO) zx—2y+z=—3; (D) xz—y—z=0。 


8.4 多 元 函数 连续 、 偏 导数 与 全 微分 及 其 应 用 考研 真题 全 


考点 与 解法 : 求 切 平面 方程 。 求 曲面 在 点 (0,1, 一 1) 处 的 法 向 量 , 得 到 切 平面 方程 。 

20. (2013, 三 (17)(10 分 )) 求 函数 He 一 [村 ]e 的 极 值 。 

考点 与 解法 : 二 元 函数 的 极 值 。 求 稳定 点 ,二 阶 偏 导数 ,利用 判别 式 A= B? 一 AC 确定 
稳定 点 是 否 是 极 值 点 ,从 而 得 到 极 值 。 

21. (2014, 二 (9)(4 分 )) 求 曲面 z==zx? (1 一 siny) 十 y: (1 一 sinz) 在 点 (1,0,1) 处 的 切 平 
面 方程 。 

考点 与 解法 : 求 切 平面 方程 。 求 曲面 在 点 (1,0,1) 处 的 法 向 量 , 得 到 切 平面 方程 。 

22. (2014, 三 (17) (10 分 )) 设 函数 F(z) 具 有 二 阶 连续 导数 ,== Fercosy) 满 足 方 程 
5 十 5 一 4(z 十 ercosy)e" , 若 了 (0)==0, 了 (0)==0, 求 f(w) 的 表达 式 。 

考点 与 解法 : 求 二 阶 偏 导 和 和 解 方 程 。 求 函数 的 二 阶 偏 导 数 , 确 定 方程 , 解 方程 。 

23. (2015, 二 (11) (4 分 )) 求 函数 z= 二 z(x,y) 由 方程 ee 十 zy< 十 cosz 一 2 确定 , 求 
dz 


(0,D° 


考点 与 解法 : 求 二 元 隐 范 数 在 一 点 的 全 微分 。 利 用 全 微分 公 ,计算 卫 
或 对 等 式 两 端 求 微分 。 

24. (2015 ,三 (17)(10 分 )) 已 知 函 数 FCz,y) 一 z 十 y 十 zy 曲线 C: xz? 十 yy 十 zy 二 3, 求 
f(x,y) 在 曲线 C 的 最 大 方向 导数 。 

考点 与 解法 : 最 大 方向 导数 和 条 件 极 值 。 求 出 函数 f(z,y) 的 最 大 方向 导数 (梯度 的 
摸 ) ,以 此 作为 目标 函数 , 求 满足 条 件 zx? 十 y* 十 zy 二 3 的 最 值 。 

25. (2016, 二 (11) (4 分 )) 设 f(z,y) 可 微 ,zx 二 z(x,y) 由 方程 

(z+ Dz—y = zf(r—z,y) 


GE4 


(oD 9y 


(0,D) 


确定 , 求 dx (0,1) 9 
考点 与 解法 : 求 二 元 隐 数 在 一 点 的 全 微分 。 利 用 全 微分 公式 ,计算 3 i 
3 ,或 利用 全 微分 形式 不 变性 ,对 方程 两 边 求 微分 。 
26. (2017, 一 (3) (4 分 )) 函 数 f(x,y,z) 二 x*y 十 zx? 在 点 (1,2,0) 处 沿 向 量 u==(1,2,2) 
的 方向 导数 。 
CA 12s (B) 6; (C) 4; C2 


考点 与 解法 : 求 三 元 函数 的 方向 导数 。 求 函数 f(z,y'z) 在 点 (1,2,0) 的 偏 导数 ,由 方 
向 向 量 确定 方向 余弦 ,从 而 得 到 方向 导数 。 
27. (2017, 三 (15)(4 分 )) 设 函数 f(u,v) 具有 二 阶 连续 偏 导 数 ,， y= 二 (er ,cosz) , 求 

dy 
we0 dx |sa0 
考点 与 解法 : 求 二 元 抽象 复合 函数 的 一 阶 导 数 和 二 阶 导数 。 利 用 链 式 法 则 , 求 函 数 的 
一 阶 导数 和 二 阶 导数 ,再 求 z= 二 0 时 的 导 函 数值 。 

28. (2018, 一 (2)(4 分)) 过 点 (,0,0) 和 点 (0,1,0) 且 与 曲面 z= 二 x? 十 y* 相 切 的 平面 
方程 : 


dy 
dz 
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(A) z==0 与 x 十 y 一 z==1; (B) = 一 0 与 2z 十 2y 一 > 一 2; 

(C) z=y 与 x 十 y 一 z=1; (D) z 一 > 与 2z 十 2y 一 = 一 2。 
考点 与 解法 : 求 曲 面 的 切 平 面 方程 。 显 然 > 一 0 是 曲面 的 切 平面 ,曲面 > 一 尼 十 y 的 法 
向 量 为 (2z,2y, 一 1) ,车 x 十 y 一 x 二 1 是 切 平面 , 则 切 平面 的 法 向 量 为 (1,1, 一 1) ,得 到 z= 


y 一 去 ,代入 切 面 方程 和 曲面 方程 ,< 不 等。 


29. (2018, 三 (16)(10 分 )) 将 长 为 2m 的 铁丝 分 成 三 段 ,依次 围 成 圆 ,正方 形 ,三 角形 。 
三 个 图 形 的 面积 之 和 是 否 存在 最 小 值 , 求 出 最 小 值 。 
考点 与 解法 : 求 条 件 极 值 。 设 曲线 被 分 成 三 段 , 圆 的 半径 为 z, 正 方形 的 边 长 为 y, 三 角 


形 的 边 长 为 =, 则 三 个 图 形 的 面积 和 SCz,y,) 一 xz? 二 十 全， 自 变 量 z,y,z 满足 条 件 : 


2xzx 十 4y 十 3z 二 2, 求 其 条 件 最 值 。 
30. (2019, 二 (9) (4 分 )) 设 函数 f(w) 可 导 ,z 二 f(siny 一 sinz) 十 xy, 计 算 
1 ds .1 .9 
cosT 97r cosy ay 
考点 与 解法 : 求 二 元 抽象 的 复合 函数 的 偏 导数 。 利 用 求 偏 导 法 则 和 求 导 公 式 , 求 出 偏 
导数 ,代入 即 可 。 
31. (2019 ,三 (16)(10 分 )) 设 a,b 为 实数 ,函数 > 一 2 十 az 十 by? 在 点 (3,4) 的 方向 导数 
中 ,一 一 3i 一 4 方向 导数 最 大 ,最 大 值 为 10。 求 : 
(CD wa,2 的 值 ; 
(ii) 曲面 z=2 十 ax? 十 by*(z 宇 0) 的 面积 。 
考点 与 解法 : 求 二 元 函数 方向 导数 ,利用 条 件 确定 未 知 常数 ; 求 曲面 的 面积 。 求 二 元 函 
数 方向 导数 , 当 第 一 类 曲面 积分 被 积 函数 是 1 时 ,其 积分 值 就 是 积分 曲面 的 面积 ,再 将 曲面 
积分 转化 为 二 重 积分 ,或 利用 计算 曲面 的 面积 公式 。 


二 、 多 元 函数 微分 学 考研 数 三 真题 分 布 .考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 多 元 函数 微分 学 的 考研 数 三 真题 共 出 了 24 道 题 ,是 
考研 真题 较 多 的 一 章 , 题 型 分 布 在 ， 

1. 计算 抽象 函数 的 偏 导数 : 共有 7 个 题 ,分 布 在 2003 年 ,2005 年 ,2007 年 ,2008 年 ， 
2011 年 ,2014 年 和 2019 年 。 

2. 求 具体 函数 的 偏 导数 : 共有 4 个 题 ,分 布 在 2004 年 ,2008 年 ,2009 年 和 2016 年 。 

3. 求全 微分 ; 共有 7 个 题 ,分 布 在 2005 年 ,2008 年 ,2011 年 ,2012 年 ,2013 年 ,2015 年 
和 2016 年 。 

4. 极 值 点 与 极 值 : 共有 3 个 题 ,分 布 在 2003 年 ,2006 年 和 2009 年 。 

5. 计算 函数 最 值 与 条 件 最 值 : 共有 2 个 题 ,分 布 在 2010 年 和 2018 年 。 

6. 求 二 元 函数 的 表达 式 : 有 1 个 题 ,分 布 在 2017 年 。 

2.1 多 元 函数 微分 学 考研 数 三 真题 题 型 分 析 

1. 计算 抽象 函数 的 偏 导数 : 2003 年 和 2005 年 考 了 计算 抽象 函数 的 二 阶 偏 导数 ,两 题 
类 似 ; 2007 年 考 了 抽象 函数 的 一 阶 偏 导数 ;2008 年 考 了 由 方程 确定 的 抽象 二 元 函数 的 偏 导 
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数 ;2011 年 考 了 抽象 函数 在 一 点 的 二 阶 偏 导数 ;2014 年 考 了 抽象 函数 的 一 阶 偏 导数 所 满足 
的 方程 ;2019 年 考 了 计算 二 元 抽象 函数 的 二 阶 偏 导数 。 

2. 计算 具体 函数 的 偏 导数 : 2004 年 考 了 确定 二 元 具体 函数 , 求 二 阶 偏 导数 ;2008 年 和 
2009 年 考 了 求 具体 函数 在 一 点 的 偏 导数 ;2016 年 考 了 验证 偏 导 函数 满足 某 个 方程 。 

3. 求全 微分 : 2005 年 考 了 二 元 函数 在 一 点 的 全 微分 ;2008 年 考 了 抽象 函数 的 全 微分 ; 
2011 年 考 了 求 寡 指 函 数 在 一 点 的 全 微分 ;2012 年 考 了 抽象 函数 在 一 点 的 全 微分 ;2013 年 和 
2015 年 考 了 由 方程 确定 的 二 元 函数 在 一 点 的 全 微分 ;2016 年 考 了 由 方程 确定 的 二 元 抽象 函 
数 在 一 点 的 全 微分 。 

4. 极 值 与 极 值 点 : 2003 年 考 了 极 值 点 的 性 质 ;2006 年 考 了 条 件 极 值 的 性 质 ; 2009 年 考 
了 求 二 元 函数 的 极 值 。 

5. 求 最 值 与 条 件 最 值 : 2010 年 和 2018 年 考 了 条 件 最 值 。 

6. 求 二 元 函数 的 表达 式 : 2017 年 考 了 求全 微分 的 原 函 数 。 

2.2 多 元 函数 微分 学 考研 数 三 真题 

1. (2003, 二 (2)(4 分 )) 设 可 微 函 数 f(z,y) 在 点 (zo,yo) 取得 极 小 值 , 则 下 列 结论 正确 
的 是 

(A) f(zosy) 在 y= 二 yo 处 的 导数 等 于 零 ; (B) f(zo,y) 在 > 一 w% 处 的 导数 大 于 零 ; 
(C) f(zosy) 在 y= 二 yo 处 的 导数 小 于 零 ;(D) f(zo,y) 在 y= 二 yo 处 的 导数 不 存在 。 
考点 与 解法 : 极 值 点 的 性 质 。 可 微 , 偏 导 存在 , 极 小 值 点 , 偏 导 等 于 零 。 


2. (2003, 四 (8 分 )) 设 (uww) 具有 连续 的 偏 导数 , 且 满足 f+ 一 1, 又 g(x,y) 一 


1 ~ 92 32 
f[z»; 2 (zx? > )] , 求 3 + 形 . 


考点 与 解法 : 求 抽象 函数 的 二 阶 偏 导数 。 利 用 链 式 法 则 求 抽 象 函数 的 二 阶 偏 导数 。 

3. (2004, 一 (2)(4 分 )) 设 函数 f(u,v) 由 关系 式 f[xg(y),y] 二 zx 十 g(y) 确定 ,其 中 函 
数 g(y) 可 微 , 且 g(z) 隐 0, 求 如 二。 

考点 与 解法 : 求 二 阶 混合 偏 导数 。 利 用 等 式 , 求 出 二 元 函数 f(u,v) 的 表达 式 , 再 求 二 
阶 混合 偏 导数 。 

4. (2005 ,一 (3)(4 分 )) 设 二 元 函数 = 一 ze "十 (z 十 1)ln(1 十 y), 求 dz | i 

考点 与 解法 : 求 二 元 函数 在 一 点 的 全 微分 。 求 二 元 函数 在 点 (1.0) 的 偏 导数 。 


5.(2005, 三 (16)(8 分 )) 设 f(u) 具有 二 阶 连续 导数 , 且 g (zy) 二 (¥)+sr (#), 


RE 
求 xz 六 ay 
考点 与 解法 : 求 抽象 函数 的 二 阶 偏 导数 。 求 复合 函数 的 二 阶 偏 导数 ,代入 ,化 简 。 


6. (2006, 二 (11)(4 分)) 题 目 同 上 小 节 6. (2006, 二 (10) (4 分 )) 题 。 


ee 9x 各 
7. (2007, 二 (13)(4 分 )) 设 f(u,v) 是 二 元 可 微 函 数 ,= #2 | :来 z 5 yy 


考点 与 解法 : 求 抽 象 函数 的 一 阶 偏 导数 。 利 用 链 式 法 则 求 复 合 函数 的 一 阶 偏 导 数 。 


Co 多 元 函数 连续 、 偏 导数 、 全 微分 及 其 应 用 


8. (2008, 一 (3)(4 分 )) 已 知 FCz,y) 一 ev ty , 则 
(A) 及 (0,0),， 有 (0,0) 都 存在 ; (B) 扩 (0,0) 不 存在 ,f,(0,0) 存在 ; 
(C) fC0,0) 存在 , f,(0,0) 不 存在 ; (D) 上 产 (0,0)， 志 (0,0) 都 不 存在 。 
考点 与 解法 : 求 一 点 的 偏 导数 。 根 据 偏 导数 的 定义 , 求 疡 (0,0) 和 f(0,0)。 
9. (2008 ,三 (16)(10 分 )) 设 x 二 z(x,y) 是 由 方程 x 十 yy 一 x 一 g(x 十 y 十 x) 所 确定 的 
函数 ,其 中 p 具有 二 阶 导数 , 且 8 天 一 1。 


: jy a 9 ax] Ra 
(Ci) 求 dz; GD 记 a= 二 (并 芒 ], 求 
考点 与 解法 : 求 隐 函 数 的 全 微分 , 求 一 阶 偏 导 数 。(i) 对 方程 两 边 求 微分 ,或 根据 全 微分 
公式 求全 微分 。( 让 求 u, 再 求 一 阶 偏 导数 。 
9 


10. (2009, 二 (10)(4 分 )) 设 = 一 (z 十 ez , 求 衬 


zjao 


考点 与 解法 : 求 军 指 函数 在 一 点 的 偏 导数 。 便 等 变换 ,将 短 指 函数 转化 为 指数 函数 。 

11. (2009, 三 (15)(9 分 )) 求 二 元 函数 f(z,y) 二 x (2 十 y?) 十 ylny 的 极 值 。 

考点 与 解法 : 求 二 元 函数 的 极 值 。 求 稳定 点 ,利用 判别 式 A=B? 一 AC 判断 稳定 点 是 不 
是 极 值 点 ,是 极 大 值 点 还 是 极 小 值 点 ,并 求 极 值 。 

12. (2010 ,三 (17)(10 分 )) 求 函数 4 二 zxy 十 2yz 在 约束 条 件 z!? 十 y: 十 x? 二 10 下 的 最 大 
值 和 最 小 值 。 

考点 与 解法 : 求 条 件 最 值 。 应 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 。 

13. (2011, 二 (10)(4 分 )) 设 函数 z=(1+ 王 ] dz| 


考点 与 解法 : 求 寡 指 函数 在 一 点 的 全 微分 。 将 寡 指 函数 转化 为 指数 函数 ,求全 微分 。 
14. (2011, 三 (16) (10 分 )) 已 知 函 数 f(u,v) 具 有 二 阶 连续 偏 导数 ,f(1,1) = 二 2 是 一 


7zTyv7Gevy)) 的 极 值 , 求 屯 部 a 
考点 与 解法 : 求 抽象 函数 在 一 点 的 二 阶 偏 导 数 。 应 用 链 式 法 则 , 求 出 二 阶 混合 偏 导 。 


15. (2012, 二 (11)(4 分 )) 设 连续 函数 == F(zyy) 满 足 limECzs2) 一 2 十 2 一 2 一 0, 求 


i 
yl 
de | 《10D 


考点 与 解法 : 求全 微分 。 利 用 全 微分 公式 ,根据 极限 ,将 抽象 的 函数 表示 为 具体 函数 ， 
根据 偏 导数 定义 ,得 到 fC(0,0) 和 fC0,0)。 


16. (2013 ,二 (10)(4 分 )) 设 函数 = 一 =*(z,y) 由 方程 (z 十 y) 一 zy 确定 , 求 3 


(0,1) 


考点 与 解法 : 求 一 点 的 偏 导数 。 求 偏 导 函 数 .再 求 2 


oz|o.D 
17. (2014, 三 (17)(10 分 )) 设 函数 f(x) 具 有 连续 导数 , 且 *= Fercosy) 满 足 
cosy 宇 一 siny 一 〈4z 十 ecosy)er 。 


若 f(0) 二 0, 求 f(w) 的 表达 式 。 


8.5 本 章 练习 题 答 案 与 提示 全 


考点 与 解法 : 求 偏 导 数 和 解 方程 。 求 函数 的 偏 导 数 ,确定 方程 , 解 方程 。 
18. (2015, 二 (11) (4 分)) 设 函数 z= 二 xz(z,y) 由 方程 et” 十 xyz 二 1 确定 , 求 
dz 


(0,0) 9 

考点 与 解法 : 求 二 元 隐 函 数 在 一 点 的 全 微分 。 公式 法 , 求 出 天 和 
程 两 边 求 微分 。 

19.(2016, 一 (2)(4 分 )) 已 知 函 数 f(x,3) 一 -=, 则 


(A) f—fs=0; (B) fi+f=0; (C) f—fs=f; (D) fi+f= 
考点 与 解法 : 求 偏 导 函数 所 满足 方程 。 求 出 天 和 f ,计算 故土 1,。 
20. (2016, 二 (11) (4 分)) 设 f(u,v) 可 微 ,x 二 x(z,y) 由 方程 
(zz 十 1)z 一 多 一 zz 一 zy) 


9x 


9y | 0,0 ' 或 对 方 


确定 , 求 dtz| ov。 
考点 与 解法 : 求 二 元 隐 函 数 在 一 点 的 全 微分 。 利 用 全 微分 公式 ， 计算 了 0 
EE4 
9y ‘oD 
21. (2017, 一 (2)(4 分 )) 二 元 函数 x 二 zy(3 一 x 一 y) 的 极 值 点 是 : 
(A) (0,0); (B) (0,3); (C) (3,0); (D) (1,1)。 


考点 与 解法 : 求 二 元 隐 范 数 的 极 值 点 。 求 二 元 函数 的 稳定 点 ,再 求 二 阶 导数 ,用 判别 式 
判断 哪个 稳定 点 是 极 值 点 。 

22. (2017, 二 (12)(4 分 )) 设 函数 f(z,y) 具 有 一 阶 连续 的 偏 导数 , 且 已 知 dfF(z,y) 一 
yerdz 十 z(1 十 y)erdy,F(0,0) 一 0, 求 f(x,y)。 

考点 与 解法 : 求 原 函数 。 利 用 分 组 凑 微 分 方法 求 原 函 数 。 

23. (2018, 三 (17)(10 分 )) 题 目 同 上 小 节 29. (2018 ,三 (16)(10 分 )) 题 。 

24. (2019 ,三 (16)(10 分 )) 已 知 f(u,v) 具 有 二 阶 连续 偏 导数 , 且 

f(r,y) = 7xy— fri+y,r—y), 


dg 
ht 
考点 与 解法 : 求 抽 象 复合 函数 的 二 阶 偏 导数 。 利 用 链 式 求 导 法 则 , 求 出 二 阶 偏 导 和 二 


阶 混合 偏 导 ,利用 fi, 二 fz 化 简 。 


C3;5_ 本 章 练习 题 答案 与 提示 


练习 题 8-1 答案 与 提示 


LF 19 = 多 二 Sinzy Sinzy 2 Li Ty 
人 提示 。 Geno /2—@—l1 a /i+(1—e)—1 Gn tnl—e 


=2 lim =—2。 
GPT—y 
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(2) 0。 提 示 : 令 z 一 rcosg,y 一 rsing, 则 一 0, 9 任意 ,于 是 有 
lim (z 十 y)ln(zs 十 到) 一 lim2(cosb 十 sing)rlnr 一 0。 


Cry) 一 (0.0) 


(3) 0。 提 示 : 令 z 一 rcosg，y 一 rsing, 则 一 "0,0 任意 ,于 是 有 


im 一 > 一 limrsingcossg 一 0。 
Cr 一 (0.0) Ty m0 


(4 = 提示 : 有 理化 ey 2 2 li OF /EF 
2. (1) 提示 : 沿 zx 二 y 路 径 趋 于 原点 ,极限 不 存在 。 

(2) 提示 : 沿 zx 一 y 和 z 一 0 的 路 径 趋 于 原点 ,有 不 同 的 极限 。 

(3) 提示 : 沿 zx 一 y 和 z 一 2y 的 路 径 趋 于 原点 ,有 不 同 的 极限 。 

(4) 提示 : 沿 y= 二 xz? 和 y= 二 2x? 路 径 趋 于 原点 ,有 不 同 的 极限 。 


-~ 


9z_ 2, QZ 2 
3.. (1) 均一 2z? 十 y gy Xx’ 二 +2ry。 (2) a 
9a. a: 
(3) 加 ycoszy 一 sin(Z 一 y)， 元 ZcosZy 十 sin(Z 一 y) 。 
Be- 1 y az_ 1 和 
ar arctanzy1 十 (zy)2 "9y arctanzy1 十 (zy)2 
Dz ,Fz zz 
4. (1) 5 一 2 la 2。 
(2) gz —2zxy’ zz 1 一 z2 2 gz 一 2yzs 
az [1 十 (zy)?]: ”gzgay [1 十 (zy)?] ”ay [1 十 (zy)2]:” 


azz Pe 
(3) 9 天 二 区 (lny) ， Fa 


a2 
yty ny) Tz. 


gz < 人 zz Ed az ad | 
az (z+y)’ "azgy (z+y)’' 9y (z+y)’° 


5. 于 。 提示: 切线 与 x 轴 的 夹 角 的 正切 值 等 于 zi(2,4)。 


(4) 


6. (D EE= ftyfty fh ty Ezftfityfh LF fh 
» az2 TIyJizTT a Ty ; azay Ils 2 SU a TI Je 


zx | | zz .am 3 1 
(2) 3 二 fn t2fht 2 ray 让 十 y fi yr/ fs 


2x 2z 3 a 
yy2 fn tf 2 ft 220 
a 
(3) = ft2y ft2y f+ ft2f t+ fs 
E34 


5zay 


2 
$=z fh +2rfl —2rfi + fi —2fs + fi。 


Doy2 


Oz dz gz 
a7 2f tr fs 3 二 3 4zy1 Ep 2f +4yf。 


fitzyfht+ (zt fit (rz—W ft fe — fe; 


(4) 


z—yz 二 上 —zz+ 革 


7. (1) dz 本 dz 十 和 dy。 提 示 :【〖 方 法 1〗 利用 全 微分 形式 不 变性 ,对 方程 两 边 求 
工 一 zy 十 过 wt 


微分 , 求 出 dz 与 dr,dy 的 关系 ,从 而 得 到 全 微分 ;六 方法 2】 利 用 求 隐 函 数 的 偏 导 方 法 , 求 出 卫队 ,根据 


_azi | az 
dz 一 卫 dz 十 ydy，, 得 到 全 微分 。 


8.5 本 章 练习 题 答 案 与 提示 全 


a 9 9 
(2) 自 于 葬 一 一 淄 及 ,时 一 十 开 十 二 及, 学 一 一 去 玉 , 所 以 


7 1 1 
du 襄 fidz+ (二 1 zf ) fd。 


gu 9 /9u S$ Ee 出 洲 
9 元 ( 荫 ) 声 (二 zf:) i wf。 


Ye” 
(3) 由 = 上 二 -cdz+zdy)， 允 . 一 = 让 Ce 一 2 二 "js 
8 1 (5+3VD), 提示 : 加 a 

”2 7 9r 9y 9z" 

98 2 4 3 12 4 3 12 
9 3。 提 示 : ! 一 (4,3,12) 13 (13'15'13) 史 cosa—13'c0sB— 75's7— 3 


Au 
al | us 


10. zo 十 yo 十 zo。 提 示 : 球面 zx? 十 y 十 z= 二 1 上 的 点 (zxo ,yo ,zo) 处 , 沿 球面 在 该 点 的 外 法 线 方向 为 t= 二 
2(zo,yoyzo), 由 于 忒 十 总 十 如 二 1, 则 单位 向 量 为 f= 二 (xo ,yo szo), 即 cosa 二 zxo ,cosB 二 yo ,cosY 二 zo。 
11. (1) gradx(1,0,1) 一 (1,2,1); (2) gradx(0,0,0) 一 (1,1,1)。 


au Qu au 
se 3 十 cosB 5 十 cosy 3。 


12. 入 一 cosa 十 cos8B 十 cosy; 3。 
13, 和 cosa 十 sina Vasin (et 村 ) 本 » 至 ， 至 或 三, 


14. 提示 : 证 明 函 数 在 点 (0,0) 的 极限 不 存在 。 或 沾 zx 一 y 路 径 趋 于 原点 的 极限 不 等 于 这 点 的 函数 值 。 
15， 当 z 天 >y 时 ,连续 , 当 z 一 ?天 0 时 ,可 去 间断 点 ，z 一 ?一 0 为 无 穷 间断 点 。 
16. 提示 : 沿 任何 射线 趋 于 原点 极限 是 0, 即 对 任何 固定 方向 9, 有 

lim_ <» li cos’ Osing limt 。lim cos Osing Cos’0 
mort+y :0 tcosig 十 sin20 to wot? cos'0+t sin’0 sing 


沿 抛物 线 一 zx? 趋 于 原点 的 极限 是 二 。 


pe = 二 3 
17. 提示 : PR limr(sin’ 0 cos’0)=0=f(0,0); 


jim Am 
a 


f:(0,0) 


im fC0+ Ar,0) — /C0,0) 


fC0;0+ Ay)—f(00) Ay 
本 Ay lm zy 


.Az—dz 。 CAr,Ay) 一 Az 十 Ay _ 1. AzAy 
1 1 lim (Az — Ay) 
VR TA Me VA Tay a a 
显然 此 极限 沿 Ar 一 一 Ay 的 极限 不 为 零 。 
18. 当 9p(0,0) 一 0 时 ,函数 f(x,y) 在 点 (0,0) 的 偏 导 存 在 ,在 点 (0,0) 可 微 。 提 示 : 由 于 六 (0,0) 一 


lim 人 0 十 Az;0) 一 /0,0) limlAzlp(Az,o), 而 p(zyy) 在 点 (0,0) 的 邻 域内 连续 ,所 以 limp(Az,0) 一 
2 Ar A En 


(0,0), 因 此 要 使 偏 导 存在 ,必须 且 只 需 pg(0,0)= 二 0。 在 此 条 件 下 ,证 明 f,(0,0) 存 在 ,并 且 f(x,y) 在 
点 (0,0) 可 微 。 


1s 


» 


19. 提示 : 首先 求 偏 导 函数 , 当 式 十 学 0 时 ,天 (zyy) -一 - 有 Cr 一 pe Hy = 


0 时 ,大 (0,0) lm + 0, 并 且 及 (0,0) 一 Jim Oo 二 AD 一 Fo0) 0, 村 二 yaosp 


Az Ay 


3 一 rsing, 则 一 "0, 0 任意 ， 则 有 lf es lt + yy = 一 lim2rsintbcosg 一 0 一 及 (0,0) ,同样 lim 疡 (zy) 一 
pe ue 2 


0 0 
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lim -22z ,一 lim2rcostbsing 一 0 一 大 (0,0) ,于 是 偏 导 函数 连续 。 
+ 
a 


20. 提示 : 方程 x 一 az 一 p(y 一 bz) 确定 隐 函 数 < 二 z(x,y), 于 是 对 一 az 二 g(y 一 bz) 关于 工 求 偏 导 ， 
y 是 常量 ,= 是 工 的 函数 ,于 是 有 1 一 az 一 gf (一 bx:)， 解 得 地 一 一 上 ,同样 对 y 求 偏 导 ,得 到 一 az, 一 


二 就， 
, 
V1 一 bo) 二 一 bp x, 解 得 必 一 一 2 
, 
21. 提示 : 对 工 求 偏 导 G1(c 一 ax:) 十 G2( 一 pz) 一 0, 解 得 zx 对 来 仿 寻 ,G1( 一 ow) 十 
/ 如 a 
Gi(c 一 bz’) 二 0, 解 得 zz 0 
» az azz 9 /az\_ 9 
22. 提示 : 对 工 求 偏 导 , 于 一 2r 故 十 23? 访 ,5 且 一 于 (天 ) 一 于 (2z 太 二 23 用 ) 一 2 六 十 2z(2z 甩 十 


2yf)+2y(2zf +2yf) =2f+4 十 8zyf's 十 4y /Is。 同样 对 y 求 位 导 3 一 一 2y 太 十 2z 态 ， 并 且 


2 9 /9 
WB) yy tf) 22 ft + 


2 2 Pz Oz 
4y:f11 一 8Zyflz 十 4z? fts, 求 和 ,于 是 有 a tay he 


1—l2v jy 203 7 1 一 如， 1 .2-4 
1—8uw’ ™ 1—8uw’ 2 Buv—1? vol 


24. 提示 : 显然 y,t 是 中 间 变 量 , x,x 是 自 变量 ,根据 链 式 法 则 得 到 


9 , 9 
六 = /tf gt fr ge es EE= /+f ge Ye 


23. ws 


练习 题 8-2 答案 与 提示 


1. 1) fo = 十 ; (2) fmx 二 3， fmn 二 一 3。 提示: (1) 令 工 (zyy) 一 zy 十 MCz 十 ?一 1), 则 工 :一 > 十) 一 


0,L 一 zh-0，z+y 一 1 一 0, 解 得 < 一 y 一 去, 根据 实际 问题 \ 仅 有 最 大 值 ,所 以 fx 一 了 ( 读 , 计 )] 一 于。 


(2) 令 地 (zyyyz) 一 z 一 2? 十 2z 十 (zz 十 吧 十 妇 一 1), 则 了 一 1 十 2Az 一 0 2 十 21y 一 0, 世 :一 2 十 2Az 


0vz?+y+# 一 1=0, 解 得 ( 于, 全， |] 和 剑 了 本) ,于 是 fs 一 3, fo 一 3。 

2. (1) 驻 点 为 (3, 一 1);(3, 一 1) 是 极 小 值 点 , 极 小 值 是 7(3, 一 1) 一 一 8。 

(2) 驻 点 : (0,0),(0,3),(3,0),(1,1);(1,1) 是 极 大 值 点 , 极 大 值 为 1。 

3. 提示 : 唯一 驻 点 (0,0), 由 于 F(z,y) 一 己 一 交 , 于 是 在 (0,0) 任 何 小 的 邻 域 上 ,都 含有 z 二 y 二 0 点 ,这 
些 点 的 函数 值 大 于 零 ; 也 含有 0<<z<y 点 ,这 些 点 的 函数 值 小 于 零 , 所 以 (0,0) 不 是 极 值 点 。 

4。 fmax 二 4，,fmin 二 一 4。 提 示 : 函数 f(z,y) 在 区 域 x? 十 y* 二 1 的 内 部 没有 驻 点 ,所 以 最 值 只 能 在 边界 
上 达到 。 在 边界 十 y=1 上 ,f(z,y)=4z 十 zy 十 y=1 十 5z 一 zz 一 ,XE[ 一 1,1] ,f=5 一 2zx 一 37? 


(5 十 3z) (1 一 z), 驻 点 x 一 1,7 一 一 于。 于 是 


fo = max{ 1 DSDHA (BH) fo = mex {tODD (3)}=—4 


5. 提示 : 设 (z,y) 是 抛物 线 y 二 世上 的 点 , 则 (zyy) 到 直线 zx 十 y 十 2 一 0 的 距离 为 了 一 
工 |z 十 y 十 2| ,目标 函数 设 为 FCz,y) 一 (z 十 y 十 2)2, 拉 格 朗 日 函数 为 工 (zyy,h) 一 (z 十 y 十 2)2 十 1( 妇 一 轨 ， 


V2 


8.5 本 章 练习 题 答 案 与 提示 全 


出 者 过 =2Cs 征 y 秆 2 二 加 二 0 这 一 2(z 十 9 二 2 二 A 二 05 y= 让; 闫 得 忆 $y 二。 所 以 


多 
一 
4V2 


6. 并。 提示: 设 (zy,z) 是 曲面 (z 一 9) 一 迪 一 1 点 ,到 原点 距离 d 一 VT 二 可 ,目标 函数 


f(zsy)=z 十 y 十 xz? ， 取 拉 格 朗 日 函数 
工 (zyyz) 一 好 十 并 十 双 十 X[(z 一 3) 一 对 一 1]]， 


令 L==2zx 十 24(z 一 y) 二 0,L ,二 2y 一 24(z 一 y) 二 0,L' 二 2z 一 24z 二 0, 解 得 * 一 0,z 十 y 0, 即 ( 评 ， EE 


所 以 dwn 一 并。 


7. 正方 体 。 提 示 : 设 长 方 体 的 各 边 长 分 别 为 xz，y,z, 则 体积 V(x,y,zx) 二 xyz, 表 面积 为 S= 
2(xy 十 yz 十 zz),S 为 常量 。 拉 格 朗 日 函数 为 
L(xz,y,2,4) = zyz 十 (2(zy + +zr)— SS), 
求 驻 点 , 解 得 zx 一 > 一 z。 
8. 当 zy 一 * 一 -请 时 , 取 最 大 值 ,最 大 值 为 -1 。 
z+y=1 


5 


9。 for 二 1 十 V2; Hum 一 1 一 2。 提示 : 函数 (zyy,z) 一 z 十 y 十 = 在 加 | ”上 的 最 大 值 和 最 小 值 
等 价 于 函数 f(z,y,z) 一 z 十 y 十 1 在 图 上 刀 十 光一 1 的 最 值 , 还 等 价 于 函数 F(z,yyz) 一 z 十 1 十 VI 一 好 在 区 


Vi=z— 
一 1,1 5 1 一 一 于 
间 [ ] 上 的 最 值 , 而 / i= Vi 


AE) 中 -5 和 -mo 人 可 ](- 权 ) pvp- 此 


三 , 令 其 等 于 堆 , 解 得 zx 一 土 代 。 于 是 fa 一 


max 


2 


题 也 可 用 条 件 极 值 求 函数 的 最 值 。 
10. 提示 : 令 工 (zy,z) 一 Inz 十 2lIny 十 3lnz 十 (zz 十 只 十 邓 一 6 于 ), 求 偏 导 并 令 等 于 零 ， = 二 + 


了 十 2 0, ZX 十 y 十 zx? 一 6 二 0, 解 得 唯一 驻 点 , x 二 r,y 二 V27,z 二 V3r， 


24z=0, 1 ty 0 1 


_ i ; Ey te 
于 是 /nu 一 J(r',V2r,V3r) 一 ln6 V3 ,有 不 等 式 Inz 十 2lny 十 3lnz 委 ln6 V3r Ine v3( 6 ) ,; 取 工 


Yasy 二 Vb,z 二 Vc, 则 得 到 所 要 证 明 的 不 等 式 。 
11. 提示 : 利用 条 件 极 值 证 明 。 令 a 十 b 十 c= 二 r, 于 是 只 需 计 算 三 元 函数 f(a,b,c) 二 abc? 在 条 件 a 十 b 十 


< 一 下 的 条 件 最 值 为 弛 让。 具体 过 程 和 10 题 类 似 。 


12. fmin(3, 一 4) 二 一 75， fmx( 一 3,4) 二 125。 提 示 : 首先 求 区 域内 部 的 驻 点 ,再 求 函数 在 边界 上 的 最 
值 ,比较 边界 上 的 最 值 驻 点 的 值 ,最 大 者 就 是 最 大 值 ;最 小 者 就 是 最 小 值 。 


练习 题 8-3 答案 与 提示 


Lb 


1 切线 方程: 世 二 0 一 2 二 1 一 2 ,法 平面 方程 : < 一 z 一 下 
, 人 0 和 了 要 


| 
2. 切线 方程 : 一 一 ”一 


， 法 平面 方程 : zx 十 ?十 2z 一 4 一 0。 


的 一 多 元 函数 连续 、 偏 导数 、 全 微分 及 其 应 用 


3. 切 平面 方程 : 2z 十 4y 一 = 一 5。 
4. 提示 : 证 明 任 意 点 的 法 线 与 = 轴 共 面 , 且 不 平行 。 
5. 提示 : 设 (zxo,yo,zo) 是 曲面 Vz 十 Vy 十 Vz 一 V& 上 任意 点 ,于 是 有 Vzo 十 Vy 十 Va 一 Va, 此 点 的 法 


py LL | 
向 量 为 t ( 霹 ， J rs 人 mh 3o) 二 a z0)=0。 上 


z 二 Ya, 于 是 和 三 个 坐标 轴 截 距 为 Jazo，Vayo，Vazo， 于 是 截 距 的 和 为 


式 即 是 


Vazo 十 Vayt Vazo =a。 
6. 切线 方程 ; 一 ”1 一 各 ,法 平面 方程 : 3z 十 3y 一 < 一 3。 
7. 提示 : 证 明 二 曲面 在 点 (1,1,2) 的 两 个 切 平面 垂直 。 


考研 真题 答案 
数 一 真 题 答案 : 1. 2r 十 ty 一 = 一 5 一 0 2，Ai 3. 极 小 值 点 (9,3), 极 小 值 3; 极 大 值 点 (一 9, 一 3) , 极 大 
值 -3 4 逻 ，5. Bi 6. Di 7, yx!fi 十 yinyfis8. f(z1y) 在 D 上 的 最 大 值 8, 最 小 信 0; 9 Ai 10, 最 


远 点 (一 5, 一 5,5) ,最近 点 (1,1,1); 11. 极 小 什 f(0: 二 = 二 12. Bi 13. As 14. 4 15. fC1,1)+ 


fsD+fa1,1); 16. Bi 17. i+j+k; 18. 极 大 值 亡 ! 板 小 值 一 志 ， 19.，A; 20. 唯一 极 小 值 点 
二 时 
(1 一 告 )" 机 小 全 为 六 (1, 一 千 )=-。 si 21. 2x—y—z—1=0; 22. f(w) 二 一 让 e “一 二 us 


23. 一 dz; 24. 3; 25. 一 dz 十 2dy; 26. D; 27. f{ (DAN D+A D+A,D; 28. B; 


1 yy , 一 
29. er ts 3 (D a 一 0 一 一 1; (D 3 


数 三 真题 答案 : 1，Ai 2. zz 十 六; 3. 一 区 人, Zedz+(et2)dys 5. 2 (2) 6 剖 


2y 0, ; 2 2 2C2z+tDY 
7. EA ae 8. B; 9. dz i a 下台 arg es; 10. 1+2In2; 


11. 极 小 值 /(0， ! ) ! ; 12. Wmax =5 V5 unin=—5V/5; 13. (1+2ln2) (dzx—dy); 
14. fC(2,2)+ fi (1,1)f2(2,2); 15. 2dz 一 dy; 16. 2 一 ln2; 17. f(D= 直 ("一 4u 一 D: 


1 2 生 
18. 一 本 dz 一 dy; 19. D; 20. 一 dz 十 2dy; 21. D; 22. zye; 23. i 24. 1—3f1— fi:。 


第 C9》 章 


重 积分 


基本 概念 


1. 二 重 积分 、 累 次 积分 (二 次 积分 ); 

2. X- 型 区 域 、 关 型 区 域 、9- 型 区 域 、r- 型 区 域 ; 

3. 二 重 积分 的 一 般 坐标 变换 、 极 坐标 变换 ; 

“4. 三 重 积分 、 累 次 积分 (三 次 积分 ); 

X- 型 柱 体 、Y 型 柱 体 、 纪 型 柱 体 、 可 截 志 型 区 域 ; 
“6. 三 重 积 分 的 柱 面 坐标 变换 球面 坐标 变换 ; 

“7. 质心 、 形 心 .转动 惯量 。 


基本 结论 


1. 二 重 积分 的 性 质 ; 
“2. 三 重 积 分 的 性 质 。 


基本 方法 


. 交换 累 次 积分 的 积分 次 序 ; 

. 平面 直角 坐标 与 极 坐 标的 累 次 积分 转化 ; 

. 对称 区 域 上 的 二 重 积分 ; 

. 非 初 等 二 元 函数 的 二 重 积分 ; 

. 利用 简单 的 坐标 变换 计算 二 重 积分 ; 

. 二 重 积分 的 解答 与 证 明 ; 

“7. 计算 三 重 积 分 ; 

“8. 利用 柱 面 坐标 变换 、 球 面 坐标 变换 计算 三 重 积分 ; 
“9. 计算 质心 坐标 、 转 动 惯量 。 


~ a 


中 性 
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C9,1 二 重 积分 


一 、 基 本 概念 


定义 1 二 重 积分 定义 ， 
设 二 元 函数 /(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 有 定义 ,用 分 法 工 将 闭 区 域 D 分 成 n 个 小 闭 区 
域 
Ao, Aos,**, Ao,, 
其 中 Ao; 既 表示 第 i 个 小 区 域 ,又 表示 它 的 面积 。 在 Ar 上 任 取 一 点 ($ , 刀 )， A(T) 表示 分 法 
将 D 分 成 的 所 有 小 区 域 的 直径 的 最 大 值 ( 细 度 ) 。 若 极限 


m2 CD)Aoi = I 


Bas 


存在 , 且 了 与 分 法 T 和 点 (&,w) 的 取 法 无 关 , 则 称 f(z,y) 在 D 上 可 积 ,并 称 了 为 f(x,y) 
在 D 上 的 二 重 积分 , 记 作 
| (zyy)do = lim, 2 san， 
Dp i=1 
其 中 f(x,y) 称 为 被 积 函 数 ，D 称 为 积分 区 域 。 
二 重 积 分 的 几何 意义 : 
(1) 当 f(x,y) 宇 0 时 ， 二 重 积分 | fcz,y)dzdy 表示 为 以 曲面 x = f(x,y) 为 项 , 以 区 
D 
域 D 为 底 ,母线 平行 轴 的 曲 顶 柱 体 的 体积 ; 
(2) 一 般 情况 下 ,二 重 积 分 | 7(z,y)dzdy 表示 区 域 D 上 在 zOy 面 上 方 曲 项 柱 体 的 体 
D 


积 与 在 zxOy 面 下 方 曲 项 柱 体 的 体积 的 差 。 
定义 2 积分 区 域 的 分 类 : 
(1) 入 型 区 域 : 左右 分 别 由 直线 x 二 a 和 z= 二 5b, 下 上 分 别 由 曲线 > 一 (zx) 和 y= 二 yo (xz) 
围 成 的 区 域 , 记 为 D, 二 { (zx,y) la 二 x 二 6b,y1(z) 二 yys(z)} ,如 图 9-1(a) 所 示 , 则 
| f(r,y)drdy = | dz f(r,y)dy。 
. a yD 


Da 


本 


(a) 


9.1 区 


(2) 天 型 区 域 : 下 上 分 别 由 直线 y==c 和 y 一 &d ,左右 分 别 由 曲线 z 一 ziCy) 和 一 zz(y) 
围 成 的 区 域 , 记 为 D,=={(z,y)1c 和 yd ,zi(y) 三 x 三 xs(y)}, 如 图 9-1(b) 所 示 , 则 


fe, wdzrdy = ay] fo,war. 
Dy i 
(3) 9- 型 区 域 : 过 原点 作 两 条 射线 9 二 a 和 0 二 B 与 区 域 边界 线 相 切 ,两 切 点 将 区 域 边界 


分 为 两 条 曲线 r=ri(9) 和 r= 二 rs (0), 记 Dy=={(0,7)la<0<p,rn (9) 二 rr (0)}, 如 图 9-2(a) 
所 示 , 则 


a (0) 
Dewardy = | dg| 人 f(rcosO,rsing)rdr。 
a n 


Dy 
(4) r- 型 区 域 : 作 圆 =n 和 r= ,分 别 切 于 区 域 的 内 侧 和 外 侧 ,两 切 点 将 区 域 边界 分 成 
两 条 曲线 9=0.(r) 和 9 二 (7), 记 为 D,=={(0,7) ni 二 rn,0.(7) 志 0 多 (7)} ,如 图 9-2(b) 所 
示 , 则 


i r CAL 
reswaray = 下 dr (rcosg,rsing)rd0。 
n 0n 


=r(0) 


J aaa 4 


(a) (b) 


关于 区 域 要 说 明 的 是 : 

(1) 围 成 区 域 的 曲线 ,如 y= 王 wm (Cz)、 yy 一 y (rz)、z 一 zy) 一 za(y) r=n(0)r 
ra(9) .9 二 9.(r) 和 0 二 (7) 都 是 初等 函数 ,是 仅 用 一 个 解析 式 表达 的 函数 。 

(2) 分 割 区 域 : 若 区 域 不 是 X- 型 区 域 ,可 以 用 垂直 于 x 轴 的 直线 ,将 区 域 分 割 成 几 个 
X- 型 区 域 ; 若 区 域 不 是 所 型 区 域 , 可 以 用 垂直 于 y 轴 的 直线 ,将 区 域 分 割 成 几 个 型 区 域 ; 
若 区域 不 是 0- 型 区 域 ,可 以 用 过 原点 的 射线 ,将 区 域 分 割 成 几 个 8- 型 区 域 ; 若 区 域 不 是 一 型 
区 域 ,可 以 用 圆心 在 原点 的 圆 , 将 区 域 分 割 成 几 个 一 型 区 域 。 

(3) 在 确定 0 型 区 域 时 ,通常 是 过 原点 作 区 域 边界 线 的 切线 ,但 有 时 可 能 不 是 切线 ， 
而 是 9 从 最 小 到 最 大 的 两 射线 与 边界 线 的 交 线 ;同样 在 确定 一 区 域 时 ,通常 作 圆心 在 原点 
的 圆 与 边界 线 相 切 ,但 有 时 可 能 不 是 相 切 ,而 是 半径 为 7 的 最 小 到 最 大 两 圆 与 边界 线 
相交 。 


二 、 基 本 结论 


定理 1( 二 重 积分 的 性 质 ) 
(1) 面积 公式 了 一 上 azdy, 其 中 D 是 区 域 的 D 面积 , 且 | edzdy 生长 本 
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(2) 线性 性 质 设 & 是 常数 , 则 
re.wars = twardy 


| [f(x,y) + g(r,y) drdy -lre ydrdy tae, y)dzdy。 
(3) 区 域 的 可 加 性 将 区 域 D 分 成 两 个 区 域 Di 和 疡 , 则 " 
[fwardy = | fwardy + || fw drdy. 
D D D 


(4) 保 序 性 若 FCz,y)s<sgCzy)， CrsED, 则 | rczsyydzdy 三 | ec,warav。 
(5) 估 值 定理 设 M,m 分 别 是 FCz,y) 在 闭 区 域 D 上 的 最 大 值 和 最 小 值 , 则 
7 万 二 | ycydzdqy <MD, 
(6) 积分 中 值 定理 设 /f(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 则 3 (&,7)ED, 使 得 
De wardy = f(é,DD,。 
积分 中 值 定理 几何 意义 : 山顶 柱 体 的 体积 等 于 菜 个 同 底 的 以 某 一 点 函数 什 为 高 的 平 顶 
柱 体 的 体积 。 


(7) 奇偶 性 与 对 称 性 设 F(z,y) 在 区 域 D 上 连续 ,积分 区 域 D 关于 xz 轴 对 称 , 则 
0， JCz,y) 关于 yy 奇 函 数 ， 


Newaray — Bee f(z,y) 关于 yy 偶 函数 ， 


其 中 Dl 是 D 在 x 轴 的 上 (下 ) 半 部 分 。 同 样 ,车 积分 区 域 D 关于 > 轴 对 称 , 则 
0， f(z,y) 关于 工 柯 函数 ， 


| waray 一 Eee f(z,y) 关于 xz 偶 函数 ， 
D 
D, 


其 中 D; 是 D 的 在 y 轴 的 右 ( 左 ) 半 部 分 。 
(8) 轮换 对 称 性 ” 若 积分 区 域 D 具有 轮换 对 称 性 ( 即 z,y 互 换 , 区 域 不 变 ), 则 有 


[cesardy = | fn drdy. 

注 若 F( 一 zy) 一 (zy), 则 称 f(z,y) 关于 工 是 偶 函 数 ; 若 F( 一 rz,y) 王 一 FCzy)， 
则 称 f(z,y) 关于 z 是 奇 函 数 ;同样 , 若 f(x, 一 y) 二 f(z,y), 则 称 f(z,y) 关于 y 是 偶 西 
数 ; 若 f(z ,一 y) 二 一 f(z,y), 则 称 f(z,y) 关于 y 是 奇 函 数 。 

区 域 D: zx? 十 y: 三 1 关于 xz,y 具有 轮换 对 称 性 , 即 z,y 互 换 , 区 域 不 变 。 

三 、 二 重 积分 的 计算 方法 


计算 二 重 积 分 有 三 个 方法 ,分 别 是 : 
方法 1 利用 性 质 计算 二 重 积分 
计算 二 重 积分 ,首先 考虑 利用 积分 性 质 : 面积 公式 \ 线 性 性 质 、 区 域 的 可 加 性 ,奇偶 性 与 


9.1 二 重 积分 > 


对 称 性 和 轮换 对 称 性 。 对 一 些 二 重 积分 来 说 ,这 些 性 质 是 十 分 重要 的 。 
例 9.1 计算 | cl Hz+ wdzdy, 其 中 DD: |z| 十 |y|<1。 
解 根据 积分 线性 性 质 ,有 
Ta 十 过 十 y)dzdy = uav + aray 十 | yazay, 


根据 面积 公式 有 上 dzdy 一 万 =- 2. 由 于 积分 区 域 关于 + 轴 和 y 轴 都 是 对 称 的 ,根据 奇 个 性 


和 对 称 性 知 | =dzdy = | yardy 一 0。 于 是 有 


D D 


下 (1 十 z 十 y)dzdy = [Taray + zdzay + yazay 一 2。 
D D D D 


方法 2 将 二 重 积分 转化 为 累 次 积分 (二 次 积分 ) 
将 二 重 积分 转化 为 累 次 积分 是 计算 二 重 积分 的 基本 方法 。 
在 转化 累 次 积分 时 ,需要 考虑 两 个 因素 : 一 是 被 积 函 数 ,二 是 积分 区 域 。 由 于 被 积 函数 


的 原因 ,有 些 二 重 积 分 转化 为 累 次 积分 只 能 先 对 z 积分 ,后 对 y 积分 。 如 || er dzdy, 
D 


J e” dzdy = | | dx; 


D 


而 有 些 二 重 积分 只 能 先 对 y 积分 ,后 对 x 积分 ,如 | Szdzdy， 
D 


sinz se a 
sr 一 a 1 六 dy。 
如 果 没 有 这 个 因素 制约 ,一 般 考 虑 积分 区 域 。 若 积分 区 域 D 是 X- 型 区 域 : 
D:= {(zx,y) |a 委 zz 委 bzZ) 委 yy 委 y(z))， 


可 将 二 重 积分 | 7(z,y)dzdy 写成 | dz | ”xsdy 形式 的 累 次 积分 ; 若 积 分 区 域 
D yz) 


是 这 型 区 域 ， 
D,= {f(zy) | cy<d rn(y) razr(y)}, 


就 将 二 重 积分 f(z,y)dzdy 写成 | dy | ”rswydr 形式 的 黑 次 积分 。 
oy a yh 
例 9.2 计算 | -dzdv， 其 中 D 是 由 直线 > 一 z,z 一 


dl 
一 1 和 y 二 1 所 围 成 的 闭 区 域 。 

解 ”积分 区 域 D 如 图 9-3 所 示 , 它 既是 X- 型 区 域 ,又 
是 产 型 区 域 。 按 照 X- 型 区 域 将 二 重 积 分 转化 为 先 对 y 后 
对 工 的 积分 次 序 的 累 次 积分 ,有 2 


3 和 | 
eazay -| dz| xdy= | (wr— 2 
一 1 工 bn |! 


D 
中 | | 5 
芝 zxdzr TF dz 2 oT dz 3° 图 93 


3 
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按照 关 型 区 域 ,将 二 重 积分 转化 为 先 对 x 后 对 y 的 积分 次 序 的 累 次 积分 ,有 
[laray 至 | dy 了 zdr 二 3 ( 吧 一 1)dy : 
方法 3 利用 简单 的 变量 替换 计算 二 重 积分 
(1) 一 般 的 坐标 变换 : 如 果 积分 区 域 既 不 是 X- 型 区 域 又 不 是 关 型 区 域 , 且 分 割 区 域 比 
较 复 杂 , 或 被 积 函 数 比较 复杂 , 常 考虑 坐标 变换 。 


令 z=zZCGuyu),y 一 y(Cuu) ,或 w= 二 u(zx,y) ,v= 二 v(z,y), 则 


reswaray = fcc ,yw)) [uv) | dudv, 


b 六 
az ax 
_aCzy) ou 9v DCzy) 1 
其 中 Jw,v) 9(u,v) av ay ' 称 为 雅 可 比 行列 式 ' 且 5 DCuyu) “ 
了 (zsy) 


注 ”坐标 变换 后 ,新 的 区 域 D” 是 原 区 域 D 的 边界 曲线 经 变换 后 得 到 的 曲线 所 围 成 的 
区 域 。 

(2) 极 坐标 变换 : 如 果 积 分 区 域 是 圆 或 圆 的 一 部 分 (如 扇形 、 圆 环 、. 扇 环 . 半 圆 ) ,或 被 积 
函数 含有 “xz? 十 y*”, 一 般 应 用 极 坐标 变换 , 令 z 一 rcosg,y 一 rsing, 其 中 0 与 > 的 积分 上 下 限 
根据 具体 0- 型 区 域 或 一 型 区 域 确定 , 雅 可 比 行列 式 J (uv) 二 r。 

在 极 坐标 系 下 ,化 二 重 积分 为 二 次 积分 ,一 般 选 择 积 分 次 序 是 先后 0, 定 限时 除了 利用 
和 -型 区 域外 ,也 可 以 用 穿线 法 又 称 穿 透 法 。 为 确定 0 的 上 下 限 , 从 原点 出 发 作 射线 沿 逆 时 针 
方向 转动 ,射线 与 积分 域 开 始 接触 时 的 9 角 即 为 下 限 , 离 去 时 的 9 角 即 为 上 限 ;为 确定 的 
上 下 限 ,从 原点 出 发 作 射 线 穿 透 整个 区 域 , 穿 人 时 过 到 的 区 域 的 边界 曲线 (9) 为 下 限 , 穿 
出 时 离开 的 区 域 边界 曲线 r,(9) 为 上 限 。 


例 9.3 计算 | cz + yw)dzdy， 其 中 D: xz? 十 y: 一 27 志 0。 
D 


解 【方法 1] 一 般 坐 标 变 换 : 积分 区 域 D: (z 一 1)2 十 光一 1, 令 xz 一 1 十 rcosg,y 一 rsin0， 
有 | 省 二 r, 从 而 有 


2r 外 2r 
| (z+ ydrdy -| oo| (1 十 rcosg 十 rsing)。rdr | [ 2 直 3 (cosO sin0) | do = NX。 
0 0 0 


【方法 2】 极 坐标 变换 : 设 z= 二 rcos0, y= 二 rsin9, 1 | 二 7r, 曲 线 + 二 2cos0, 于 是 


ER 2cosg 
| et wardy -| dg| (rcosO 十 rsin0)。rdr 
D 2 


一 六 全 (cosg 十 sing) cos*9d9 (利用 奇偶 性 与 对 称 性 ) 


这。 
3 4!! 2 

注 车 将 二 重 积分 转化 为 累 次 积分 后 没有 办 法 计算 ,需要 考虑 利用 二 重 积分 的 性 质 或 
做 适当 的 坐标 变换 。 坐 标 变换 有 两 个 目的 一 是 使 被 积 丽 数 比较 简单 ,二 是 使 积分 区 域 比 


较 简单 。 


= cost a 
3 » Cos 0d0 


9.1 二 重 积分 > 


题 型 1 交换 累 次 积分 的 积分 次 序 

交换 积分 次 序 , 主 要 有 以 下 两 个 方面 的 考虑 : 

(1) 题目 的 本 身 要 求 ; 

(2) 计算 累 次 积分 的 要 求 。 

基本 方法 根据 累 次 积分 ,确定 积分 区 域 ;根据 积分 区 域 或 将 区 域 进行 分 割 ,表示 成 另 
一 个 次 序 的 累 次 积分 。 

例 9.4 交换 下 列 累 次 积分 的 积分 次 序 : 


1 Vy 1 Vi 
oy dy | Crzyy)dz; (2) | dz| FFCzy)dy; 
0 y en 0 
全 1 2 Bx 
(3) | dy fry dr; cw | dz| frpdy+| dz| Crzy)dy。 
0 0 0 o 


解 (1) 积分 区 域 如 图 9-4(a) 所 示 , 它 既是 X- 型 区 域 ,又 是 六 型 区 域 ,按照 X- 型 区 域 
Vy 
将 原 累 次 积分 表示 为 另 一 次 序 的 标 次 积分 | dy | ”zy)dz = | dz 人 readv。 


图 9-4 
(2) 积分 区 域 如 图 9-4(b) 所 示 , 它 既是 X- 型 区 域 ,又 是 所 型 区 域 , 按 照 区 型 区 域 将 原 


1 WA 1 WA 
累 次 积分 表示 为 另 一 次 序 的 累 次 积分 | dz| ”endy=| | 二 Acewadr， 


(3) 积分 区 域 是 巡 型 区 域 , 但 不 是 X- 型 区 域 , 所 以 车 交换 积分 次 序 ,只 能 分 割 积分 区 
域 ,将 其 分 割 成 两 个 X- 型 区 域 D, 和 D; ,如 图 9-5(a) 所 示 , 利 用 积分 区 域 的 可 加 性 有 


图 9-5 


I dy 『 fl(z,ydzr = 上 dz 人 frpdyt | dz T f(r,y)dy。 
(4) 积分 区 域 如 图 9-5(b) 所 示 , 它 由 两 个 型 区 域 D1 和 D: 组 成 ,构成 科 型 区 域 ,所 以 
按照 关 型 区 域 ,将 二 重 积 分 表示 成 累 次 积分 ,有 


| dr 上 Crzy)dy + 上 dz (zy)dy = 『 dy f(z,y)dr。 
题 型 2 直角 坐标 与 极 坐 标的 累 次 积分 转化 
例 9.5 化 下 列 直 角 坐 标 下 的 二 次 积分 转化 为 极 坐标 下 的 二 次 积分 : 
Go dz| Rss (2) 上 | qz) VT Hy dy; 


1 Vi-z 1 2 
‘| EM (zy)dy; cw | dz| f(r,y)dy。 
解 (1) 如 图 9-6(a) 所 示 , 积 分 区 域 D 不 是 9 型 区 域 ,用 射线 y=z 将 积分 区 域 D 分 成 
两 个 8- 型 区 域 D1 和 D;, 则 1 dz| flry)dy = ‖ fC.wardy + | fc, drdy. 
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(a) 


在 区 域 D, 上 ， 0<0< 闻 ， rr 的 上 下 限 : 包含 原点 ,下 限 是 0; 上 限 是 z=1, 将 z= 二 rcos0， 


3 一 rsing 代入 直线 了 一 1 中 ,得 一 secb。 在 区 域 D: 上 , 了 9 六 ,+ 的 上 下 限 : 包含 原点 ， 
下 限 是 0; 上 限 是 y=1, 将 z==rcos9,y 二 rsin9 代入 直线 y= 二 1 中 ,得 到 r= 二 csc 0。 于 是 


1 1 村 secg 学 csc0 
| dz | JCzyy)dy = E aof reosgrsing)rdr 十 | aof f(rcosO,rsing)rdr。 


(2) 如 图 9-6(b) 所 示 , 积 分 区 域 D 是 9 型 区 域 , 子 <0< 守 ,的 上 下 限 : 包含 原点 ,下 限 

是 > 一 0, 穿 出 的 线 zx 一 2 即 为 上 限 ,将 z 一 rcosg,y 一 rsing 代 入 xz 一 2 中 , 解 得 + 二 2sec9。 于 是 
上 dz x VE Fy dg| fOrdr, 

(3) 如 图 9-7(a) 所 示 。 穿 透 法 ,用 过 原点 射线 穿 过 积分 区 域 , 穿 人 的 线 z+ 十 y= 二 1 即 为 下 

限 ,将 z=rcos0,y 二 rsin9 代入 方程 中 , 求 得 r= 二 (cos9 十 sin9)”!, 穿 出 的 线 x 十 y* 二 1 即 为 上 


1 


1 fm 学 
限 , 解 得 r==1, 所 以 [ dz 上 上 flr,y)dy 一 | db| Crcosgsrsing)rdr。 


二 


《cosg+sing) 


图 9-7 


(4) 如 图 9-7(b) 所 示 , 积 分 区 域 是 9 区域。 显然 0<0< 于 ,确定 变量 r 的 上 下 限 。 穿 透 


法 : 用 过 原点 射线 穿 过 积分 区 域 , 穿 人 的 线 y 一 x?* 即 为 下 限 , 解 得 7 二 sec gtan 0, 穿 出 的 线 
Zz 二 1 即 为 上 限 , 解 得 r 二 sec 9。 于 是 
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1 EC 至 sec 0 
| dz| FFCzyy)dy = | dg| (rcosg,rsin0)rdr。 
0 0 0 sec gtan 8 


注 将 直角 坐标 下 的 累 次 积分 转化 为 极 坐标 系 下 的 累 次 积分 的 关键 是 确定 积分 区 域 ， 
若 积 分 区 域 是 9- 区 域 ,可 直接 将 二 重 积分 表示 成 极 坐标 下 的 累 次 积分 , 若 不 是 0- 区 域 ,用 过 
原点 的 直线 将 区 域 分 成 几 个 0- 型 区 域 。 


题 型 3 计算 对 称 区 域 上 的 二 重 积 分 
例 9.6 计算 下 列 对 称 区 域 的 积分 : 
eol (xz? 一 2sinz 十 3y 十 2)dzxdy, 其 中 D: xz? 十 y? 三 4; 


er dzdy, 其 中 D: |z| 十 |y| 科 1。 
解 (1) 积分 区 域 D: zx 十 y 三 4 是 圆 , 它 既 关 于 zx 轴 对 称 , 又 关于 y 轴 对 称 , 于 是 拆 分 
积分 ,利用 面积 公式 .奇偶 性 和 对 称 性 以 及 极 坐标 变换 有 
中 (zz 一 2sinz 十 3y 十 2)dzdy = -drdy = ?| sinzdzdy 十 3 yaray 章 2‖ azay 
了 D D 了 


D 


= -drdy = 多 二 二 2D 
D 


2r 2 
-| cos*0d0 | idr 十 2。4r 一 4r 十 8x 一 12r。 
0 0 


(2) 积分 区 域 D: |zx| 十 |y| 三 1, 如 图 9-8 所 示 , 它 既 关 于 z 轴 对 称 , 又 关于 y 轴 对 称 ， 
而 被 积 函数 e+ 1>1 关 于 xz 和 > 都 是 偶 函 数 。 设 Di 是 D 的 第 一 象限 部 分 ,于 是 


[er tlyl drdy = 外 tls| dzdy = 4 | eardy 
D D Di 


1 
1 1 一 2 1 

-4| edz| eydy 一 4| er(el 一 1)dz 一 4。 
0 0 0 


题 型 4 计算 非 初 等 函数 的 二 重 积 分 

常见 的 非 初等 函数 有 : 绝对 值 函 数 ,最 大 值 \ 最 小 值 函数 ,分 段 函数 ,整数 函数 。 

基本 方法 : 分 割 积分 区 域 ,将 D 分 割 成 D, 和 D; ,利用 积分 区 域 的 可 加 性 ,有 
[fwardy = | fwardy + || few dardy, 


D D 


使 被 积 函数 f(x,y) 在 区 域 D, 和 D, 上 都 是 初等 函数 。 

注 上 述 个 别 函 数 也 可 能 是 初等 函数 ,但 为 了 便于 分 类 研究 ,我 们 不 加 王 别 的 看 作 非 初 
等 函数 ,这 样 有 利于 二 重 积分 的 计算 。 另 外 ,区 域 D 有 时 可 能 被 分 割 成 不 止 两 个 区 域 ,分 割 
的 方法 和 数量 与 被 积 函 数 有 关 , 确 保 被 积 函 数 在 每 个 区 域 是 二 元 初等 函数 。 

例 9.7 计算 下 列 非 初 等 函数 的 积分 : 


Dz 一 1qrdy, 其 中 D: [0,1] x [0,1]; 


(2) 下 一 ”dzdy, 其 中 D: [0,1] x [0,1]。 
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解 〈1) 为 去 掉 |zx 一 y*| 绝对 值 ,用 x 一 y* = 二 0, 将 区 域 D 分 成 D, 和 D: ,如 图 9-9(a) 
所 示 , 则 


机 |[z—y:|drdy =| lz 一 wdzdy 十 | |[z—y |dzrdy 
Dz 


D Di 


1 > 1 1 
-| dy ce 一 adz+| dy | ， (z= ydz 
0 0 0 


= 二 | 4 | (#»- 2 二) 三 吕 
za) yt la TY +a) = 
yh 第 
1 
J 
Di 
YY . 
= 1 EF 
D, 
二 | 1 EF 
本 (b) 
图 9-8 图 9-9 


(2) 为 确定 max {zz ,y*) ,用 z= 二 y 把 积分 区 域 D 分 成 D1 和 D;, 如 图 9-9(b) 所 示 , 于 
是 有 


ew drdy = |e dzdy + ew dzdy = [er drdy + fer dzdy 
| I ! Tay 上 Tay 上 | 
-| dy 『 er dz + 上 dz er dy = 上 ye” du 二 | xzez dz 一 e 一 1。 
注 例 9.7(1) 为 了 去 掉 绝对 值 ,需要 考虑 被 积 函数 x 一 y* 是 大 于 零 还 是 小 于 零 , 所 以 就 
用 z 一 y= 二 0 分 割 积分 区 域 ,函数 在 分 割 后 的 区 域 或 者 大 于 零 , 或 者 小 于 零 ;同样 例 9. 7(2) 
为 了 去 掉 max 符合 ,需要 考虑 是 z? 二 y? ,还 是 z* 二 y? ,于 是 就 用 z= 二 y 去 分 割 积分 区 域 。 
计算 非 初等 函数 的 二 重 积分 的 基本 方法 


利用 二 重 积分 的 积分 区 域 的 可 加 性 ,将 积分 区 域 分 成 几 个 区 域 , 使 得 被 积 函 数 在 每 个 积 
分 区 域 上 都 是 初等 函数 ,从 而 将 非 初等 函数 的 二 重 积分 表示 为 几 个 初等 函数 的 二 重 积分 
的 和 。 


题 型 5 利用 坐标 变换 计算 二 重 积 分 
例 9.8 利用 简单 的 坐标 变换 ,计算 下 列 二 重 积分 : 
GD | zsdzdy, 其 中 D: 所 十 区 Cs (2) | dzdy, 其 中 D: z$ +yt <as; 


D 


(3) | sdzdy, 其 中 局 是 由 xz 十 y==1, x 二 0, y=0 围 成 的 区 域 ; 


(9 用 /二 和 和 各 dzdy, 其 中 侣 是 二 六 一 1 的 第 一 条 限 部 分 。 


D 
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解 (1) 作 广 义 极 坐标 变换 , 令 z 一 arcosg, y 二 brsin9, 则 有 | 本 | 二 abr, 积 分 区 域 转化 为 
D': r 二 1 是 一 个 圆 。 于 是 


1 2 2 1 

arav -| dg| az72 cos’0» abr » dr 一 ab cosebdg | rdr 
o o o o 

D 


三 斋 1 1a 
abxxrX fb 


(2) 令 工 二 a(rcos0)?,y 二 a(rsin9) ,积分 区 域 转化 为 D': r==1 是 一 个 圆 , 则 有 0 二 7r 志 1， 
0 过 9 过 2x, 雅 可 比 行列 式 | 了 | 二 9a?ricos*0 sin20, 于 是 


人 2 1 
au -| ao| Qa’r’s cos’0 sin20dr = Da | (sin20 一 sin40)d0 
0 0 
D 
3 人 1 3 】 。 工 3 ， 
(3 8) 
(3) 令 kx 一 z 十 y，v 一 y, 则 | 二 1。 积 分 区 域 转化 为 D': 由 u=1, u 二 v, v= 二 0 围 成 ， 
于 是 | eSdzdy -| de er du 一 去 (一 es 
Db 0 0 
(4) 令 r=rcos0,， y= 二 rsin9, 则 有 [J | 二 r, 于 是 


= fe 和 一 
由 IF "dr 4 dr ( 令 z=r) 


利用 坐标 变换 计算 二 重 积分 方法 综述 

利用 坐标 变换 计算 二 重 积分 是 计算 二 重 积分 常用 方法 。 

如 果 积 分 区 域 是 圆 或 圆 的 一 部 分 ,或 者 被 积 函 数 含 有 “xz? 十 y”, 一 般 是 做 极 坐标 变换 ， 
如 例 9. 8 的 (4) 题 。 在 例 9. 8 的 (1) 题 中 ,做 广义 极 坐标 变换 。 

在 坐标 变换 过 程 中 , 原 积 分 区 域 D 变 成 D', 边 界线 变 成 边界 线 , 即 线 变 线 。 如 例 9. 8 的 
(3) 题 ,经 w= 二 x 十 y, v= 二 y 坐标 变换 后 , x 十 y==1 转化 为 w=1, x=0 转化 为 n= 二 v, y==0 转 
化 为 v=0; 同 样 , 例 9. 8 的 (2) 题 ,经 xz 二 a (rcosg)3，y 一 au (rsin9); 坐 标 变换 后 ， 2 十 六 = 
局 转化 为 -一 1, 是 一 个 圆 ,前 者 化 简 被 积 函 数 ,后 者 化 简 积分 区 域 。 

坐标 变换 不 外 乎 两 个 目的 : 其 一 是 使 积分 区 域 变 得 简单 ,如 例 9. 8 的 (1) 题 和 (2) 题 ;其 
二 是 使 被 积 函数 变 得 简单 ,如 例 9. 8 的 (3) 题 和 (4) 题 。 

题 型 6 二 重 积分 的 解答 与 证 明 

例 9.9 已 知 f(x) 连续 ，F(C0) 王 0, 广 (0) 王 1, 求 极限 
[ETD ddy 


lim 2 
0 和 


3 


其 中 D;: 妇 十 交 委 妇 。 
解 将 二 重 积分 化 为 累 次 积分 ,最 后 化 为 变 限 积分 函数 ,运用 洛 必 达 法 则 
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/i 2 
| f (Vz ty dzrdy | dg| frdr 2x | frdr 
o o li o 


， 几 
只 F i 
2 
0 3 mo 1 


由 于 f(0)=0, 了 (0)=1, 所 以 


Ne Vr +y drdy 
lim 2 本 im HD— FO0) $f (0) gx, 
0 0 
“二 上 er du 
例 9.10 求 极限 I= lim 一 一 一 一 。 
V1 十 sinz 一 1 
式 求 


解 极限 函数 的 分 子 是 变 限 积分 函数 的 形式 ,但 被 积 函 数 含有 xz, 不 能 用 求 导 公 


导 , 因 此 需要 交换 积分 次 序 , 则 有 


0 T 


lim 
-0 MI 十 Sinaz = 二 本 过 


TX 
例 9.11 求 极限 im 二 | dy| 3 十 cos(z 十 y)dz。 
cot 


解 ” 分 子 无 论 怎 样 变化 ,都 没 办 法 转化 为 变 限 积分 函数 可 求 导 的 形式 ,于 是 利用 二 重 积 
分 的 中 值 定理 ,得 到 
, Vey 1 ， 
| dy| 3 十 cos(z 十 y)dzr =|| 3 十 cos(Cz 十 y)dzdy = A 3 十 cos(§ 十 7 
D 


其 中 D:z 人 (&,DED。 由 于 1>07 时 , (&,) 悦 (0,0), 所 以 


lim 三 Fa el df V3 十 cos(ZX 十 y) z= lim V3 十 cos(& 十 了 D 二 工 。 
(6 及 一 (0,0) 2 


ott 


例 9.12 设 f(x) = | Santdr ,计算 上 ze 
解 将 f(z) 代 入 定 积分 中 , 定 积分 变 为 累 次 积分 ,由 于 没 办 法 直接 计算 ,所 以 应 该 交换 
累 次 积分 的 积分 次 序 , 于 是 | 
Js] s 
例 9.13 计算 二 重 积分 | sinzecosyzdzdy, 其 中 D:z? 十 六 之， 


解 ”由 于 积分 区 域 D 具有 轮换 对 称 性 ,所 以 | sinz*cosy*dzdy = | siny’ cosz dzdy. 


1 ,1 小 
| d| i . | sinidt = -Ceo — 17, 
t 2 Je 2 


所 以 有 
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jl sinzrzcosyz dzdy = 于 ( sinzzcosyzdzdy | siny’ cosz? drdy) 
D D D 


2 a 
= | since 十 y*)dzrdy = | dg| sin72 。rdr 
2 2 Jo 0 
= — 0 )'s 


例 9.14 证 明 不 等 式 : 1 <|| ceosy: 十 sinx?)dzrdy 三 V2, 其 中 D:0 <z,y<1。 
D 
证 明 由 于 DD 关于 xz,y 具有 轮换 对 称 性 , 所 以 | cosy aray = | cosx:dzdy, 于 是 
D D 


I (cosy: 十 sinz2)dzdy = J (cosz’ 十 sinz2)dzdy。 


D D 


而 1<cosr’ 二 sinz* 一 V2sin(z 十 字 )<Y2, 所 以 1 < ceosw 十 sinz?)dzdy 去 V2。 
例 9.15 设 闭 区 域 D:zx? 十 y*: 三 y,z 宇 0， a 在 区 域 D 上 连续 , 且 
ye VI 8 |.wdedy, 
求 f(z,y) 的 表达 式 。 : 
解 半圆 x 十 yy,x 之 0 的 面积 是 二 ,对 上 述 等 式 两 边 在 区 域 D 上 积分 ,得 到 


Ne, wardy ju Ti—ydrdy 8 | fr,wardy 5, 
D D D 


所 以 有 


[rewardy 1) Vie ydy = 了 上 dg /= 
D 


D 
了 人 1 (3 2) 
全 小 (1— sin’0)dr 6 lz 3 小 


ss 2 
是 f(x,y) lI~—zx—y 去 [和 。 
练习 题 9-1 


1. 利用 二 重 积分 的 性 质 , 求 下 列 二 重 积分 : 
Gol (zx 十 f(z 十)dzdy, 其 中 D=[ 一 1,1]X[ 一 1,1], f 在 D 上 连续 ; 


al (2 十 zcoszy)dzdy, 其 中 也 ={(Cz,y)10 委 >y 和 1, 一 y 委 xz 委 y); 
D 

3a 一 ze )dzxdy; 其 中 DD= ((z,y) | 一 1 和 zz 委 1,z 委 y 委 1); 
D 


(4) 用 zy G+ ydzdy, 其 中 D={(z,y) | z+y 1}。 
D 


2. 交换 累 次 积分 的 积分 次 序 : 


人 第 9 章 重 积分 


1 Vy 1 Vi-z 
| dy | (zy)dzs | da Crzy)dy; 
了 一 
e nr 1 z 2 2 
(3) | dz| Crzy)dy; (4) | dz| fwdy +t] dz| COzy)dy。 
1 0 0 0 0 
3. 计算 下 列 累 次 积分 : 
1 1 2 本 
| dz| ev dy; 02) | dy| edz; 
0 3 3 a 


(3) 上 dy 国 M1l—z'dz;s (4) | dy 上 sinz’ dx 。 
4. 计算 下 列 二 重 积 分 : 
(1) | zydzdy, 其 中 D 是 矩形 区 域 : 0 三 zx 志 1, 0 三 y 达 2; 


D 
(2) [ (二 yydzdy, 其 中 D 由 直线 xz = 二 0,y= 二 0 和 zz 十 y = 二 2 所 围 成 区 域 ; 
D 


(3) 上 aray, 其 中 DD 由 y= 二 x?,y 二 4x? 和 y= 二 1 所 围 成 区 域 ; 


D 


(4) [wensy ddy; 站 申 DD 是 xz? 十 y = 4 上 半圆 。 
D 
5. 计算 下 列 非 初等 二 元 函数 的 二 重 积 分 : 
(D1 |y 一 zldzrdy,; 其 中 D={(z,y) 11z| 二 1,0 过 y 志 1}); 


(2) 上 [x 二 yjardy, 其 中 DD :0 过 x 过 2,0 壹 y 过 2, [z 十 品 是 不 超过 十 y 的 最 大 整数 ; 


(3) || sinzsinymax {xz,y}dzdy, 其 中 D= {(zx,y) 10 寺 zx,0 二 yy 二 ; 
Dp 
(4) (zl 十 |y|)dzdy, 其 中 D= {Czx,y) 11lzl1 二 ly| 委 1)。 


D 


3 
区 计算 二 重 积分 | = dy Dy 0 
D 


1 十 z2 十 六 
7. 求 由 曲面 z==xz? 十 2y* 和 <= 二 6 一 2z? 一 y* 所 围 成 的 立体 体积 。 
8. 求 由 平面 z= 二 0, y= 二 0, zx 十 y= 二 1 所 围 成 的 柱 体 被 抛物 面 xz? 十 y*: 二 6 一 x 和 平面 > 一 0 
截 得 的 立体 体积 。 


各 


9. 计算 上 Z2jF(z)dz, 其 中 f(z) = 中 ev dy。 


10. 已 知 f(x) 连续 , 且 便 大 于 0, 证明: | fwdz| dz> (Be, 


11. 已 知 f(x) 连续 , f(0)==1, 令 F(1) [x VT 十 y)dzrdy, 其 中 DG): zz 十 y: 达 


DD 
万 。 求 所 (0)。 
12. 设 f(x) 是 连续 函数 ,Fiz) 一 2 和 (zw 二)fCVZ 十 开 )dzdy 十 共 求 f(z) 。 


着 < 


9.2 三 重 积分 0> 


区 9 2 三 重 积 分 


一 、 基 本 概念 


定义 3 三 重 积分 设 F(z,y'z) 在 有 界 闭 区 域 2 上 有 定义 ,用 分 法 工 将 2 分 割 成 
个 小 闭 区 域 Aw ,Av,,… ,Av, ,A(T) 表示 n 个 小 空间 立体 Avw 的 直径 的 最 大 值 , 在 Aw 上 任 


取 一 点 (p65)。 车 lim, 2 f(& ,加 ,5)Av; 一 1 存在 , 且 了 7 与 分 法 了 和 点 (5, 加 ,5) 的 取 
A(TD 0 1 


法 无 关 , 则 称 f(x,y,zx) 在 2 上 可 积 ,并 称 工 为 FrCz,y'z) 在 2 上 的 三 重 积 分 , 记 作 
rey 或 上 | flrsyrz)drdydz ， 即 
a a 


fe,0ardyas = lim >) f(é, m6) Av, 
| XAD>0 IE 


n 
其 中 Q 是 积分 区 域 ， f(x,y,x) 是 被 积 函 数 , dv 是 体积 微 元 。 
三 重 积分 的 物理 意义 ”如 果 f(x,y,x) 表示 物体 在 (zx,y,x) 处 的 密度 ,2 是 物体 所 占 


有 的 空间 区 域 , 则 三 重 积分 Cz,y,z)du 就 是 物体 Q 的 质量 M。 
na 


定义 4 积分 区 域 分 类 : 
(1) 秘 型 柱 体 ” 如 果 柱 体 Q 的 母线 平行 于 > 轴 , 底 面 是 “一 个 曲面 ”Si : = 一 = (zy), 顶 
面 是 “一 个 曲面 ”S; : x 二 2 (x,y), 则 称 0 是 歼 型 柱 体 。 记 为 
Q= {ry) | zzy) 委 >z 委 zzy)， zy) ED)， 
其 中 D;, 是 Q 在 zOy 面 上 的 投影 ,如 图 9-10(a) 所 示 。 类 似 定义 XX 型 柱 体 和 六 -型 柱 体 。 


图 9-10 


(2) 可 截 到 型 区 域 如果 空间 区 域 2 可 表示 为 
0 = {zy52) | (zy) E Dec ze)}, 
其 中 D. 是 垂直 于 > 轴 的 平面 截 区 域 2 所 得 到 的 平面 区 域 , 且 在 ci 二 xcs 范 围 上 , D. 的 边 
界 曲 线 方程 F(z,y,z) 二 0 是 唯一 表示 , 则 称 这 类 区 域 为 可 截 到 型 区 域 ( 简 称 可 截 区 域 ) ,如 
图 9-10(b) 所 示 。 


确定 天 型 柱 体 的 项 面 和 底面 的 两 个 方法 : 
(1) 穿 透 法 : 用 平行 于 < 轴 的 直线 (或 垂直 于 zOy 面 ) 自 上 而 下 穿 透 区 域 , 穿 人 的 曲面 


是 顶 面 , 穿 出 的 曲面 是 底面 。 
(2) 投影 法 : 积分 区 域 2 在 zOy 面 的 投影 D,, ,一 般 是 2 的 两 个 曲面 的 交 线 的 投影 ,这 


个 交 线 上 方 的 曲面 是 顶 面 ,下 方 的 曲面 是 底面 。 
二 、 基 本 结论 
定理 2( 三 重 积分 的 性 质 ) 
GD) 体积 公式 “ 设 为 空间 区 域 2 的 体积 , 则 互 = || do。 
(2) 线性 性 质 ”若是 任意 常数 , 则 ° 
sce, eo 一 4 由 fry, do 


ji [PFCz,y,z) 士 gCz,y,z)]do = Dey.waot ac,y,s ao. 
KR 积分 区 域 可 加 性 将 Q 分 成 两 个 区 域 0, 和 Q,, 则 有 
由 reesyadr 一 下 Fezsy'ado+ 有 由 JCz,yyz)du。 
(4) 奇偶 性 与 对 称 性 设 函 数 ee 在 Q 上 上 连续， 2 关于 zOy 坐标 面 对 称 , 则 
0， 关于 > 是 奇 函 数 ， 
es = 2 由 Jrz,ysz)do， 三 关于 > 是 偶 函 数 ， 
a 


其 中 是 2 被 zxOy 坐标 面 分 成 的 半 部 分 。 
当然 ,性 质 4 还 有 其 他 两 种 情况 ,请 读者 自己 给 出 。f(z,y,z) 关于 z,y'z 是 奇 函 数 或 
偶 函 数 定义 与 二 元 函数 类 似 。 
(5) 轮换 对 称 性 ” 若 积 分 区 域 0 关于 x 和 yy 具有 轮换 对 称 性 , 则 
由 eadv = 由 ecodv。 
当然 ,性 质 (5) 还 有 其 他 两 种 情况 ,请 读者 自己 给 出 。 


三 、 基 本 方法 

题 型 7 计算 三 重 积分 

计算 三 重 积 分 有 两 个 基本 方法 ,分 别 是 : 

方法 1 投影 法 

定理 3 设 2 是 有 界 闭 区 域 , f(x,y) 在 Q 上 连续 ,2 是 ZZ 型 柱 体 ,0Q 在 zOy 坐标 面 上 
的 投影 为 D,, 即 Q={(zx,y,z)|zi(z,y) SS (zy), (Ty) ED,}, 则 


zo (TY) 
由 reeswed 一 和 dzdy | ” f(x,y,z)dz。 
> es] 


9.2 3 
方法 2 截面 法 


定理 4 设 0Q 是 有 界 闭 区 域 , f(z,y) 在 2 上 连续 , 若 Q 是 可 截 Z- 型 区 域 , 即 
0=({(Czyz) | (zy) E Dc ze), 


则 由 reeswsdzdydz 一 ds | fC, drdy. 
了 本 D.。 


投影 法 和 截面 法 是 不 同 的 两 个 方法 ,究竟 应 用 哪个 方法 ,一般 是 由 积分 区 域 决定 的 。 如 
果 是 么 型 柱 体 ,就 用 投影 法 ,如 果 不 是 过 型 柱 体 ,而 是 可 截 过 型 区 域 ,就 用 截面 法 。 如 果 既 
不 是 入 型 柱 体 ,又 不 是 可 截 到 型 区 域 , 可 以 分 割 成 几 个 到 型 柱 体 或 可 截 2 型 区 域 ,或 者 将 
积分 区 域 表 示 为 两 个 区 域 ( 公 型 柱 体 ,或 是 可 截 化 型 区 域 ) 的 和 或 差 。 

投影 法 是 先 一 后 二 的 积分 , 即 先 计 算 一 个 定 积分 ,后 计算 一 个 二 重 积分 ;而 截面 法 是 先 
二 后 一 的 积分 , 即 先 计算 二 重 积 分 分 ,后 计算 一 个 定 积分 。 


例 9.16 计算 三 重 积分 || =dzdyd=, 其 中 是 由 锥 面 = 一 VE 下 与 平面 = 一 2 转 成 
n 
的 闭 区 域 。 
解 积分 区 域 2 是 Z- 型 柱 体 ,底面 z= Vz 十 y , 顶 面 x 二 2, 积分 区 域 0 在 xOy 面 上 
的 投影 为 : D,, = 二 {(z,y)|z’ 十 y* 坏 4}, 如 图 9-11。 于 是 
Das -| dzdy | jz Ee | Ea = ey 


下 db| G4 一 户 )rdr (利用 极 坐标 变换 ) 


.2r 。 [2 -后 ]. = 4r。 
例 9.17 计算 由 球面 xz? 十 yy 十 x* 二 4 下 方 和 平面 z= 一 1 上 方 所 围 成 的 区 域 (图 9-12) 


的 体积 。 
解 根据 三 重 积分 的 性 质 V 一 下 du。 由 于 积分 区 域 0 不 是 之 型 柱 体 ,但 可 表 为 
n 


i 


图 9-11 


0Q={(rz,y,2) | T+y 4—z:,—l1<z<2)}, 
所 以 ,积分 区 域 是 可 截 世 型 区 域 。D. 是 一 个 圆 x? 十 y* 二 4 一 >?, 圆 的 面积 是 x(4 一 x?) ,于 是 


人 重 积分 
V= 下 dzdydz = I dz| dzdy 一 下 D.dx 
n Db. 


了 
| x(4— xz )dz (4 二 ) 
sR 3 


例 9.18 计算 三 重 积分 I= [zarava:, 其 中 加 


是 由 机 球 2 z+ 六 十 每 =1 上 半 部 分 与 平 而 * 一 0 轩 成 的 
区 域 。 

解 【入 而 法 将 三 重 积分 化 为 “ 先 二 后 一 "的 积分 ， 
如 图 9-13 ,截面 为 D.: 屯 二 办 <1 一 瑟 , 椭 加 的 面积 是 


wab(1— 扫 ), 于 是 


了 一 由 :aavaz = zdz || dzdy 
n 2 D. 


一 由 D.zdz = | nxabll 2 
= 忌 
【广义 球面 坐标 变换 】 令 z 一 rasinpcosg，y 一 7rbsinpsing,x 一 rccosp, 则 J 二 abcr?sing, 于 是 
一 镍 > 和 一 Ne 
zaraya: 上 of dp| recosp * abcr’ singdr 


了 


9-13 


1 Tabc2 。 


=abc? 网 dx singeosgdp x | rdr 一 Trabe’ o 
例 9.19 设 f(z) 是 连续 函数 f(0) = 0,F(1) = 下 [x 十 f(x? 十 y)jdzdydz, 其 中 
a 


0, 是 柱 面 z? 十 六 一 如 在 0 和 =<1 部 分 ， 求 lm 全。 


解 区 域 0, 在 zOy 投影 DD Doi ie : 则 
F(1) ll [zx?: 十 f(x? 十 吧 )]dzdydz = 中 dzdy 上 [zx: 十 F(z:z 十 吧 )]dz 
0, D, 和 


I [EE + fC ty dedy [- dg 上 | BB Fe)]rd = 2x | > BB + 06) ]ar, 
Ds, 


所 以 
5 开征 ， 
tn FE i ll to )]ar 流风 
和 2 
se x lim [3 丰 f(E )] 3 tf(0)] 


计算 三 重 积分 方法 综述 
计算 三 重 积分 有 两 个 基本 方法 ,一 是 投影 法 ;二 是 截面 法 。 


“9.2 三 重 积分 他 


在 通常 情况 下 ,如 果 积 分 区 域 是 乏 型 柱 体 , 则 用 投影 法 ;如 果 不 是 忒 型 柱 体 ,而 是 可 截 
分 型 区 域 , 可 以 用 截面 法 。 但 是 有 时 由 于 受 被 积 函 数 因素 的 影响 可 能 用 截面 法 更 好 些 ! 见 
例 9. 18。 如 果 既 不 是 到 型 柱 体 ,又 不 是 可 截 到 型 区 域 ,可 将 积分 区 域 分 制 成 到 型 柱 体 ,或 
可 截 么 型 区 域 ,或 者 将 积分 区 域 表 示 为 两 个 区 域 ( 到 型 柱 体 , 可 截 到 型 区 域 ) 的 和 或 差 。 

计算 三 重 积 分 ,一 般 是 将 三 重 积分 写成 三 次 积分 ,再 计算 三 个 定 积分 ,这 实质 是 投影 法 ， 
即 先 一 后 二 ,然后 再 将 二 重 积 分 转化 为 二 次 积分 。 但 这 要 比 投影 法 复杂 。 投 影 法 ,是 先 一 后 
二 积分 , 先 计 算 一 个 定 积分 ,得 到 一 个 二 重 积 分 ,然后 再 考虑 如 何 计算 这 个 二 重 积 分 ,这 比 将 
三 重 积分 一 次 性 表示 为 三 次 积分 简单 得 多 ! 

题 型 8 ”利用 柱 面 坐标 变换 和 球面 坐标 变换 计算 三 重 积分 


1. 柱 面 坐标 变换 
设 MCz,y,z) 为 空间 内 一 点 ,M 在 zOy 面 上 的 投影 为 P(xz,y,0),P 点 的 平面 极 坐 标 为 
(x7,0) ,这 样 三 个 有 序数 组 {r,0,z} 称 为 点 M 的 柱 面 坐标 ,并 规定 ,0,*z 的 变换 范围 为 ， 
0<0<2x,， 0<r<+o, 一 ce 二 zx 一 十 ce， 


于 是 有 


工 一 rcosg， y=rsing, z= xz。 
车 Q 是 Z- 型 柱 体 , 即 Q={(zx,y)|zi(z,y) 三 zzz (zy), zy)ED。), 则 
由 ree,yadzdydz = | dzdy | f(r,y,z)dz 
n Ds eR 
=| o | dr We flrcosO,rsing,z)rdz。 
nm zl (reosg,rsing) 
其 中 变量 ,9 的 积分 上 下 限 是 由 2 在 zOy 面 的 投影 D。 确 定 的 。 
例 9.20 计算 | =dzdvd=, 其 中 是 由 出面 = 一 妆 十 Y 与 平面 = 所 围 成 的 区 域 。 
解 积分 区 域 Q={(z,y,z)|z? 十 y* 过 xz<4,(z,y)ED，,}),0 在 zxOy 面 上 的 投影 区 域 
DD 二 {(z,y) 1x 十 二 4) ,应 用 柱 面 坐标 变换 


zdzdydz =|[ “dg| rdr| zdx 
Tao 


-+ EE , L , ( E 中 64 
二 过 do | r(16 一 一 )dr 加 2r | 8r 67 3 r。 


例 9.21 计算 1 一 由 yd 其 中 了 是 直击 线 人 " 绕 = 轴 旋 转 一 周 而 
成 的 放 转 击 面 与 平面 = 一 4 所 有 成 的 立体 。 

解 ” 依 题 意 ,积分 区 域 0 是 由 施 转 曲面 十 六 一 2< 与 平面 = 一 人 所 轩 成 的 立体 ,9 在 
zxOy 面 的 投影 Ds 一 (Cx.3) | 下 十 六 之 8) 。 于 是 应 用 投影 法 , 先 将 三 重 积分 转化 为 二 重 积 
分 ,再 做 极 坐 标 变换 ,得 到 

ll (zz 十 到 十 = es (Tz 十 yy 十 z)dz 


CD 


| {诗人 ] + 一 言 ( 二}drdy 


2r r 7 
下 dl [( 到)= 二 8 一 号 | 生 
=-2x 六 (artar 一 Br ju 


可 :jm 5,)" 256 
=27 (4 = 487 ) = 


注 柱 面 坐 标 变换 的 实质 是 投影 法 的 先 一 后 二 的 积分 , 先 计算 一 个 定 积分 ,得 到 二 重 积 
分 ,再 对 二 重 积分 做 极 坐标 变换 。 

例 9. 20 应 用 柱 面 坐标 变换 , 例 9. 21 应 用 的 是 极 坐标 变换 ,本 质 是 相同 的 ,但 是 后 者 更 
容易 一 些 。 因 此 ,在 实际 解 题 过 程 中 ,没有 必要 特别 考虑 是 否 应 用 以 及 怎样 应 用 柱 面 变换 ， 
把 三 重 积分 化 为 三 次 积分 ,而 是 先 把 三 重 积 分 利用 投影 法 转化 为 二 重 积分 ,再 考虑 应 用 极 坐 
标 变换 计算 二 重 积分 。 

2. 球面 坐标 变换 

设 MCz,y'z) 为 空间 内 一 点 ,点 M 可 用 三 个 有 序数 组 (r,g,0) 来 表示 ,其 中 7 为 原点 O 
到 M 点 的 距离 ,p pei 正 向 所 夹 的 角 ,0 为 M 在 zOy 投影 P, 有 向 线段 0 六 与 x 
正 向 所 夹 的 角 ( 图 9-14) ,这 三 个 有 序数 组 (r,p.9) 称 为 点 M 的 球面 坐标 ,其 中 ,9,0 的 变 
化 范围 为 

0<0<2rx, 0<o<rx, 0<r<+™。 
显然 ,点 M 的 直角 坐标 与 球面 坐标 的 关系 为 
X= OPcoslb = rsinpcos0， 
y = OPsinb = rsinpsin0， 
x 一 rcosp。 


三 重 积分 可 化 为 


由 reswaads 一 [a0 sz | forsingeos0, rsingsing, reosg) “rsingdr, 
> ? 4? ? 
其 中 雅 可 比 行 列 式 1 09 -I rsing, 
如 何 确定 积分 变量 0,p,r 的 积分 上 下 限 : | 
1. 9 的 积分 上 下 限 的 确定 : 由 积分 区 域 2 在 zOy 面 区 
的 投影 D。 确 定 ,是 由 区 域 D,, 上 的 一 点 P 和 原点 的 连 线 
OPP 与 x 轴 正 向 所 成 的 夹 角 的 范围 确定 。 
2. 9 的 积分 上 下 限 的 确定 : 由 积分 区 域 2 确定 ,是 2 
上 的 任意 一 点 M 和 原点 的 连 线 O 尽 与 < 轴 正 向 所 成 的 夹 
角 的 范围 确定 。 
3. r 的 积分 上 下 限 的 确定 : -~ 代表 积分 区 域 上 的 点 
到 原点 的 距离 ,用 穿线 法 来 确定 7 的 积分 上 下 限 。 若 包 


Mr, ,0) 
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含 原点 ,下 限 是 0, 上 限 是 积分 区 域 “ 面 ? 到 原点 的 距离 r-(0,q) , 即 只 要 将 

工 一 rsinpcosg， y=rsingsing, z= rcosp 
代入 曲面 中 , 求 出 一 ”(b,p) 即 是 上 限 ;车 不 包含 原点 ,将 球面 坐标 代入 内 侧 曲 面 和 外 侧 
曲面 ,得 到 内 侧 曲 面 距离 r, (9,q) 就 是 积分 的 下 限 , 外 侧 曲 面 距离 (0,9) 就 是 积分 的 
上 限 。 


例 9. 22 ”利用 球面 坐标 变换 将 三 重 积 分 I 二 由 cu (一 1,2,3,4) 化 为 累 次 
全 


积分 : 
(1) 0 =={(zx,y,z)|x 宇 0,y 宇 0,z 宇 0, 工 十 十 x: 三 1) ,如 图 9-15(a) 所 示 ; 


(2) 0,=={(zx,y,z)|x 宇 0,y 宇 0,z: 十 十 xz? 过 1) ,如 图 9-15(b) 所 示 ; 
(3) 0:=({(zyyz)17z 委 0,z 委 0,z2 十 史 十 叶 委 1}) ,如 图 9-15(c) 所 示 ; 
(4) ={(z,y,z) 1x 宇 0,z 志 0,y 志 0,7? 十 十 z? 忒 1) ,如 图 9-15(d) 所 示 。 


图 9-15 
解 ”根据 各 自 的 积分 区 域 , 则 有 


到 到 1 
了 一 上 do dp| flrsingcosO ,rsingsing, rcosg)r’ singdr; 
0 0 


= 


全 x 1 
了 = | dg| dp| frsingcosO,rsingsing, rcosg)r’ singdr; 
0 0 


Eo 


x 1 

T= | dg| dp | (rsinpcosg,rsinpsing,rcosp) 王 sinpdr; 
至 4 
2 x 1 

= 上 dg | .dp | flrsingcosO.rsingsind,rcosg)r’ singdr。 
人 加 0 


例 9. 23 计算 三 重 积分 | (sint 十 z)dv, 其 中 0 是 由 锥 面 z== Vz 十 y 与 球面 = 一 
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wV1 一 好 一 交 所 围 成 的 区 域 。 
解 ” 积 分 区 域 如 图 9-16 所 示 ,关于 yOx 面 对 称 ,所 以 
下 sinzdv = 0。 
n 
做 球面 坐标 变换 ,根据 积分 区 域 ,有 
0 = [ee 0 过 0 去 2r,0< p< <r<1). 
于 是 


2r 了 1 2r 党 
下 zdv -| db 上 | dp| rcosg * r*singdr 一 王 | dg cospsinpdp 
0 0 0 4 Jo 0 


椭 球 面 与 平面 -==0 所 围 成 的 区 域 。 
解 作 广义 球面 坐标 变换 , 令 工 = rasingcos0,y 二 rbsingsin9, xz 二 rccosg, 则 J 本 = 
abcr?sing, 于 是 


了 3 2r 和 2 
由 一 到 一 区 -到 dzdyd> | dg| dp| V4 一 王 "abcr singdr 
0 0 0 
n 


2x 村 2 
=abe | d0 .| sinpdp * | rr v4—ridr。 
0 0 0 


邻 r 二 2sinz, 则 dr 一 2coszdz ,于 是 


2 
| r? V4—ridr = 4 sin2r。2cosz。2coszrd7z 
0 0 


ee a 1_3).x 
-16 (sin zx— sin' rz)dr 16 (3 2] no 


-2 2 pe 1 
所 以 ji /4 一 珀 二 dzdydz = abc .2x» 1» x = 2abcr’, 
a c 
a 


利用 坐标 变换 计算 三 重 积分 方法 综述 

利用 坐标 变换 计算 三 重 积 分 常用 的 两 个 方法 : 柱 面 坐标 变换 和 球面 坐标 变换 。 根 据 上 
面 论述 ,由 于 计算 三 重 积分 是 没有 必要 刻意 考虑 是 否 应 用 柱 面 坐标 变换 ,因此 在 这 个 意义 上 
说 : 计算 三 重 积 分 的 坐标 变换 就 是 球面 坐标 变换 ,或 广义 球面 坐标 变换 ,如 例 9.24, 例 9. 18， 
练习 题 9-2,2(3) 等 。 

对 被 积 函 数 含有 “xz? 十 y? 十 2*”, 或 积分 区 域 是 球 或 球 的 一 部 分 的 三 重 积分 ,最 适宜 用 球 


而 坐标 变换 ,对 含有 * 互 十 各 十 所 ”, 或 积分 区 域 是 帆 球 或 椭 球 的 一 部 分 ,最 适宜 用 广义 球 而 


坐标 变换 。 
球面 坐标 变换 是 计算 三 重 积 分 最 重要 的 一 个 方法 ,是 其 他 方法 不 能 取代 的 。 
对 含有 重 积 分 的 极限 ,通常 是 将 重 积 分 化 为 累 次 积分 (或 通过 坐标 变换 化 为 累 次 积分 )， 


“9.2 三 重 积分 0> 


根据 累 次 积分 的 性 质 , 最 后 化 为 变 限 积分 函数 ,如 例 9.19, 再 用 洛 必 达 法 则 , 变 为 初等 函数 或 
抽象 函数 的 极限 。 


练习 题 9-2 
1. 计算 下 列 三 重 积分 ， 


大 全 (zy 十 对 )dzdydz, 其 中 0 = [一 2,5] Xx[ 一 3,3] Xx [0,1]; 


(2) zxdzrdydz, 其 中 0 是 由 zx 十 2y 十 zx == 1 与 三 个 坐标 面 所 围 成 的 立体 ; 


an 


(3) | zy:xdrdydz, 其 中 0Q 是 由 xz = xy,y 二 zx,zx 二 0,x 二 1 所 围 成 的 立体 ; 


n 


| dzrdydz i :个 
9 和 于 "其 中 是 由 z 十 y 十 x 1 与 三 个 坐标 面 所 围 成 的 立体 ; 


(5) | 川 eidzxdydz, 其 中 Q 是 xz? 十 yy 十 xz* 过 1; 
(6) 上 (十 my 十 w)dzrdydz, 其 中 0Q 是 x? 十 y? 十 zx? 过 2z。 


n 
2. 用 适当 的 坐标 变换 计算 下 列 三 重 积 分 : 
1] (zx? 十 y*)drdydz, 其 中 0 是 由 曲面 z = xz? 十 y 与 z= 二 1 所 围 成 的 立体 ; 


(2) (zy 十 开 )dzdydx, 其 中 0 是 由 曲面 > 一 V4 一 xz 一 yy 与 z= 二 0 所 用 成 的 
加 
‘| 许 十 交 5 十 三 和 dzdydz, 其 中 是 由 曲面 于 十。 筹 十 邱 一 1 所 天成 的 立体 ， 

6 
(用 (459dzdydz, 其 中 是 由 曲面 = 一 VI 一 与 一 V1 一 及 
二 0 所 于 成 的 立体 ， 


5) 由 1=|dzdydz, 其 虫 是 上 半 本 球体 王 十 中 十 三 < 1， 


人 


(6) 于, 共 中 0 是 区 域 : YET SEEl, 
Br yy 多 
n 


3. 计算 下 列 由 曲面 所 围 成 的 立体 的 体积 : 
(1) z=6—z’—y 及 z= Vz 二 Ty; (2) z= Vz 二 Ty 及 z=zx Ty; 


《3 于 二 各 ++ 扫 一 1 (4) z=z 十 y? ,x 十 y: 二 X,Y 十 y: 二 2x 及 zz 二 0。 
4. 设 F() 一 Nx VT 十 十 zz )drdydz, 其 中 0: Tz 十 yy 十 xz: 二 ff 可 导 ， 
的 


(DD 求 FO); (2) 已 知 f(0)=0, 六 (0)=1, 求 极限 lim 站 


5 设 WD) 连 续 ; F(#) = 二 I [z* 十 f(z 十 y)jdzrdydz, 其 中 0Q: 0 二 zh ,zx! 十 y: 二 围 


成 , 求 ; (1) FACD (2) 极限 lim 一 


区 9.3_， 重 积分 的 应 用 


定义 5 在 空间 直角 坐标 系 Ozyx 中 ,物体 所 占 的 空间 区 域 为 0, 密度 为 pcCz,yyz), 则 
QD 质量 “物体 的 质量 为 M = |occ,y,=dy。 
(2) 质心 物体 的 质心 坐标 为 

全 三 二 § (ros a ores. Doers). 


(3) 转动 惯量 ”转动 惯量 等 于 质点 到 转动 轴 的 距离 的 平方 与 密度 函数 积 的 三 重 积分 。 
所 以 物体 关于 xz 轴 , y 轴 ,* 轴 及 原点 的 转动 惯量 分 别 为 


( 史 十 只 )oCzyyyz)doi 1, = 下 (zz 十字 )o(z,ysz)dv; 
n 


.fe (z++y prsyz)dv; 了 =J 十 十 zz)p(z sy,2)dv。 
n n 


(4) 引力 ” 设 G 是 引力 常数 ,物体 对 质量 为 m 的 质点 M (zo,yo,zo) 的 引力 
(F,.,F,,F.) 为 


a ~ PCZy yz)(Z 一 Zo) 
天 co 中远 2Zo)2 十 (一 yo) 十 (> pp 


、 (zy*z)(y 一 yo) 
已 =cn| PC 人 d 
四 器 由 [(z 一 zo)2 十 (一 X%)2 十 (zz 一 20)2]342 ” 


~ Cryy*z)(z 一 zo) 
经 l [LCz 一 zxo)2: 十 (y Yo) 十 (z 一 zx de 


注 物体 的 质心 ， 又 称 物体 的 重心 , 当 密度 为 常量 时 ， 又 是 空间 区 域 2 的 形 心 。 

题 型 9 计算 物体 的 质量 .质心 .转动 惯量 和 引力 

例 9.25 设 球体 袜 十 史 十 衬 委 2ax(Ca 二 0) 中 任意 一 点 的 密度 与 该 点 到 坐标 原点 的 距离 
成 正比 , 求 此 物体 的 质心 。 

解 ” 由 于 所 给 球体 的 质量 分 布 关 于 = 轴 对 称 ,所 以 质心 位 于 x 轴 上 ,密度 是 

po 一 &AWVzz 十 到 十 地， 
其 中 是 比例 常数 ,于 是 质心 的 坐标 工 二 y 一 0， 
三 一 由 kz Vi 十 到 十 之 dzdyd> 小 Vr y+ drdydz。 


a 


由 于 
i asp 8 
ji Vr 二 +y 十 zi:drdydz 一 | db| dp| 太 。 rsingdr = a 四 
0 0 
a 


9.4 重 积分 考研 真题 全 


2x 2acosy 
引 z Vz 十 多 十 邓 dzdydz 一 | do dp| rcosp * rsingdr 一 中 ras ， 
o 0 


所 以 z= 一 a。 此 物体 的 质心 华 标 为 (0， 0， 34). 


例 9.26 求 底 半 径 为 尺 ,高 为 1 密度 为 p 的 均匀 圆柱 体 对 轴线 的 转动 惯量 
解 ” 取 底 心 为 原点 ,轴线 为 > 轴 , 于 是 所 给 的 圆柱 体 是 由 柱 面 x? 十 y* 王 R? ,平面 z==0 和 
x 一 ! 围 成 ,所 以 它 对 > 轴 的 转动 惯量 为 


1 
所 ll (zx: 二 +y)pdV = of dzdy | (zy)dz 
0 
a D,, 


2 R 
= | 由 (z2 十 史 )dzdy = a dy idr 一 FolR'。 


例 9.27 求 半径 为 R 均 匀 球 体 对 距离 球 心 为 2R 的 质量 为 1 的 质点 A 的 引力 。 
解 ” 取 球 心 为 原点 ,OA 为 x 轴 , 于 是 所 给 的 球体 方程 为 十 y 十 x* 三 R? ,质点 A 位 于 
< 上 ,坐标 为 (0,0,2R) ,由 对 称 性 可 知 ,F, 二 FF, 二 0。 设 球体 的 密度 为 p, 则 有 


> 3 z—2R i z—2R 
F.=Gp ji vdrdydz = | dz| 一 一 一 一 一 dzdy 
0 [zx’ 二 +y 二 (z—2R)’]? * BLz +y +(z—2R) J 


R 2r VR- pe 
=Gp | dz | dg| __r(z 一 2R) dr 
一 R 9 9 [于 十 (= 一 2R)2]= 


R z— 2R 六 了 
二 27 人 i 入 2R— 2R dz 
Srp | ( V5R’ — 4Rz j 2 ( 1 V5R’ — 4Rz ] 
= 三 由 
二 二 本 TCDR 。 


练习 题 9-3 


1. 计算 半球 面 < 二 V2 一 x? 一 y 及 锥 面 < 二 Vz 十 yw 所 有 转 成 的 立体 的 质量 ,密度 与 到 球 
心 的 距离 的 平方 成 正比 , 且 在 球面 处 为 1。 

2. 设 有 一 半径 为 R 的 球体 ,Po 是 此 球 表面 的 一 个 定点 ,球体 任意 一 点 的 密度 与 该 点 到 
P, 的 距离 平方 成 正比 , 求 球体 的 质心 坐标 。 

3. 设 物 体 是 由 上 半球 二 十 十 (xz 一 a)? 二 a 与 锥 面 z 二 Vz 十 y” 围 成 ,密度 为 1 二 1, 求 
此 物体 绕 对 称 轴 的 转动 惯量 。 

4. 求 均匀 柱 体 xz? 十 y: 二 a? ,0 三 zx 二 hh 对 于 (0,0,c)(c 记 h) 处 单位 质点 的 引力 。 


C3.4 _ 重 积分 考研 真题 


一 、 重 积分 考研 数 一 真 题 分 布 .考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 重 积分 考研 数 一 真 题 共 出 了 18 道 题 , 题 型 分 布 在 : 
1. 比较 积分 值 大 小 : 共计 2 个 题 ,分 布 在 2009 年 和 2010 年 。 
2. 交换 累 次 积分 次 序 ,两 类 二 重 ( 累 次 ) 积 分 的 坐标 转换 : 共计 3 个 题 ,分 布 在 2006 年 ， 
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2014 年 和 2015 年 。 

3. 计算 重 积 分 和 累 次 积分 : 共计 7 个 题 ,分 布 在 2005 年 ,2006 年 ,2009 年 ,2011 年 ， 
2013 年 ,2015 年 和 2016 年 。 

4. 计算 曲面 面积 ,物体 (空间 体 ) 体 积 : 有 1 个 题 ,分 布 在 2009 年 。 

5. 计算 物体 质心 , 形 心 坐标 : 共计 3 个 题 ,分 布 在 2010 年 ,2013 年 和 2019 年 。 

6. 讨论 用 重 积分 表示 的 函数 的 性 质 : 共计 2 个 题 ,分 布 在 2003 年 和 2004 年 。 

1 重 积分 考研 数 一 真 题 题 型 分 析 

1. 比较 积分 值 大 小 : 2009 年 考 了 利用 二 重 积分 性 质 比 较 积分 值 大 小 ;2010 年 考 了 二 重 
积分 的 定义 。 

2. 交换 积分 次 序 ,两 类 二 重 积 分 的 坐标 转换 : 2004 年 考 了 二 重 积分 转化 为 定 积分 ( 变 
限 积 分 函数 ) ;2006 年 考 了 两 类 累 次 积分 的 坐标 转换 ;2014 年 考 了 交换 积分 次 序 和 两 类 累 次 
积分 的 坐标 转换 ;2015 年 考 了 将 二 重 积分 转化 为 极 坐标 系 下 的 累 次 积分 。 

3. 计算 重 积分 和 累 次 积分 : 2005 年 考 了 整数 函数 的 二 重 积分 ;2006 年 考 了 二 重 积分 性 
质 和 用 极 坐 标 变换 计算 二 重 积分 ;2009 年 考 了 用 球面 坐标 变换 计算 三 重 积 分 ;2011 年 考 了 
含有 偏 导 函 数 的 二 重 积 分 ;2013 年 考 了 交换 积分 次 序 , 计 算 累 次 积分 ;2015 年 考 了 计算 简单 
的 三 重 积 分 ;2016 年 考 了 计算 二 重 积 分 ,积分 区 域 是 0- 型 区 域 。 

4. 计算 曲面 面积 ,物体 (空间 体 ) 体 积 : 2009 年 考 了 求 旋转 曲面 方程 和 旋转 体 的 体积 。 

5. 计算 物体 质心 , 形 心 坐标 : 2010 年 和 2019 年 考 了 形 心 坐标 ;2013 年 考 了 旋转 曲面 方 
程 及 其 形 心 坐标 。 

6. 讨论 用 重 积分 表示 的 函数 的 性 质 : 2003 年 考 了 用 三 重 积 分 和 二 重 积 分 表示 函数 的 
单调 性 ,以 及 证 明 不 等 式 ;2004 年 考 了 求 用 累 次 积分 表示 的 函数 在 一 点 的 导数 。 

2 ” 重 积 分 考研 数 一 真题 

1. (2003, 八 (12 分 )) 设 函数 f(x) 连续 且 恒 大 于 零 ， 

ji fz +y +z)dV ll (zz 十 只 )dc 
F(D) = ， GD) = 2 
| (zz 十 办 )dc | ,fr )dz 


DD 


其 中 QQ)={(zx,y,z)|z! 十 y 十 z* 全 1},D(1)=={(z,y) 17 二 yf)。 
(i) 讨论 F(OD 在 区 间 (0, 十 ce) 内 的 单调 性 ; (ii) 证 明 : 当 1>0 时 ,FCD) > 二 CCD)。 
考点 与 解法 : 讨论 用 重 积分 给 出 的 函数 的 单调 性 ,并 证 明 函 数 不 等 式 。(i) 利 用 坐标 变 


换 ( 极 坐标 变化 和 球面 坐标 变化 ) ,化 重 积 分 为 累 次 积分 ,最 后 化 为 变 限 积 分 函数 , 求 导 。 
(让利 用 单调 性 证 明 不 等 式 。 


2.(2004, 二 (10)(4 分 )) 设 f(x) 为 连续 函数 , F(1) = dy | f(z)dr, 则 FF'(2) 等 于 


(A) 2f(2); (B) f(2); (C) —f(2); (D) 0。 
考点 与 解法 : 求 用 累 次 积分 给 出 的 函数 在 一 点 的 导数 。 交 换 积分 次 序 , 化 为 变 限 积分 
函数 , 求 导 函 数 , 青 求 导 函 数 在 z 二 2 点 的 函数 值 。 
3. (2005, 三 (15) (11 分 )) 设 D={(z,y) 1x 十 y 二 V2,z 宇 0,y 宇 0},[1 十 xz! 十 y] 表 示 


不 超过 1 十 x? 十 y* 的 最 大 整数 , 计算 二 重 积分 ||zy[1 十 x? 十 yj]drdy。 


9.4 重 积分 考研 真题 S 


考点 与 解法 : 计算 非 初 等 函数 的 二 重 积分 。 将 积分 区 域 D 分 割 为 D1:z? 十 y 二 1 和 
Ds:1<<x? 十 y* <Y2, 把 二 重 积分 表示 为 在 这 两 个 区 域 上 积分 的 和 。 


4. (2006, 二 (8)(4 分 )) 设 f(z,y) 为 连续 函数 ， 则 | db| freos0, rsin0)rdr 等 于 


Vi Vi 
CA) | dz| (zy)dy; (B) | qz | (zy)dys 
= 
CY 上 dy| (zy)dz; (D) | dy| ziy)dz。 
y 


考点 与 解法 : 极 坐标 系 下 的 累 次 积分 转化 为 直角 坐标 系 下 的 累 次 积分 。 确 定 积分 区 
域 ,表示 为 累 次 积分 。 
5. (2006 ,三 (16)(10 分)) 设 区 域 D={(z,y)|zx’ 十 y: 二 1,x 宇 0} ,计算 二 重 积分 


考点 与 解法 : 计算 二 重 积 分 。 利 用 线性 性 质 ,将 二 重 积 人 
分 表示 为 两 个 二 重 积分 的 和 ,一 个 利用 二 重 积分 的 奇偶 性 1 
和 对 称 性 ,积分 值 为 0, 另 一 个 利用 极 坐标 变换 。 
6. (2009, 一 (2) (4 分 )) 正 方形 {(zx,y)11z| 委 1， 
|y| 三 1) 被 其 对 角 线 划分 为 四 个 区 域 D; (k= 二 1,2,3,4) 如 
图 9-17 所 示 , 天 = ||ycoszdrdy, 则 max 到 一 
1<kh<4 


D, 


(A) I; (B) 1; 
(C) J; (DY Is 
考点 与 解法 : 比较 积分 值 大 小 。 利 用 二 重 积分 性 质 和 9-17 
几何 意义 。 


7. (2009, 二 (12)(4 分 )) 设 Q={(z,y,z)|z 十 yy 十 xz! 二 1)， 求 | =*dzdyvdz。 
n 
考点 与 解法 ， 计 算 三 重 积分 。 利 用 球面 坐标 变换 。 
8，(2009, 三 (17)11 分 )) 机 球面 S, 是 精 圆 科 十 半 一 1 绕 + 轴 旋 转 而 成 ,圆锥 面 S: 是 由 


过 点 (4,0) 且 与 精 圆 于 十 污 一 1 相 切 的 直线 绕 x 轴 旋 转 而 成。 


(iD 求 S; 和 S。 方程 ; (ii) 求 Si 与 S* 之 间 的 立体 体积 。 
考点 与 解法 : 求 旋转 曲面 方程 ,计算 旋转 体 的 体积 。(i) 求 出 切线 方程 ,得 到 两 个 旋转 曲 
面 方程 ; (ii) 用 旋转 体 的 体积 公式 以 及 三 重 积分 计算 立体 体积 。 


9. (2010 ,一 (4)(4 分 )) lim > by 


i=1 j=1 


nn = 
+tDG+F) 


上 全 Ll . 下 『 TE 
(A) | dz 上 | ET Eh | | 


1 二 二 _， 上 上 下 
(0) | az] 全 A a hy ee 


考点 与 解法 : 二 重 积分 和 累 次 积分 定义 。 极 限 表示 为 二 重 积分 ,再 将 二 重 积分 转化 为 


i 


10. (2010, 二 (12) (4 分)) 设 0Q={(z,y,z) zx 十 三 z 志 1), 求 0 的 形 心 的 竖 坐标 。 
考点 与 解法 : 求 形 心 坐标 。 利 用 形 心 的 竖 坐 标的 公式 ,计算 两 个 三 重 积 分 。 
11. (2011, 三 (19) (11 分 )) 已 知 函 数 f(z,y) 具 有 二 阶 连 续 偏 导数 , 且 f(1,y) 二 0， 


fsD=0, | fdrdy 二 a, 其 中 卫 ={(z,y)10 委 z 委 1,0 委 > 委 1) ,计算 二 重 积 分 
D 


了 一 [apr Cerday. 


考点 与 解法 : 计算 抽象 函数 的 二 重 积分 。 化 二 重 积分 为 累 次 积分 ,利用 分 部 积分 法 
计算 。 


党 
12. (2013, 三 (15)(10 分 )) 计算 | 了 2) qz, 其 中 f(z) -| InG+D yg. 
oo Vr 1 t 


考点 与 解法 : 计算 累 次 积分 。 交 换 积分 次 序 ,计算 累 次 积分 。 

13. (2013 ,三 (19)(10 分 )) 设 直线 了 过 点 A(1,0,0),B(0,1,1) 两 点 ,将 工 绕 > 轴 旋 转 
一 周 得 到 曲面 ,3 与 平面 z= 二 0,x 二 2 所 围 成 的 立体 为 02。 

(iD 求 曲 面 了 方程 ; (ii) 求 2 的 形 心 坐标 。 

考点 与 解法 : 求 旋转 曲面 方程 ,计算 形 心 坐标 。(i) 建 立 直线 参数 方程 ,根据 直线 参数 方 
程 建立 绕 x 轴 旋 转 曲 面 方程 。(ii) 利 用 形 心 的 坐标 的 公式 ,计算 两 个 三 重 积分 。 


14.(2014, 一 (3)(4 分 )) 设 FCz,y) 为 连续 函数 ， 则 | dy 本 本 zyy)dz 等 于 


(A) | dz forpdy+| wp frsy dys 


0 


人 1 一 = 0 0 

Ba) fawat) de fedys 

(C) [ dg 有 reosgvrsing)dr 十 | dg| (rcosg,rsin0)dr; 
0 0 2 0 


于 ts w 1 
(D) 上 dl 人 | Jreosgvrsingyrdr 十 | dy 上 | (rcosbgrsin0)rdr。 
至 


考点 与 解法 : 交换 累 次 积分 次 序 ,转化 为 极 坐标 系 下 的 累 次 积分 。 确 定 积分 区 域 ,交换 
积分 次 序 , 将 直角 坐标 系 转化 为 极 坐标 系 下 的 累 次 积分 。 
15. (2015 ,一 (4)(4 分 )) 设 DD 为 第 一 象限 由 曲线 2ry 一 1,4zy 一 1 与 直线 > 一 z 和 yy 
w3z 围 成 的 平面 区 域 ,函数 f(x,y) 在 D 连续 , 则 
(A) 下 oj™ f(rcosO,rsing) rdr; (B) ed ey f(rcos0,rsing) rdr; 
全 9 Vi 


Er 
Er 二 


三 = 可 = 
(C) 上 do|™ f Creosb ,rsing) dr; (D) [ db| 到 (rcosg,rsing)dr。 
且 Er 到 A 


考点 与 解法 : 将 二 重 积分 表示 为 极 坐标 系 下 的 累 次 积分 。 夯 出 积分 区 域 ,表示 为 极 坐 
标 系 下 的 累 次 积分 。 
16. (2015, 二 (12)(4 分 )) 设 Q 是 由 平面 z+ 十 y 十 x 二 1 与 三 个 坐标 面 平面 围 成 的 空间 区 


域 , 计算 | cz 二 2y 十 3=)dzrdydz。 
n 


9.4” 重 积分 考研 真题 全 
考点 与 解法 : 计算 三 重 积分 。 利 用 投影 法 ,计算 三 重 积分 。 


17. (2016 ,三 (15)(10 分 )) 已 知 p= {6,0 12<r<20 teosn) ,— <0<3), 计算 三 


TT 
2 
重 积分 |zdzdy。 

D 


考点 与 解法 : 计算 二 重 积 分 。 利 用 极 坐标 变换 。 

18. (2019, 三 (19)(10 分 ))Q 是 锥 面 z? 十 (? 一 z) 一 (1 一 2)2 (0 魏 z 委 1) 与 平面 一 0 围 
成 的 锥 体 , 求 2 的 形 心 坐标 。 

考点 与 解法 : 计算 形 心 坐标 。 利 用 形 心 坐标 公式 ,计算 4 个 三 重 积分 。 


二 、 二 重 积分 考研 数 三 真题 分 布 .考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 二 重 积分 考研 数 三 真题 共 出 了 26 道 题 , 题 型 分 布 在 : 

1. 计算 二 重 积 分 : 共计 16 个 题 , 分 布 在 2003 年 (2 题 ) ,2004 年 ,2005 年 ,2006 年 ,2007 
年 ,2008 年 (2 题 ) ,2009 年 ,2010 年 ,2012 年 ,2013 年 ,2014 年 ,2015 年 ,2017 年 和 2018 年 。 

2. 交换 积分 次 序 ,两 类 二 重 ( 累 次 ) 积 分 的 坐标 转换 : 共计 3 个 题 ,分 布 在 2007 年 ,2012 
年 和 2015 年 。 

3. 计算 累 次 积分 : 共计 2 个 题 ,分 布 在 2014 年 和 2019 年 。 

4. 比较 积分 值 大 小 : 共计 3 个 题 ,分 布 2005 年 ,2013 年 和 2016 年 。 

5. 讨论 用 重 积分 给 出 的 函数 及 其 性 质 : 共计 2 个 题 ,分布 在 2008 年 和 2011 年 。 

2.1 二 重 积分 考研 数 三 真题 题 型 分 析 

1. 计算 二 重 积 分 : 2003 年 ,2005 年 ,2007 年 和 2008 年 考 了 非 初等 函数 的 二 重 积 分 ; 
2003 年 ,2008 年 和 2014 年 考 了 利用 极 坐 标 变 换 计算 二 重 积分 ;2004 年 考 了 利用 积分 区 域 的 
可 加 性 ,将 积分 表示 为 两 个 积分 的 差 , 再 利用 极 坐标 变换 计算 二 重 积 分 ;2009 年 考 了 利用 一 
般 的 坐标 变换 计算 二 重 积分 ;2006 年 ,2013 年 ,2015 年 和 2019 年 考 了 计算 一 般 的 二 重 积 分 ; 
2012 年 和 2017 年 考 了 计算 无 界 区 域 的 二 重 积分 。 

2. 交换 积分 次 序 ,两 类 累 次 积分 的 坐标 转换 : 2007 年 考 了 交换 累 次 积分 的 积分 次 序 ; 
2008 年 考 了 将 二 重 积分 转化 为 极 坐标 下 累 次 积分 ;2012 年 考 了 极 坐 标 下 的 累 次 积分 转化 为 
直角 坐标 系 下 的 累 次 积分 ;2015 年 考 了 将 二 重 积分 转化 为 极 坐 标 系 下 的 累 次 积分 和 直角 坐 
标 系 下 的 累 次 积分 。 

3. 计算 累 次 积分 : 2014 年 和 2019 年 考 了 交换 累 次 积分 次 序 ,计算 累 次 积分 。 

4. 比较 积分 值 大 小 : 2005 年 考 了 利用 被 积 函数 的 大 小 关系 ,确定 积分 值 的 大 小 关系 ; 
2013 年 考 了 利用 积分 定义 和 性 质 判 断定 积分 值 的 符号 ;2016 年 考 了 在 不 同 积分 区 域 上 比较 
积分 值 的 大 小 。 

5. 讨论 用 重 积分 给 出 的 函数 及 其 性 质 : 2008 年 考 了 求 用 重 积 分 给 出 的 二 元 函数 的 偏 
导数 ;2011 年 考 了 用 重 积 分 的 等 式 建立 微分 方程 . 求 函数 表达 式 。 

2.2 二 重 积分 考研 数 三 真题 
0 委 r 


人 1 而 D 表示 全 平面 , 计算 
其 他 ， 到 


1.(2003, 一 (3)(4 分 )) 设 a>0,f(z)=g(zx)= {6 


第 9 章 重 积分 


Newey — wardy, 
D 
考点 与 解法 : 计算 二 重 积 分 。 确 定 被 积 函 数 不 等 于 0 的 积分 区 域 : 
D= {(zx;y) | 0<z<1,0<y—zrz<1}。 
2. (2003, 三 (8 分 )) 计 算 二 重 积分 | esin(z 十 y)dzdy, 其 中 积分 区 域 D = 
D 
{(zyy) | T+y 和 7) 
考点 与 解法 : 计算 二 重 积分 .利用 极 坐 标 变换 ,变量 代 换 和 分 部 积分 。 
3. (2004, 三 (16)(8 分 )) 求 | VT 十 十 y)drdy, 其 中 中 是 由 二 十 = 二 4 和 (zx 十 1)? 十 
D 
三 1 所 用 成 的 平面 区 域 。 


考点 与 解法 : 计算 二 重 积分 。 利 用 积分 区 域 的 可 加 性 ,将 积分 表示 为 在 两 个 圆 上 积分 的 
差 , 利 用 极 坐标 变换 。 


4. (2005, 二 (8)(4 分 )) 设 =||cos Vz 十 ydzrdy, I =|| eos 二 +y)dzdy, 1; 一 
D 


D 


让 2 
see 十 y) dzxdy; 其 中 D= {Czy) | 十 yy 三 1}, 则 
D 


(A) LT>L>Lh; (BLI>L>L; (OL>l>l; (DL>Lh>1l. 
考点 与 解法 : 比较 二 重 积 分 大 小 。 利 用 余弦 函数 在 第 一 象限 内 是 减 函 数 性 质 ,比较 被 
积 函 数 的 大 小 。 


5. (2005, 三 (17)(9 分 )) 计算 ?| | 二 + 六 一 1|dzdy, 其 中 D={(z,y)10<zx,y<1)。 
D 


考点 与 解法 : 计算 非 初 等 函数 的 二 重 积分 。 用 曲线 xz 十 y* 二 1 将 积分 区 域 D 分 割 成 两 
个 区 域 。 

6. (2006, 三 (16)(7 分 )) 计算 二 重 积分 | Vy 一 zydrdy, 其 中 忆 是 由 直线 zx = y,y 一 
1,z 二 0 所 围 成 的 平面 区 域 。 

考点 与 解法 : 计算 二 重 积分 。 将 二 重 积 分 转化 为 先 对 x 后 对 y 积分 的 二 次 积分 。 

7. (2007, 一 (4)(4 分 )) 设 函 数 f(x,y) 连续 , 则 二 次 积分 dz| f(z,y)dy 等 于 


1 .3 1 3 
(A) I dy| fry dr; (B) | dy| (zy)dzrs 
rtarcsin y 0 arcsiny 


OF of fa.wdr (D) | al fwde. 
考点 与 解法 交换 积分 次 序 。 确 定 积 分 区 域 ,转化 为 另 一 个 次 序 的 累 次 积分 。 


a lIzl+lyl|<1, 
8. (2007, 三 (18)(11 分 )) 设 二 元 函数 f(x,y) 一 1 


3 了 


计 


，1 委 |z I++|y| 委 2， 


算 二 重 积分 | rzvy)dzdy, 其 中 = (Ga ||z HI 二 2 
考点 与 解法 计算 非 初等 数 的 二 重 积分 。 依 照 二 元 琢 数 的 分 段 ,将 积分 区 域 分 成 两 


9.4 重 积分 考研 真题 9 


个 区 域 ,二 重 积 分 表示 为 在 这 两 个 区 域 积分 的 和 。 Et 
9. (2008, 一 (4)(4 分 )) 设 函数 f(x) 连续 ,车 Flu,v) 一 


卫士 ) dzdy, 其 中 区 域 D,, 为 图 阴影 部 分 如 图 9-18 
上 eu “ 


所 示 , 则 区 一 
(A) ua ); (B) 2f (0); 
(C) vf OD); (D) Ff 0. 
考点 与 解法 : 求 变 限 积分 函数 的 导数 。 利 用 极 坐 标 图 9-18 


变换 ,化 二 重 积分 为 累 次 积分 ,最 后 为 变 限 积分 函数 。 
10. (2008, 二 (11) (4 分 )) 计算 | 一 y}dzdy, 其 中 DD= {(z,y) | xz? 十 y 声 1}。 
考点 与 解法 : 计算 二 重 积分 .利用 极 坐 标 变换 。 
11. 〈2008 ,三 (17)(11 分 )) 计算 | waxtzy ,1)dzdy， 其 中 D={(z,y)10 志 x,y 志 2}。 
D 


考点 与 解法 : 计算 非 初 等 函数 的 二 重 积分 。 利 用 zy 一 1 将 积分 区 域 分 割 成 两 个 区 域 ， 
将 积分 表示 为 在 这 两 个 区 域 积分 的 和 。 


12. (2009 ,三 (17)(10 分)) 计算 二 重 积分 | cz- >)dzdy， 其 中 
D= {(z,y) | (z 一 1) 十 (> 一 1D) 入 2,y 过 zz)。 
考点 与 解法 : 计算 二 重 积分 。 利 用 一 般 的 坐标 变换 或 坐标 平移 。 
13. (2010, 三 (16)(10 分 )) 计算 二 重 积分 | cz + >)sdzdy, 其 中 D 由 曲线 zx = V1 十 > 
与 直线 x 十 V2y==0 及 zx 一 V2y= 二 0 围 成 。 
考点 与 解法 : 计算 二 重 积 分 。 利 用 积分 区 域 关于 z 轴 对 称 ,被 积 函 数 表示 为 四 个 函数 


的 和 ,其 中 两 个 二 重 积 分 为 0, 另外 两 个 二 重 积 分 表示 为 累 次 积分 ,并 计算 。 
14. (2011, 三 (19)(10 分 )) 设 函数 f(x) 在 [0,1] 区 间 上 具有 连续 导数 , f(0) = 1 且 满 


足 | re 十 y)dzdy =| fowardy, D,={(z,y)10<y<t—z,0<7r<t)} (0<tR1) , 求 f(z) 
D, D, 
的 表达 式 。 
考点 与 解法 : 求 函数 表达 式 。 二 重 积分 表示 为 累 次 积分 ,表示 为 变 限 积分 函数 ,建立 微 
分 方程 ,求解 方程 。 


可 C1 
15. (2012, 一 (3)(4 分 )) 设 函数 f(z) 连续， 则 二 次 积分 | dg| fordr = 
和 Vaz 2 VA-z 
(A) 上 | 一 Vz ty fr ty ) dy; (B) 下 a | 一 fz + y)dy; 


Vay 3 Vay 
/3 了 六 2 。 2 2 
(C) 上 dy | 二 tyr Fy ds (D) 上 由 | 二 ya ds 


多 一 重 积分 
考点 与 解法 : 极 坐 标 系 下 的 累 次 积分 转化 为 直角 坐标 下 的 累 次 积分 。 确 定 积分 区 域 ， 


将 极 坐 标 系 下 的 二 次 积分 表示 为 直角 坐标 下 的 累 次 积分 。 


16. (2012, 三 (16)(10 分 )) 计算 二 重 积分 ||exydxdy, 其 中 加 是 以 曲线 y = Vr 和 y 一 
D 到 


及 y 轴 为 边界 的 无 界 区 域 。 

考点 与 解法 : 计算 无 界 区 域 的 二 重 积分 。 将 二 重 积分 转化 为 先 对 y 积分 的 累 次 积分 。 

17. (2013 ,一 (3)(4 分 )) 设 Di 是 圆 域 D={(z,y)|z’ 十 y*: 二 1) 位 于 第 & 象限 部 分 , 记 
到 -| (y—zx)drdy(k = 1,2,3,4), 则 

D; 

(A) I >0; (B) I,>0; (C) 1;>0; (D) L>0。 

考点 与 解法 : 判断 积分 值 正 负 。 利用 二 重 积分 性 质 ,被 积 函 数 大 于 0, 积分 值 大 于 0, 以 
及 轮换 对 称 性 。 

18. (2013, 三 (17)(10 分 )) 设 平面 区 域 D 由 直线 x 二 3y,y 二 3zx 及 zx 十 y 二 8 围 成 , 计算 


araray. 
考点 与 解法 : 计算 二 重 积分 。 化 二 重 积 分 为 累 次 积分 。 
19. (2014, 二 (12)(4 分 )) 计算 二 次 积分 | dy| [到 +e jd。 


考点 与 解法 : 计算 累 次 积分 。 将 其 表示 为 两 个 二 重 积 分 的 和 ,后 一 个 保持 原来 积分 次 
序 , 前 一 个 交换 积分 次 序 。 
20. (2014, 三 (16)(10 分 )) 设 平面 区 域 D={(zx,y)11 志 zx 十 三 4,z 宇 0,y 宇 0}, 计算 
人 二 ddy， 

考点 与 解法 : 计算 二 重 积 分 。 利 用 轮换 对 称 性 ,化 简 二 重 积分 ,然后 用 极 坐标 变换 。 

21. (2015 ,一 (3)(4 分 )) 设 平面 区 域 D= {(z,y) | x 十 yy 过 2x,x? 十 y* 过 2y) ,函数 


f(zwy) 在 D 上 连续 , 则 ||f (x,y)dzdy = 
D 


D 


六 2eosg 各 2cosg 
(A) | dg| fl reosg,rsing)rdr 十 | d0 | (Crcosbgrsing)rdr; 
0 0 和 


学 2sing E 2cosg 
(B) | ao| FU reosg,rsing)rdr 十 | do| (rcosg,rsin0)rdr; 
0 0 至 0 


227—: 


1 x 1 六 
(C) 下 de fdys (D) | dz E f(x,y)dy。 


考点 与 解法 : 把 二 重 积 分 表示 为 累 次 积分 (直角 坐标 系 和 极 坐标 系 )。 将 积分 区 域 D 分 
割 为 两 个 0- 型 区 域 , 青 表示 为 极 坐标 下 的 累 次 积分 。 


22: 《2015; 三 (17》(10 分 )) 计算 二 重 积分 | z (x 十 ydrdy， 其 中 
D 


D= {(z,y) | z++y 2,y> zx}。 
考点 与 解法 : 计算 二 重 积 分 。 将 二 重 积 分 转化 为 累 次 积分 。 


9.5 本 章 练习 题 答案 与 提示 > 


23. (2016, 一 (3)(4 分 )) T =| 5drdyGi = 1,2,3) ,Di = {(z,y) 10 委 xz 委 1， 
D. 


0<y<1},D,={(r,y)|0<zr<1,0<ySVr},D,={(r,y) 10<zr<1,7 <y<1}, 则 
(A) T=<T,<T,; (B) T=<T<T;,; 
(OC) T,=T,<=T; (D) T:=T<=<T;.。 
考点 与 解法 : 比较 二 重 积分 值 的 大 小 。 根 据 积分 区 域 和 二 重 积分 的 几何 意义 和 性 质 。 


24. (2017 ,三 (16)(10 分 )) 计算 积分 | 二 二 这 idrdy， 其 中 忆 是 第 一 象限 中 以 曲 


线 y 二 Vz 与 x 轴 为 边界 的 无 界 区 域 。 
考点 与 解法 : 计算 无 界 区 域 的 二 重 积 分 。 化 二 重 积 分 为 累 次 积分 ( 先 对 y 后 对 xz 的 积分 )。 


25. (2018, 三 (16) (10 分 )) 计算 二 重 积 分 用 ?dzdy, 其 中 D 是 由 曲线 y = V3(T 一 zx) 
与 直线 y=Y3x 及 y 轴 围 成 的 区 域 。 

考点 与 解法 : 计算 二 重 积分 。 化 二 重 积 分 为 累 次 积分 ( 先 对 y 后 对 xz 的 积分 ) 。 

26. (2019, 二 (11)(4 分 )) 已 知 f(x) = [ A Tz, 求 | fdz, 

考点 与 解法 : 计算 累 次 积分 。 交 换 积分 次 序 ,计算 累 次 积分 。 


C9;5 本章 练 习题 答案 与 提示 


练习 题 9-1 答案 与 提示 
1. (1) 0。 提示: 积分 区 域 喷 关 于 之 轴 对 称 ,又 关于 y 轴 对 称 , 且 ||(z 十 f(z 十 y)dzdy 一 
D 


arc + dd 二 re 十 史 )dzdy, 两 个 积分 值 都 是 0。 
Db 


(2) 2。 提示: [EE | RE 积分 区 域 关于 y 轴 对 称 ,所 
以 第 二 个 积分 等 于 鹤 。 

(3) 3。 提示: | (1 一 zyeet )drdy = Jazdy 一 上 zye***d zdy 一 万 ++0 一 2。 第 二 个 积分 可 以 用 
一 一 = 将 区 域 分 成 两 个 区 域 Di 和 Di ,分 别 关 于 轴 对 称 和 y 轴 对 称 ,而 


[aye dy 和 ll Bidy + a dy 0 


D Di D, 


(4) 0。 提 示 :| -ce+wdrdy 一 | :yazay 十 | zy:dzady =0+0=0。 
Db 了 Db 


2. Whar], fwdy. Co vw fz) dr。 
和 e 1 2 一 
(3) | dy|, f(r,y)dr。 (4) 上 ay| flr,y)dr。 


3. (1) 让 (e—D。 提示 : 先 交换 积分 次 序 , 再 计算 累 次 积分 
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1 1 y 2 1 站 
| dz| ey ay =—| | ev dz | ye dy G 7 
x o 0 0 2 


工 o 


(2) 2。 提示 : I dy| 『 dz Smzdy 『 sinzdz = 2。 


; 
G3) 二 .提示 :| dy| VI=zaz=| | ViI—zdy 上 = VIPdz 一 十。 
5 

(于 三 二 6 六 闭 示 : i dy | a 上 dz 5 三 大 es 

2 人 小 

i 
A 提示 : | zydzdy =| dz zydy = | zdz* | ydy = 1。 
D 


a 


(2) 号。 提 | twars -| dz 六 全 再 用 均一 于 (4—z)dr= 8 


(8) 二 。 提 示 : ja = 由 ou = 了 idy= 二。 
(4 4r 提示 :| (eeosy+)dzdy= zeosydrdy + dzdy = dzdy, 
Dp » J 
下 ae = 上 i = | -za =| -rar = 1, 


5. (1) 其 。 提示: 用 曲线 z 一 y 将 区 域 D 分 成 两 个 区 域 D, 和 D, ,于 是 有 


5” 
1z—y aray = lz->ldazty+| |e—y lardy 
D 


Db 5D, 


=[ Co 一 z)dzdy 二 | (x: — ydrdy 


, » 


= -edt], «| (Ck 


(2) 6。 提示: 用 三 条 直线 zx 十 y 一 1,z 十 y 一 2,z 十 ?一 3 将 区 域 DD 分 为 四 个 区 域 D1,D,,D;,D, 区 
域 , 则 
tet yardy =) Cet ydzdy+ | Cz+ yldrdy+ | Lz+ yldrdy+ [| Cz+ yldzdy 
D 5D D, 5D, 


D, 
=|oazdy+ Naray+ [2dzdy+ ||3dzdy = 5 + 5. +5, = 6. 
. » Ee] % 
(3) 路 。 提示: 用 z 一 y 将 区 域 D 分 成 两 个 区 域 Di 和 Ds ,于 是 有 


中 sinzsinymax {x,y}dzdy ll Zsinzsinydzdy + ysinzsinydzdy 


D 应 D, 
-| dz Zsinzsinydy 十 | dy 『 ysinzsinydz 一 2 『 Zsinz(] 一 cosZz)dz 


一 2 ( 仆 Tsinzdz 一 | Zzsinrcosrdzr ) 


sin2z|" = 2r 十 二 
到 


2。 2 『 sinzdz 十 3} zcos2z| 
(4) 千 。 提 示 : 被 积 函 数 关于 工 和 yy 者 是 偶 画 数 , 积 分 区 域 是 著 形 ,关于 华 标 轴 对 称 ,利用 奇偶 性 和 对 称 


性 ,由 (= + y Dardy= 十 (lz HI y Ddzdy, 其 中 总 是 姜 形 在 第 一 象限 部 分 ,于 是 || (| zx | 上 | y |)dzdy 一 
了 Dl D 


9.5 本 章 练习 题 答案 与 提示 0 


da] (x+y 一 专 。 


6. 也 。 提 示 : 利用 轮换 对 称 性 


1+2zx’ 1+2y’ . 1+ 2x 1 十 2 六 二 过 
| I | Tt 3 (+ Ty ) dy 2 


7. 6x。 提 示 ， 用 二 重 求 体积 ,积分 区 域 是 = 一 悦 十 2 和 = 一 6 一 2z2 一 交 的 交 线 在 xOy 面 上 的 投影 ,D， 
辽 十 光一 2, 被 积 函数 是 顶 面 与 底面 的 差 6 一 3z* 一 3 六。 曲面 图 成 的 区 域 的 体积 V 一 ||(6 一 3z 一 3y)dzdy 一 
Db 


VE 
引 | @ 一 rd 一 er 
8. 二 。 提 示 : 用 二 重 积分 求 体积 ,积分 区 域 x 一 0,y 一 0,z 十 y 一 1, 被 积 函 数 为 < 一 6 一 z 一 交 。 曲 面 力 
成 区 域 的 体积 
v=‖6-z=-ydrty=| dz) 6 2—y)dy (人 5z 2 十 于)d 


1 
6 


9. (二 二 )， 提示 : 代入 , 累 次 积分 ,交换 累 次 积分 的 积分 次 序 


| uCz)dz = (| i Ja- dy re dz 一 了 上 we7dy 一 于 (一 2 ): 


10. 提示 ， reoaz Ti Frarf Ly 一 和 dress 由 于 和 分 区 地 具有 条 要 和 


7 由 一 7 
称 性 ,所 u# | Fee = | 于 是 


1 rf fly 
『 Fodz| 局 A jdz= 辽 由 [ 息 + 移 jew>juw- (一 az 。 
11. 2r。 令 z 一 rcosg,y 一 rsing, 则 F(t) 一 『 上 | Jr)。rdr 一 zx| rf adr, F(t) = 2rtf (2), F(O0)= 
o o 
mk OO— 2 


be 


=2 limf(D) =2x/(0) =2x。 
12. Se 一 D)。 提示: /CD) 一 让 wf Pf(r) rdrt+t = 4 PJDdr 十 #， 求 导 六 (D 一 
4xt f(D 十 4 ,整理 得 广 (0) 一 4rBJ(D) 一 4 ,一 阶 线性 方程 有 公式 解 , 通 解 为 F(D) 一 Cer 一 十 ,由 /C0) 一 
0 解 得 C= 十。 
练习 题 9-2 答案 与 提示 


1. (1) 14。 提 示 : 化 累 次 积分 ， 


J Cay + drdydz = 几 dz| dy 上 | Ce DF [上 dz (=+ 到] = 八 2dz 一 14。 
n 


(2) 二。 提示 : 化 累 次 积分 | xarayas 言 了 di dy 站” 2 = a EE 
了 


外 [2 azG 一 癌 一 了 xdl |] 在。 


提示 2 三 扩 二 ”zyredc= 卫 | 『 =wdy= 直 | 王 二 
(3) 364。 提 示 : 中 区 wdzdydz=| az| dy 上 | zy "过 dz 一 4 dz ,TY dy 一 中 oT dz 364° 


a 
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pt 
(4) -In2 一 16。 提 示 : 


js -| dx] wl i 3 . dr] ( ” Ty 


a 


Li 地 1 5 
二 | (Fa D+ 一 IT) 一 6 


(5) 2r。 提 示 : 利用 截面 法 , 即 先 二 重 积分 ,后 定 积分 
1 ' 1 
De dzrdydz -| dz 人 elzldydz | 有 et 一 到)dz zl el= ds, 
i 局 
电 


ty SI 


(6) 和 nx。 提示: 根据 奇偶 性 与 对 称 性 ,上 1zdzdydz = 上 mydzdydz 一 0, 且 
n n 
2 2 
pe a 2 
arad 一 四 sds | ud «| nz(2z— z’)dz。 
2. (1) 二。 提示 : 用 投影 法 ,转化 为 二 重 积分 ,然后 再 做 极 坐 标 变换 
1 
下 (x? 十 只 )dzdydz =| uav | 四 (z+y)dz =Ja —z +y) (r+y)drdy 
器 Db Db 
2 1 1 XX 
= 六 | rar=2r| -tr 于， 
(2) x 提示 : 做 球面 坐标 变换 ,z= 二 rcosOsing,y 二 rsinbsing,z 二 rcosg， 
32 


-二 


3 
(3) xabc。 提 示 : 做 广义 球面 坐标 变换 ,z 一 arcosbsinp,y 一 prsingsinp,z 一 crcosp, 则 J 一 apcrsinyp 


Ty zn fr 1 py 
+edrdydz = 由 db ,dp rr。 Wer singdr = rabc 。 
a 
124 


(4) J 计 x。 提 示 : 做 球面 坐标 变换 ， 


De +ty +zdzdydz= 记 a dp 上 疡 。rsinpdr 一 
a 


zx fx _ 2 2 124 
= 十 )dzdydz = FE Eh dp| r sin2p。 产 sinpdr = 人 do* 小 sinigdp | rdr= 5 
(5) 到 bc 。 提示 : 此 题 可 用 三 种 方法 : 投影 法 ,广义 球面 坐标 变换 、 截 面 法 。 
J |=| dzdydz = 2 三 dg dp| rcosp * abcr’ singdr = abc?。 


(6) (V2 一 1)x。 提 示 : 做 球面 坐标 变换 ,有 


dzdydz ("oe sing yg om 
a er Eh dp rsingdr = «| de (CVZ 一 1)r。 


3. (1) Ee 提示 : 先 转换 二 重 积分 ,再 做 极 坐标 变换 ,( 当 然 可 以 使 用 柱 面 变 换 ) 


Gz2—y? 
V -| dzdydz = ee 本 dz 一 中 (6 一 好 一 到 一 V 妇 十 到)dzdy 


三 ae 2— nrdr x 


(2) 于 。 提示: 做 柱 面 变换 太一 [axaya: = 广 do dr| rdz 一 音 。 
n 


(3) 等 xabe。 提 示 : 做 广义 球面 坐标 变换 


9.5 本 章 练习 题 答案 与 提示 > 


四 
ve 上 dg dp| aber’ singdr 一 本 rabc。 
(4) 龟 =。 提 示 : 设 积分 区 域 为 D,D, 是 大 国 ,D。 是 小 贺 , 于 是 


7=| ty dardy = | +wdzdy 一 | ce +)drdy 


Dp Di D,» 
-上 dg| =， rar a0 | = rdr, 
4. 提示 : 做 球面 坐标 变换 
F() = I do dp| 元 个 天 二 pw 本 二 4 好 | (rrzdr, 则 


(D F'(CD=4xrFGDOzi (2) lim BD =—x lim £2 = f(x, 


站 
0 t 0 


5. F(t) 2xht [计生 AD] 二 m zhf(0)。 提 示 : 化 三 次 积分 


2x 。 站 
F(t) =|| [z+ f(r: 十 只 )]dzdydz 一 dg| dr| [对 十 FGz 十 史 )]dz 
0 0 9 
a 


=[" of [lit rar = 2r[ [ln +afer) ]rar, 
,| [ 当 ] , [3 ] 
所 以 FC =2r [$e /0 ]: 


zx [二 +] 2xnht [3 -10] 


. F(t) | 
uy 在 ny tim 丈 3 nh nhf (0)。 
练习 题 9-3 答案 与 提示 


到 委 x(vV5 一 1)。 提示 : 密度 函数 w(x,y,z) 二 k(x 十 十 ), 球 面 可 十 六 十 到 一 2, 得 一 评 , 则 


zrys)= 让 (2 十 荫 十 到 )。 质 量 


1 a 4 
"= | ty + dye a dg d | 7 rsingdr = "V2— 1 


2。 (0,0, 卫 R)。 提示 ;将 Pu 点 置 于 原点 , 则 球面 方 各 是 十 十 (z 一 R)* 一 R* ,密度 为 u(z，ys4) 一 


(ZT 十 十 z), 设 质心 举 标 为 (T ,y ,z ) ,由 质心 坐标 的 对 称 性 , 工 一 y 一 0。 
2 


由 ec 二 yy 十 z*)drdydz 一 BkR®, 下 ce 十 YY 十 z*)drdydz 一 rR’ 
a a 


由 ec 十 六 十 只 )dzdydz 
n 


» 


5 


R。 


le (zy ++z)drdydz 
a 


ee 
3. 30r& 。 提示 : 


2 ;2 2aco: 
I.= ls 二 +y)drdydz = [ ao]: dz 于 sin'p* rsingdr 一 各 us 。 


考研 真题 答案 


数 一 真 题 答案 : 1. tE (0, 十 co) 内 ,F(t) 严格 单调 增加 ; 2. Bi 3. ,4. Ci 5. 了 FIn2; 6. Ai 7. 雷 ; 
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8. 椭 球面 S1 方 程 : 3 十 并 二 三 


一 1; 圆 锥 面 S: 的 方程 : (xz 一 4)* 一 4y: 一 4z? 二 0;V 二 x; 9. D; 


10. ;11. ai 12. 一 4ln2 十 8 一 2r; 13. Pty 2 +1=0, (0,0, 皇 ); 14. D; 15. B; 


5 
16. 


| aa 


; 17. Sx 十 时， i (°" - 汪 ): 


数 三 真题 答案 : 1. a?; 2. Se 入 (3x—2); RY = 


8 14 4 
3 13. 153 14. f(x) CE 


4 2 
gle 1); 20. 3 5 


wl 


8, 于 +4VZinW2H1Di 9. Ai 10. 于 ;11. 再 十 ln2; 12. 


2 1 
3;19. 


(0<zr<1); 


15. B; 16. ;17. B; 18. 138 


; 21. B; 22. 有 —5; 23. Bi 


人 1 25 3 1 
24. sl E),. 32 (™—2); 26. gl 2V2)。 


曲线 积分 与 曲面 积分 


基本 概念 


1. 第 一 类 曲线 积分 .第 二 类 曲线 积分 ; 
2. 第 一 类 曲面 积分 .第 二 类 曲面 积分 ; 
3. 曲线 积分 与 路 径 无 关 ; 

4. 向 量 场 的 通 量 与 散 度 \ 环 流量 与 旋 度 。 


基本 结论 


. 第 一 类 曲线 积分 的 性 质 ; 

. 第 二 类 曲线 积分 的 性 质 ; 

. 两 类 曲线 积分 的 关系 ; 

. 格林 公式 、 面 积 公 式 ; 

曲线 积分 与 路 径 无 关 的 等 价 条 件 ; 
. 第 一 类 曲面 积分 性 质 ; 

. 第 二 类 曲面 积分 性 质 ; 

. 两 类 曲面 积分 的 关系 ; 

9. 斯 托 克 斯 公式 ; 

10. 高 斯 公式 。 


基本 方法 


. 计算 第 一 类 曲线 积分 ; 

. 计算 第 二 类 曲线 积分 ; 

. 计算 与 路 径 无 关 的 平面 曲线 积分 ; 

.曲线 积分 的 等 式 与 不 等 式 的 证 明 ; 

. 计算 第 一 类 曲面 积分 ; 

. 计算 第 二 类 曲面 积分 ; 

. 计算 通 量 、 散 度 、 环 流量 和 旋 度 ; 

. 计算 曲线 和 曲面 的 质量 、 质 心 、 形 心 ,转动 惯 量 和 引力 。 


oo -om oo mn 


< 


oo 中 思 上 


一 曲线 积分 与 曲面 积分 


El,1 曲线 积分 


一 、 基 本 概念 

定义 1 第 一 类 曲线 积分 (对 弧 长 的 曲线 积分 ) 

(1) 平面 曲线 L(AB) 的 积分 : | fry ds = lim f(s mm) Asss 
L(AB) MD-~0k 二 1 


(2) 空间 曲线 L(AB) 的 积分 : | JGzyz)ds = lim >) (6 办 ,各 )As， 
L(AB) XD0 1 


其 中 A(T) 表示 分 割 曲线 L(AB) 的 分 法 T 的 细 度 , 即 n 段 曲 线 弧 长 的 最 大 值 ,(& ,mh) 或 
( ,5 ) 是 第 段 弧 上 的 任意 一 点 ,As 表示 第 & 段 曲 线 的 弧 长 。 
第 一 类 曲线 积分 的 物理 意义 : 物质 曲线 的 质量 。 
车 被 积 函 数 f(z,y) 或 f(x,y,x) 表示 曲线 的 线 密度 , 则 第 一 类 曲线 积分 就 是 物质 曲线 
了 的 质量 ,简称 物质 曲线 的 质量 。 
定义 2 第 二 类 曲线 积分 (对 坐标 的 曲线 积分 ) 
(1) 平面 曲线 工 (AB) 的 积分 : 
| PCz,y)dz 十 QCz,y)dy = lim, 3 [PCé&, ,DJ)Az + QE sh) Ayr]; 
(2) 空间 曲线 L(AB) 的 积分 : 
| Poy de Qery, 5)dy + Rr ya) de 
L(AB) 


= lim 2) [PE ,ms Gi) Axs + QE ,ms bi) Ays + RCE ,ms bi) Azi], 
Ok=1 


其 中 ACT) 表示 分 割 曲线 L(AB) 的 分 法 了 的 细 度 , 即 n 段 曲 线 弧 长 的 最 大 值 , (5& ,nm) 或 
(名 了， 中) 是 第 & 段 弧 上 的 任意 一 点 。 
第 二 类 曲线 积分 的 物理 意义 : 变 力 做 功 。 


若 被 积 函 数 P(z,y),QCz,y) 或 PCz,y'z),QCz,y'z),RCzyy,z) 表示 力 在 各 坐标 
轴 上 的 分 量 , 则 第 二 类 曲线 积分 就 是 变 力 F(z,y) 或 F(z,y,x) 沿 曲线 工 所 做 的 功 ,简称 变 
力 做 功 。 


二 、 基 本 结论 
定理 1( 第 一 类 曲线 积分 的 性 质 ) 
(1) 无 向 性 | fz,y)ds =| f(x,y)ds。 
(2) 线性 性 质 ” 设 是 一 个 常数 , 则 
| kf (ry)ds = #| fr ds 


| [frsy tary lds = | zy)ds 土 | g (zy)ds。 
工 L 工 


10.1 曲线 积分 的 


(3) 积分 路 径 可 加 性 曲线 工 分 成 两 段 工 ,和 工 ; , 则 
| f(ads =| /Cespds+| f(z,y)ds。 
L I L, 


(4) 弧 长 公式 | ds = 工 (表示 曲线 上 的 弧 长 )。 


(5) 化 简 被 积 函 数 ”被 积 函数 可 用 积分 曲线 方程 化 简 。 
(6) 奇偶 性 与 对 称 性 ”如 果 积 分 曲线 L(AB) 关于 > 轴 对 称 , 则 
0， f(z,y) 关于 工 是 奇 函 数 ， 


| fe 本 ,fz 9) ds, f(z,y) 关于 工 是 偶 函 数 ， 


其 中 OO 点 是 曲线 弧 段 L(AB) 与 y 铀 的 交点 。 
同样 ,如 果 积 分 曲线 L(AB) 关于 z 轴 对 称 , 则 
0， f(z,y) 关于 yy 是 奇 函数 ， 


| sy) ds = - 
A 有 性 f(x,y) 关于 y 是 偶 函数 ， 


其 中 O 点 是 曲线 弧 段 L(AB) 与 z 轴 的 交点 。 
(7) 轮换 对 称 性 ” 若 积 分 曲线 L(AB) 关于 z 和 yy 具有 轮换 对 称 性 (zx 和 y 互 换 , 积 分 
曲线 L(AB) 不 变 ), 则 有 


| JCzyy)ds -| f(y,z)ds 或 上 fr,y,z)ds -| f(y,x,z2)ds。 
L(AB) L(AB) L(AB. L(AB) 
定理 2( 第 二 类 曲线 积分 的 性 质 ) 
(1) 有 向 性 mm Plz,y)dzr =-| Pl(zr,y)dr, 
(2) 线性 性 质 ” 设 是 一 个 常数 , 则 
| kf(r,y)dr 一 #| f(r,y) dr; 


| LF(z,y) 士 gCz,y)]dz -| f(z)drt| g(x,y)dr, 
上 L 
(3) 积分 路 径 可 加 性 曲线 世 分 成 两 段 工 , 和 工 ;, 则 

| few = | Fendz+| f(zx,y)dr。 


(4) 化 简 被 积 函 数 ” 被 积 函 数 可 用 积分 曲线 方程 化 简 。 
注 在 上 述 性 质 中 ,将 dz 换 成 dy, 结 论 仍 成 立 。 
定理 3( 第 一 类 曲线 积分 与 第 二 类 曲线 积分 的 关系 ) 


| 症 dx 半 他 的 皇家 虑 | {P 芋 +Q 昌 +R 和 全) 
L(AB) L(AB) ds ds ds 


-| (Pecosa +QcosB+ Reos7)ds, 
L(AB) 


其 中 cosa,cosB,cosy 是 曲线 L(AB) 的 切 向 量 的 方向 余弦 . 且 
dz 一 cosads， dy= cosBds, dz = cosyds。 
一 般 地 ,积分 曲线 切 向 量 的 方向 余弦 是 变量 。 但 是 , 当 积 分 曲线 L(AB) 是 直线 时 , 则 
(CAB) 切 向 量 的 方向 余弦 是 一 个 常量 ,就 是 积分 曲线 (直线 ) 的 方向 向 量 。 


的 曲线 积分 与 曲面 积分 


定理 4( 格 林 公式 ) 
设 忆 是 由 分 段 光滑 曲线 工 围 成 的 有 界 闭 区 域 ,函数 PCz,y) 和 QCz,y) 在 D 上 具有 一 
阶 连 续 偏 导数 , 则 有 
aP 


aQ _ 
中 PCz,y)dz 十 QCz,y)dy = 2 jardy, 
其 中 工 是 D 的 正 向 边界 曲线 。 
根据 格林 公式 ,有 面积 公式 :万 一 寺中 一 ydz +zdy。 


定理 5 平面 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 等 价 条 件 
设 G 是 平面 单 连通 有 界 闭 区 域 ,L 是 G 内 的 逐 段 光滑 曲线 , 若 PCz,y),QCr,y) 在 G 上 
具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 下 面 四 个 命题 等 价 : 


QD 基线 积分 | PCz,y)de 十 Q(zwy)dy 与 路 径 无 关 , 只 与 起 点 和 终点 有 关 ， 
(2) 在 G 内 存在 一 个 函数 wx(z,y) ,使 得 du(z,y) 王 PCz,y)dz 十 QCzy)dy; 
(3) V (zy)EG, = 


(4) 对 G 内 的 任意 光滑 或 逐 段 光滑 闭 曙 线 二 , 有 中 PCz,y)dz +QCzsy)dy = 0。 


基本 方法 


题 型 1 计算 第 一 类 曲线 积分 

计算 第 一 类 曲线 积分 有 两 个 方法 : 

方法 1 将 第 一 类 曲线 积分 转化 为 定 积分 

(1) 平面 曲线 工 的 参数 方程 : z= 二 g(1) ,y= 二 y(7) ,a 二 tb, 则 


| f(x,y)ds = T 丰 [p(iD) 0)] V9G CD HY) dt 
(2) 平面 曲线 工 的 一 般 方程 : y 二 y(z), a 二 7<<5, 则 
| re 尝 站 和 [zyCz)] VI 十 yzdz 
(3) 平面 曲线 工 的 极 坐标 方程 : op 二 p(9), a<9<B, 则 
| f(x,y)ds = | FLpc0) cos0,pC0) sin0] VP (0) 十 7(0)d0; 
(4) 空间 曲线 工 的 参数 方程 : x 二 gq(2), y==Jy(D),z 二 w(t1), a 二 tb, 则 
| Crzyyyz)ds = | /tow we od)] PAGPET /ACOPETAGLR 


方法 2 利用 性 质 计算 第 一 类 曲线 积分 

如 果 将 曲线 积分 转化 为 定 积分 ,由 于 被 积 函数 的 复杂 性 而 没 办 法 计算 ,或 者 很 难 建立 积 
分 曲线 的 参数 方程 ,进而 转化 为 定 积分 ,此 时 需要 考虑 利用 第 一 类 曲线 积分 的 性 质 : 弧 长 公 
式 、 被 积 函数 用 曲线 方程 化 简 、 奇 偶 性 和 对 称 性 、 轮 换 对 称 性 等 计算 第 一 类 曲线 积分 。 这 就 
是 所 谓 的 用 性 质 计 算 第 一 类 曲线 积分 方法 。 


例 10.1 计算 工 - | zzy*ds, [: Zz 十 y 二 1 上 半圆 周 。 


10.1 > 


解 【方法 1】 曲线 的 参数 方程 是 : x 二 cos0,y 王 sin9, 09<x, 则 
ds 一 Vz 十 y db 一 d0， 


本 = 各 11 
于 是 有 1 一 | cos'0sin?0d0 一 2 (cos’0 — cost0) dO 2(3 引 ) 和 于 


【方法 2】 曲线 的 一 般 方程 : y= V1 一 zx? ,一 1 二 x 志 1; 则 
= 


vIL 一 开 
于 是 有 
1 1 
I | Z2(1 一 Z2)。 1 于 dz | zx: V1 一 xdz 中 zx: V1 一 zzdz。 
-1 二 -1 0 


令 z=sin9,; 则 I 二 2 上 sinzbcosg 。cosbgdb = 2 (cos'0 一 cost0)40 一 二。 
0 0 


例 10.2 计算 I= | ya L: (xz? 十 y)? 二 4(x? 一 y?) 的 第 一 象限 部 分 ( 双 纽 线 ) 。 


解 ” 如 图 10-1 所 示 , 令 x 二 rcos0,y 二 rsin9, 则 积 
分 曲线 的 极 坐 标 方程 为 


LL 
”=4c0os29，0 过 0 过 斑 。 2 A403) 
有 ,二 2sin20 和 
于 是 r=2 Vcos20, ”= 一 一 ,所 以 SS 
Wcos20 SR 
有 
有 2 十 六 2 一 
Vos 图 10-1 


并 且 y= 二 rsin9 二 2sin9 Mecos29。 于 是 有 
I= | 2sin0 Vcos20 。 


Cos2 


d0 | singdb 一 一 4cosb 
0 0 


V2 
1 人- 玖 
例 10.3 计算 I = 中 (zx 十 y)?ds, 其 中 了 : xz’ 十 y= 二 4。 
解 根据 遇 线 积分 的 线性 性 质 ,有 工 一 中 (x? 十 yr)ds 二 由 2zyds。 
根据 第 一 类 曲线 积分 的 性 质 (4) 和 性 质 (5) ， 
1 一 中 (xz: 二 Ty)ds 中 4ds 一 4L 一 4。2r。2 一 16r， 


根据 奇偶 性 和 对 称 性 ， 有 $ zzyds 兰 0; 手 是 1 -小 全 十 朋 十 三 1 


例 10.4 计算 I = (十 1)2ds, 工 : zx? 十 y 十 zx? 二 4 与 x 十 y 十 z= 二 0 相交 的 圆周 。 
解 ” 由 于 积分 曲线 关于 xz,y,z 的 具有 轮换 对 称 性 , 则 有 
TE 
于 是 ,利用 积分 曲线 方程 化 简 被 积 函数 ,有 
中 xd = 2 中 (z+ yds= 0 


一 曲线 积分 与 曲面 积分 
4 16 


2 一 本 2 2 2 i + 
中 > ds 3 (zx 和 z)ds 3 ds at 3 Ts 


所 以 


1=9 (z+ Dids = 中 red 十 ?有 zds+ 中 ds 一 Oa 2 
和 L E 3 3 


计算 第 一 类 曲线 积分 方法 综述 

计算 第 一 类 曲线 积分 有 两 个 方法 : 

方法 1 建立 积分 曲线 方程 (一 般 方程 .参数 方程 \ 极 坐标 方程 ) ,再 将 第 一 类 曲线 积分 转 
化 为 定 积分 ; 

方法 2 利用 第 一 类 曲线 积分 性 质 : 弧 长 公式 、 线 性 性 质 、 用 积分 曲线 方程 化 简 被 积 函 
数 、 奇 偶 性 和 对 称 性 以 及 轮换 对 称 性 等 ,计算 第 一 类 曲线 积分 ,这 是 计算 第 一 类 曲线 积分 常 
用 的 ,也 是 不 可 忽视 的 一 个 方法 。 

一 般 情况 下 ,计算 第 一 类 曲线 积分 ,首先 考虑 将 曲线 积分 转化 为 定 积分 ,但 是 有 时 会 过 
到 下 列 问题 : 

(1) 很 难 建立 积分 曲线 参数 方程 ,特别 是 空间 曲线 ; 

(2) 可 以 建立 积分 曲线 参数 方程 ,将 曲线 积分 转化 为 定 积分 ,但 由 于 被 积 函 数 比 较 复 
杂 , 没 办 法 计算 这 个 定 积分 。 

对 上 述 情况 ,必须 考虑 可 和 否 利用 或 如 何 利用 积分 性 质 , 化 简 、 转 化 和 计算 这 个 曲线 积分 。 

题 型 2 计算 第 二 类 曲线 积分 (对 坐标 的 曲线 积分 ) 

计算 第 二 类 曲线 积分 有 三 个 方法 : 

方法 1 将 第 二 类 曲线 积分 转化 为 定 积分 

(1) L(AB) 是 平面 曲线 :的 参数 方程 x 二 g(7),y 二 Jy(7) ,起 点 和 终点 对 应 的 参数 值 分 
别 是 a 和 8B, 则 

| Pd 十 Qdy = | (ptgw yg + QLg) ,yy (0)} do 

(2) L(AB) 是 空间 曲线 : 工 的 参数 方程 x 二 g(t),y 二 y(t) ,xz 二 w(t) ,起 点 和 终点 对 应 的 

参数 值 分 别 是 a 和 8B, 则 
| Plsyss)dr + Qsyss) dy + RO,y,s) de 


B 
一 | {PLg() ,G0) ww 0)] op) + QL .VCD wt) jy CD) 十 


R[g(2) ,WCGt) ,wt) w(t) dz。 
方法 2 ”利用 格林 公式 计算 第 二 类 曲线 积分 (平面 曲线 ) 
若 工 是 闭合 正 向 逐 段 光滑 曲线 ,P(z,y),QCz,y) 以 及 一 阶 偏 导数 在 工 围 成 的 区 域 D 内 
连续 , 则 中 PCz,y)dz 二 QC,y)dy -| (器 - 完 j]dedy。 
方法 3 利用 斯 托 克 斯 公式 计算 第 二 类 曲线 积分 (空间 曲线 ) 
设 有 向 分 段 光滑 空间 闭合 曲线 研 张 成 分 片 光滑 有 向 曲面 ,P,Q,R 具有 一 阶 连续 偏 导 
数 , 则 


10.1 曲线 积分 2 


dydz dzdz dzxdy cosa cosB cosy 
a/ar 9/9y a/az a/ar a/ay 9/9z 
Q 及 有 Q R 

其 中 古方 向 和 法 线 方向 满足 右手 系 ,cosa,cosB,cosy 是 曲面 3 侧 方向 一 致 的 法 向 量 的 方 
向 余弦 。 

注 尽管 计算 第 二 类 曲线 积分 有 三 个 方法 ,但 由 于 格林 公式 只 适用 于 平面 曲线 积分 ,斯 
托 克 斯 公式 只 适用 于 空间 曲线 积分 ,所 以 对 每 类 曲线 积分 ,仅仅 有 两 种 方法 。 

第 二 类 曲线 积分 转化 为 定 积分 ,积分 的 下 限 是 积分 曲线 的 起 点 对 应 的 参数 取 值 ,积分 上 
限 是 积分 曲线 的 终点 对 应 的 参数 取 值 ,所 以 有 时 可 能 出 现下 限 大 于 上 限 。 


例 10.5 计算 | ydz 十 zdy, 其 中 为 上 半生 园艺 十 加 一 1, 取 顺 时 针 方向 。 


解 ”曲线 二 的 参数 方程 : x 二 acost,y 二 bsint,0 夺 1 过 x。 因 为 顺 时 针 , 于 是 积分 弧 段 的 起 
点 和 终点 对 应 的 参数 分 别 是 1 二 x 和 :一 0, 所 以 


0 
| y2dz 十 zzdy -| [6 sin2z( 一 asint) +a? cos’t » bcost Jdt 
工 x 


dS， 


中 dz 十 Qdy 十 Rdz = 


也 


=ab’ [ sinztdt 下 cosstdt。 
根据 三 角 函 数 积分 公式 和 性 质 


[ sin’tdt 一 让 sinztdt 一 2。 2 
0 0 


311! 


= 上 ad 一 
Ss » Costdt 0。 


下 A 2 = 
是 有 | > dz 十 Zdy 3 史 。 


例 10.6 计算 (一 sdz 二 (一 zdy 二 Cz 一 dz 其 中 了 是 xz 十 光一 他 与 于 十 


玄 一 1 (asb>0) 的 交 线 ,曲线 是 逆 时 针 方 向 。 
解 【方法 1】 曲线 参数 方程 : zx 一 acost,y 王 asint,z 一 0(1 一 cost)，0 委 上 委 2x, 所 以 


于 上 {[asint 一 0(1 一 cost)]( 一 asint) + [6(1— cost) 一 acost](acost) 十 
(acost — asint)bsint} dt 
=- 六 [一 对 一 吃 十 ab(sint 十 cost)]dt 
一 一 2ra(a 十 0) 。 

【方法 2】 利用 斯 托 克 斯 公式 : 曲线 了 是 z 十 光一 必 与 二 十 二 一 1 的 交 线 构成 的 闭 曲线 
张 成 的 曲面 为 平面 过 十 方 一 1, 上 侧 。 如 图 10-2 所 示 , 法 向 量 为 (6,0,4a), 方 向 余弦 为 
b a 

一 -一 ,0, 一 一 -一 八 式 得 
(并 
Cosa cosB cosy 


[| jaar a 
2 


bo z)dzr 十 (z—x)dy 十 (zx—y)dz = 
工 


dS 


一 入 一 这 一 


多 “第 10 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 
一 22 | —2a a+b (2 ) 
| /1 dzd 
『( 霹 十 入 计生 je Va + | 一 人 


2 
pA 1+ (£2)5 人 
/a:b a 


例 10.7 计算 I =| (ersiny 一 y)dz 十 (cosyez 十 1)dy, 其 中 工 从 A(a,0) 到 O(0,0) 
E 


的 上 半圆 周 。 


分 析 “如果 建立 积分 曲线 的 参数 方程 ,将 曲线 积分 转化 为 定 积分 ,此 定 积分 的 被 积 函 数 
的 过 于 复杂 ,是 没 办 法 计算 的 ,于 是 只 能 考虑 应 用 格林 公式 。 


解 设 P(r,y)= 二 e'siny 一 y,Q(z,y) 二 cosye” 十 1 。 如 图 10-3 所 示 ,补充 一 段 线段 OA: 
3 一 0, 使 其 成 为 正 向 闭合 曲线 ,利用 格林 公式 ,得 到 


I -| (esiny— y)dz+ (cosye’ 十 1)dy -4 -| 
E L+OA 


aQ aP ci 1 
ll ( 奖 Dy Jaray | 0dz ww D 8 Na? 。 


< 


10-2 图 10-3 


例 10.8 计算 | ydr 十 (wa 一 z)dy 其 中 工 从 O(0,0) 沿 摆 线 zx 一 a(t 一 sint)，y 一 


(z 一 ra)2 十 mr 
a(1 一 cost) 到 A(2ax,0) 的 一 拱 。 

分 析 显然 转化 为 定 积分 方法 是 不 可 取 的 。 为 了 应 用 格林 公式 ,需要 补充 曲线 段 , 但 不 
应 是 AO, 因 为 这 样 的 闭 曲 线 所 围 成 的 区 域 包 含 点 (ax,0) ,无 定义 ,不 满足 格林 公式 条 件 。 于 
是 只 能 补充 曲线 , 绕 开 点 (ax,0) ,并 还 要 有 利于 计算 这 个 曲线 积分 ,自然 是 

C:(r—rxa)’+rny = (xa)’ 
上 半 椭 圆 ,如 图 10-4 所 示 , 这 样 被 积 表达 式 分 母 是 一 个 常数 。 


解 ” 补 充 曲线 C: (zx 一 xa)? 十 wy 二 (xa)’ ,构成 负 向 闭合 曲线 ,如 图 10-4 所 示 。 曲 线 C 
的 参数 方程 : zx 一 rae(1 十 cosg) ,y= 二 asin9,0 二 9<<x。 令 


P(xz,y) 一 ss Q(z,y) 一 TT 


a 非 着 六 (zx—xa)’ 十 Try2 


F 是 


ydz 十 (ra 一 Z)dy | J 总 于 1 | , 
| (xz—xa)’ ty me 村 所 9r 9y dzdy (xa)’ RE Fem ly 


10.1 曲线 积分 人 


一 0 一 [ [asing(— rasin0) + (一 racosg)cosg]db 一 1。 


ey 
例 10.9 计算 曲线 积分 } =dz 十 zdy 二 ydz, 其 中 厂 为 平面 xz 十 y 十 = 二 1 被 三 个 坐标 
面 所 截 成 的 三 角形 的 整个 边界 ,其 方向 与 三 角形 的 上 侧 满足 右手 法 则 。 
分 析 “考虑 积分 曲线 是 在 一 个 平面 上 的 空间 曲线 ,以 及 积分 曲线 是 由 三 段 明 线 构成 ,如 
图 10-5 所 示 , 如 果 用 转化 定 积分 的 方法 计算 曲线 积分 ,需要 将 积分 遇 线 分 成 三 段 ,比较 复 
杂 , 于 是 应 用 斯 托 克 斯 公式 ,将 其 转化 为 曲面 积分 这 个 方法 更 好 些 。 


0 Na AQar0) ， 工 


图 10-4 


解 ”曲线 卫 张 成 的 曲面 三 是 三 角形 ,其 平面 方程 zx 十 y 十 一 1。 利 用 斯 托 克 斯 公式 ,得 
中 xdz 十 zdy 十 ydz [Tay dz 十 dzdz 十 dzdy。 


卫 


上 在 xOy 面 上 的 投影 区 域 D。 : 0 三 y 志 1 一 +,0 志 x 志 1, 法 向 量 为 (1,1,1) ,利用 矢量 点 积 法 ， 
得 到 


zde tady + yd =| dydz + dzdz + drdy 
2 
-| ap ee 3 | aray = 3. 
3 D 


例 10.10 计算 闭 曲线 积分 上 时 志江 ， 其 中 工 为 ， 


ee—_ 2 
CD 正 向 棋 圆 守 二 :> 二 一 1 (2) 正 向 椭圆 之 十 4y 一 


: 则 有 


y yy x 
解 (1) 设 PCz,y) THA QT) 本 


ap _ aQ 
By = (zy) 天 0。 
由 于 椭 国 他 局- 十 他 了 一 1 内 不 包含 原点 ,于 是 
zxdy— ydzx 9Q _3P 
中 zi Fdy 1 (a 2 Jazay Qs 
(2) 由 于 zz 十 4y* 二 4 内 包含 原点 ,不 能 直接 应 用 格林 公式 ,于 是 化 简 被 积 函 数 得 


Xdy— yd 1 
$ ee i 4 中 zu yd 


eo 曲线 积分 与 曲面 积分 


计算 山 线 积分 二 中 zdy 一 ydz, 应 用 格林 公式 得 到 


1 _ | 到 
了 ,Tdy ydz 机 Nae 3 2r = Xx。 


题 型 3 计算 与 路 径 无 关 的 平面 曲线 积分 
如 果 一 个 平面 曲线 积分 与 积分 路 径 无 关 , 只 与 积分 曲线 工 的 起 点 A (zo,y6) 和 终点 
BCzi ,wm) 有 关 , 那 么 曲线 积分 可 表示 为 
| Plzsy)dz+ Q(z dy = 全 四 
计算 这 样 的 曲线 积分 有 两 个 方法 ; | 


方法 1 特殊 路 径 积 分 法 ” 沿 一 条 特殊 路 径 (通常 是 平行 坐标 轴 的 折线 段 ) 计 算 曲线 积 
分 , 即 


) 
PCz,y)dz 十 QCz,y)dy， 
) 


说 Cr] ,yy 
| PCz,y)dz 十 QCzy,y)dy -| 9 
L(AB) (x01y 


> 


) 
， PCzr,y)dz 十 QCzyy)dy 十 


Cx oy) 
| PCz,y)dz 十 QCz,y)dy 


(Cryo)》 

=| PCr,so)dz 十 | ny 
方法 2 分 组 凑 微 分 法 求 出 被 积 表 达 式 的 原 函 数 , 即 

PCz,y)dz 十 QCz,y)dy = du(r,y), 
于 是 

Ca) 

| Plzr,ydri+ Q(zry)dy -| du(zr»y) 一 wz y) 
L(AB) 0 +0) 


Co 


Cry) 
一 wzyyi) 一 KCzovy)。 
(xm) 


一 般 来 说 ,尽管 一 些 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 但 往往 不 会 表明 这 个 性 质 , 需 要 检验 这 个 积 
分 是 否 与 路 径 无 关 。 通 常 是 对 dz 系数 函数 的 变量 y 求 偏 导 ; 对 dy 系数 函数 的 变量 x 求 偏 
导 , 若 二 者 相等 , 则 表明 与 路 径 无 关 。 

例 10.11 计算 


(1,2) 
I= | ， (e* 十 3z?z)dz 十 (ze 十 2y)dy， 


《0.0 


其 中 工 是 从 A(0,0),B(0,1) ,到 C(1,2) 的 一 段 圆 弧 。 


解 【方法 1] 特殊 路 径 积分 : 由 于 守 一 =e ,于 是 曲线 积分 和 积分 路 线 无 关 。 选 择 


折线 段 ,如 图 10-6 所 示 , 从 AD 到 DC 路 径 , D 点 坐标 是 (1,0)。 
P01,2) 
1=| (et3z)drt (re +2ydy = | +| s 
(0,0) AD DC 
AD 方程 : y 王 0,z 一 rz,0 委 z 委 1;DC 方程 : z 一 1,y 一 y,0 私 
3 和 2, 于 是 有 


二 2 
1=| G+saas)dz 十 | (e" 十 2y)dy 一 里 十 5。 
o o 


【方法 2】 分 组 凑 微 分 : 利用 分 组 竣 微 分 方法 , 求 出 原 
函数 


各 


10.1 曲线 积分 从 


erdz 十 zerdy 十 3zzdz 十 2ydy = d(Czez) 十 dzs 十 dy = d(xe’ 十 zx 十 yy)， 
所 以 原 函 数 u(z,y) 二 xe? 十 十 y?, 故 


2) 
时 -| (e+3z)dr+ (ze t+2y)dy =u(l,2)—u(0,0) = e@ +5。 
(0,0) 


例 10. 12 验证 下 列 曲线 积分 在 某 区 域 与 路 径 无 关 , 并 选择 适当 路 径 计算 下 列 曲 线 
积分 : 
1 


(1) | I (2ar+ Inzdy]， 其 中 工 是 从 A (证 2) 沿 电线 2 到 B (2, 二 的 一 段 有 


(2) | zdy 一 >dz ,其 中 工 是 从 A( 一 1,1) 沿 抛物 线 y 一 2z? 一 1 到 B(1,1) 的 有 向 
5 让 


解 (1) 令 P(rz,y)=yzx”!1 ,Q(z,y)= 二 zx*lnzx, 则 
苑 = yz]lnz 十 zy = 了 8， E> 
所 以 在 zx 二 0 的 区 域 上 ,此 曲线 积分 与 路 径 无 关 。 


设 C(2,2) ,选取 路 径 为 从 AC: > 一?( 二 <z<2] 到 CB， z=2( 


! <y<2 ], 则 有 


四 
? 


2 1 
| i (Xart Inedy] = | 2zdz 十 | 2>ln2dy = 
上 2 2 4 


(2) 令 PCz,y) zp 'QGz') 一 二 十 闻 , 则 
9P 党 一 过 2Q 2 
ay (z+y): 9y’ 
所 以 在 不 包括 (0,0) 的 区 域 上 ,此 曲线 积分 与 路 径 无 关 。 yh 
为 了 使 分 母 变 成 常数 ,选取 圆 弧 Li :xz 十 y? 二 2, 如 
图 10-7 所 示 ,Li 的 参数 方程 为 x 二 V2sint,y 二 V2cost， 
+ 从 下 ~ 容 , 于 是 
| xdy— ydzr 广 2(cos’t 十 sin2t) 
Lr zy 3x 
计算 第 二 类 曲线 积分 方法 综述 
计算 第 二 类 曲线 积分 ,不 论 积分 曲线 是 平面 曲线 还 
是 空间 曲线 ,都 有 两 个 方法 : 
1. 平面 曲线 积分 
方法 1 将 曲线 积分 转化 为 定 积分 ; 
方法 2 利用 格林 公式 转化 为 二 重 积 分 。 
对 平面 曲线 来 说 : 如 果 是 闭合 曲线 ,一 般 用 格林 公式 ,将 其 转化 为 二 重 积 分 ;如 果 不 是 
闭合 曲线 ,可 考虑 建立 曲线 的 参数 方程 ,确定 积分 曲线 的 起 点 和 终点 对 应 的 参数 取 值 ,将 曲 
线 积 分 转化 为 定 积分 。 


dt Ko 


图 10-7 


一 曲线 积分 与 曲面 积分 


如 果 曲 线 参数 方程 比较 复杂 ,或 转化 为 定 积分 ,又 没 办 法 计算 这 个 定 积分 ,此 时 只 能 考 
虑 格林 公式 ,如 果 不 是 闭合 曲线 ,可 以 补充 曲线 段 , 变 成 闭合 曲线 ,利用 格林 公式 。 

通常 情况 下 ,补充 的 曲线 段 是 平行 于 坐标 轴 的 线段 ,这 样 有 利于 计算 在 补充 曲线 段 上 的 
曲线 积分 。 如 例 10.7, 但 有 时 由 于 补充 曲线 段 后 构成 的 闭合 区 域 要 满足 格林 公式 条 件 ,或 为 
了 化 简 被 积 函数 ,只 能 补充 曲线 段 , 如 例 10. 8 和 例 10. 12 ,此 时 曲线 的 选择 一 定 有 利于 计算 
这 个 曲线 积分 。 

另外 ,有 的 第 二 类 闭 曲线 积分 ,是 不 能 直接 应 用 格林 公式 的 ,但 是 当 将 被 积 函 数 化 简 后 
(用 积分 曲线 方程 化 简 被 积 函 数 ) ,是 可 以 应 用 格林 公式 的 ,如 例 10. 10。 

2. 空间 曲线 积分 

方法 1 将 曲线 积分 转化 为 定 积分 ; 

方法 2 利用 斯 托 克 斯 公式 转化 为 曲面 积分 (第 一 类 曲面 积分 ,或 第 二 类 曲面 积分 )。 

对 空间 曲线 来 说 ,通常 是 建立 曲线 的 参数 方程 ,确定 积分 曲线 的 起 点 和 终点 对 应 的 参数 
取 值 ,将 曲线 积分 转化 为 定 积分 。 但 是 ,如 果 当 空间 曲线 工 比较 复杂 时 ,有 时 很 难 建立 曲线 
的 参数 方程 ,我 们 可 以 将 其 张 成 一 片 曲面 (一 般 是 一 片 平面 ) ,将 这 样 的 第 二 类 空间 曲线 积分 
利用 斯 托 克 斯 公式 转化 为 曲面 积分 ,回避 了 建立 曲线 参数 方程 的 难题 。 

题 型 4 曲线 积分 的 等 式 与 不 等 式 的 证 明 

例 10.13 已 知 平面 区 域 D={(Cz,y)|z2 十 之 1} 民 为 也 的 正 向 边界 一 周 , 证 明 ， 

I p zedy= ye "ds > 27 


a erinydy 一 ye™dzr 中 Fi ye ™ 
证 明 中 42z2 5y rr 


一 中 Ed 一 2 de (用 出 线 方程 化 简 被 积 丙 数 ， 
-宇和 二 这 富 )rd (应 用 格林 公式) 


> 了 (ee +ew)dzdy (应 用 DD 的 轮换 对 称 性 ) 
D 


1 i 2 2 
> sinr | 一 sinr pe 到 
5 (e e )dzdy 三 sD BT 


D 
例 10.14 设 P(z,y),Q(z,y) 都 是 曲线 L 上 的 连续 函数 ,证 明 : 
(1) | 省 Pu+ads 三 LM,M 二 max {VP 十 Q&),L 为 积分 曲线 L 的 弧 长 ; 


(znEL 


ydz 一 zdy _ 
zy R(X 二 zy 十 2272 


证 明 (1) 设 曲 线 工 的 切 向 量 的 方向 余弦 为 (cosa,cos8) , 则 
| Pdz 十 Qdy -| (Peosa + QcosB) ds 


(2) lim 
六 


=| (P,Q)» (cosa.cosB)ds 一 下 VP’ + Q: 。cosbds， 
其 中 0 是 向 量 (P,Q) 和 方向 余弦 (cosa,cosB) 的 夹 角 , 于 是 有 


10.1 曲线 积分 人 


| Pdz 十 Qdy <| La VP: 十 人 ds 一 max, VP’+Q .LL=LIM. 
工 L (zr,y) 3 


2 二 f== 
CC (到 十 zy 十 并 7 总 CE Ty 有 
PY Mr ty R _ 1 二 4 . 
+Q (z+zxyt+y): Rt' (1— cosOsing)’ Rs 人 一 二 sa2g] =R’ 
， ; ydr — zdy 
二 =0, 
所 以 0<< lim 2z2H2=R2 (TX 二 zy 二 +y): es R’ 0。 故 有 
tina ydzr— zdy =0, 


R= 2ty=R (TZ 二 zy 十 六 六 

练习 题 10-1 

1. 计算 下 列 第 一 类 曲线 积分 : 

GD | ce 上 wds, 其 中 工 为 连接 (1,0) 和 (0,1) 两 点 的 线段 ; 

(2) | (x 十)ds, 其 中 工 为 x = a(cost 十 tsint),y = 二 a(sint 一 tcosD) ,0 寺 +1 过 27; 

63) 中 eV ds, 其 中 工 为 ?十 y 一 a 上 在 直线 y 一 z+ 和 x 轴 的 第 一 象限 内 之 间 的 一 
段 弧 ; 

(4) | Vz? 十 yds, 其 中 工 为 圆周 xz? 十 y? = az; 

(5) 中 V2 光 十 ds, 其 中 卫 是 z2 十 曙 十 衬 一 与 zx 一 yy 相交 的 圆周 ; 

ch (xz 十 2y 十 3z)ds, 其 路 是 xz? 十 yy 十 2 = 二 a 与 x 十 y 十 z= 二 0 相交 的 圆周 。 

2. 计算 下 列 第 二 类 曲线 积分 : 

GD | ce 一 ydz, 其 中 了 是 抽 物 线 y 二 性 上 从 点 (0.0) 到 点 (2,4) 的 一 段 弧 ; 

(2) 中 zydz, 其 中 工 为 网 周 (x 一 a)* 十 y 一 ar(a > 0) 及 xz 轴 所 因 成 的 在 第 一 象限 内 
的 区 域 的 整个 边界 ( 逆 时 针 方 向 绕 行 ); 

(3) | ydz 十 zdy, 其 中 为 圆周 z = 2cosr,y = 2sint 上 对 应 + 从 0 到 于 的 一 段 弧 ; 


CO | zdy 十 ydz 十 (z 十 y 一 1)dz, 其 中 也 从 (1,1,1) 到 点 (2,3,4) 的 一 条 直线 段 。 


3. 计算 I= | 5 de 为 昌 线 y 一 sinz 从 点 (0,0) 到 点 Cr,0) 的 弧 段 。 
4. 计算 下 列 第 二 类 曲线 积分 : 


(1) | (2zy’ 一 %cosz)dz 十 (1 一 2ysinz 十 3zzy)dy, 其 中 工 为 在 抛物 线 2z = xy 上 从 
下 


点 (0,0) 和 [至 ,1 的 一 段 弧 ; 


人 一 曲线 积分 与 曲面 积分 


hn 总 和 一 六 守 dy, 其 中 为 |z| 十 |y| = 1 围 成 的 正方 形 的 边界 , 沿 顺 时 
针 方 向 ; 
G) 中 御 征 记 工 为 |z| 十 |y| = 1 正 向 闭 曲 线 ; 


CD 中 至 于 其 中 工 为 x? 十 y 一 a? 的 顺 时 针 方 向 。 

5. 验证 下 列 P(z,y)dz 十 QCz,y)dy 在 整个 zOy 平面 内 是 某 一 函数 u(x,y) 的 全 微分 ， 
并 求 这 样 的 一 个 u(x,y): 

(1) (z 十 2y)dz 十 (2z 十 y)dy; 

(2) 2zydz 十 (zz 十 1)dy; 

(3) (1 十 3z2y 十 2zy)dz 十 (zs 十 2z2y 十 ey )dy; 

(4) (2zcosy 十 ycosz)dz 十 (2ysinz 一 zzsiny)dy。 

6. 证 明 下 列 曲线 积分 在 整个 zOy 面 内 与 路 径 无 关 , 并 计算 积分 值 : 


(2,3) 
(1) 中 有 十 y)dz 十 (一 y)dy; 
0， 


(1,1) 
(C2) 上 PC) dr + I) dy g(r) 和 yly) 为 连续 函数 。 


7. 利用 曲线 积分 ,计算 下 列 曲 线 所 围 成 的 图 形 面积 : 
(1) 9z2 十 16y% 一 1443; (2) 妇 十 只 一 47。 


8. 已 知 曲 线 积分 | [ee 十 2f(zx)jJydz 一 f(x)dy 与 路 径 无 关 , 且 7CG1) 一 1。 求 
| re 十 2F(Cz)]ydz 一 FCz)dy。 
9. 设 击 线 积分 | zy*dz 十 sp(z)dy 与 积分 路 径 无 关 , 其 中 g(x) 具有 连续 的 导数 , 目 


(1,1) 
92(0) = 二 0, 计算 I= 上 Way dz 十 ypCz)dy。 


10. 计算 IT 一 | 秋 士 245 一 对 = 2)dy ,其 中 了 是 从 点 A(x, 一 x) 沿 曲线 y 一 xcosz 到 


2 


点 B( 一 x, 一 7#) 的 一 段 弧 。 
11, 计算 I= bo 一 z2)dz 十 (2z? 一 x?)dy 十 (3zx? 一 y)dz, 其 中 工 是 zx 十 y 十 z= 二 2 
与 柱 面 |z| 十 |y|= 1 的 交 线 ,从 < 轴 正 向 看 去 ,L 是 逆 时 针 方 向 。 


一 = 
12. 计算 I 全 (ze 十 5387z2 t= 二 (37’° + siny)dy ,其 中 工 是 从 点 A( 一 1,0) 


沿 曲 线 y= M1 一 到 点 B(1,0) 的 一 段 弧 。 
13. 设 工 为 从 点 (一 1,0) 到 点 B(3,0) 的 上 半圆 周 (zx 一 1)? 十 y* 二 4,y 宇 0, 计 算 : 
| 0 dy 


+y 


14. 设 工 为 圆 : (a 一 1 十 (y 一 1D 二 民 , 取 道 时 针 方 向 ,f(z) 是 正 值 连续 函数 , 试 证 : 


dpe .ss 2 
Pzf dy Pe . 


10.2 曲面 积分 2 


15. 设 工 为 圆 : x 十 y 十 x 十 y 二 0, 取 逆 时 针 方 向 , 试 证 : 
区 


开 。 
< 中 一 vsinz2dr cosyzdy 坪 工 。 
2 = ysinz dz 十 zcosy’dy 三 


人 0.2 曲面 积分 


一 、 基 本 概念 

定义 3 第 一 类 曲面 积分 (对 面积 的 曲面 积分 ) 
[cesy,was = ,lim 六 f(& ,AS 
. MD 一 ok 


其 中 ACT) 表示 分 制 曲面 的 分 法 工 的 细 度 , 即 块 曲面 直径 的 最 大 值 ,(&,m ,5) 是 第 
块 曲面 上 的 任意 一 点 ,其 中 ASi 是 第 & 块 曲 面 的 面积 。 
第 一 类 曲面 积分 的 物理 意义 : 物质 曲面 的 质量 。 


第 一 类 曲面 积分 表示 物质 曲面 的 质量 ,其 中 被 积 函 数 f(z,y,x) 是 曲面 3 的 面 密度 。 
定义 4 第 二 类 曲面 积分 (对 坐标 面 的 曲面 积分 ) 


| P(Cz,y,z)dydz 十 QCz,yyz)dzdz 十 RCzyyvz)dzdy 


= lim > [Pmsb) CAS)» 十 QC ,mb) (AS + ROE ,Nb) (ASt)。]， 


ACT): 一 0 大 
其 中 A(T) 表示 分 割 遇 面 的 分 法 T 的 细 度 ,(,h,，&) 是 第 & 块 曲面 上 的 任意 一 点 。 
(ASi) ,(ASt)-,(ASe)。 是 ASi 分 别 在 坐标 面 yOxz ,xOz,zOy 上 的 投影 。 
第 二 类 曲面 积分 的 物理 意义 : 单位 时 间 流 量 。 


第 二 类 曲面 积分 表示 流速 场 V 在 单位 时 间 内 流 经 曲面 3 一 侧 的 流量 ,其 中 被 积 函 数 
P(z,y,z) ,Q(T,y,>),，R(z,y,x) 是 流量 场 V(z,y,x) 在 三 个 坐标 轴 方向 上 的 分 量 。 


二 、 基 本 结论 


定理 6( 第 一 类 曲面 积分 性 质 ) 
(1) 线性 性 质 设 & 是 一 个 常数 , 则 


wereds 一 tess 


| [f(zx,y,z)+ g(x,y,z)]dS = Ne ad8 二 cads。 
(2) 积分 曲面 可 加 性 设 击 面 分 成 两 块 遇 面 S 1 和 5,, 则 
Dey.wds = 有 resyaods+| fC,y,0ds. 
要 互 本 
(3) 面积 公式 as 一 3。 (3 表示 曲面 3 的 面积 ) 
3 
(4) 化 简 被 积 函 数 ” 被 积 函 数 可 以 用 积分 曲面 方程 化 简 。 


扒 曲线 积分 与 曲面 积分 


(5) 奇偶 性 与 对 称 性 ” 若 积 分 曲面 三 关于 zOy 坐标 面 对 称 ,函数 f(z,y'z) 在 研 上 连 
续 , 则 
0， f(r,y,z) 关于 = 是 奇 函 数 ， 


由 resyrads= 中 rez,yaas， Crzsyvz) 关于 = 是 偶 函 数 ， 
2 


其 中 3, 是 被 xOy 面 分 成 的 半 部 分 。 关 于 另外 两 种 情况 ,请 读者 自己 仿照 写 出 。 
(6) 轮换 对 称 性 ” 若 积 分 曲面 了 关于 zx 和 > 具有 轮换 对 称 性 (z 和 > 互 换 ,积分 曲面 3 


不 变 ), 则 有 | 上 f(x.y,x)ds = re,rsaas。 
5 革 


注 关于 xz 和 x,y 和 x 的 轮换 对 称 性 的 定义 和 性 质 , 请 读者 自己 给 出 。 
定理 7( 第 二 类 曲面 积分 性 质 ) 
(1) 有 向 性 设 5 是 与 上 有 相反 侧 的 同一 光滑 曲面 , 则 


J es, x)dzdy -rc yz)dzdy。 


(2) 线性 性 质 设 k 是 一 一 个 常数 , 则 
|r cry sardy 一 4 由 rezsyvsdzdy; 
2 2 


ll [f(x,y,2)+g(x,y,z)]drdy = Ee + || servedzdy。 


了 


(3) 积分 曲面 可 加 性 ” 设 曲 面 分 为 两 块 曲面 3 2。: 则 
| Try drdy -| eh 


(4) 化 简 被 积 函 数 被 积 丽 数 可 以 用 积分 曲面 方程 化 简 。 
注 在 上 述 性 质 中 ,dzdy 换 成 另外 两 类 坐标 dydz 或 drdx, 结 论 仍 是 正确 的 。 
定理 8( 两 类 曲面 积分 关系 ) 
设 曲面 王 的 外 法 向 量 的 方向 余弦 是 cosa,cosB,cos7, 则 
dydz = cosadS, dzdz = cosBdS, dzdy = cosydS。 


于 是 有 | Pdyd: 十 Qdzdz 十 Rdzdy 一 ll (Pecosa + QcosB++ Reos7Y)dS, 
了 到 


定理 9( 高 斯 公式 ) 设 三 是 分 片 光 滑 的 闭 曲 面 ,P,Q,R 在 三 围 成 的 闭 区 域 0 上 具有 一 
阶 连续 偏 导 数 , 则 


ff Payas +odzdz + Rdzrdy I ( 宪 
其 中 三 是 整个 边界 曲面 Q 的 外 侧 。 
三 、 基 本 方法 


题 型 5 计算 第 一 类 曲面 积分 (对 面积 的 曲面 积分 ) 
计算 第 一 类 曲面 积分 有 两 个 方法 : 


| r+ 2 jardyd:, 


I 


10.2 曲面 积分 人 


方法 1 将 第 一 类 曲面 积分 转化 为 二 重 积分 
曲面 卫 方 程 : z= 二 z(x,y),(zx,y) ED,, 有 界 闭 区 域 , 则 
[resyss)as 一 fey) V1 二 zt zy dzdy， 


了 D, 


其 中 D;, 是 积分 曲面 3 在 zxOy 面 的 投影 。 

类 似 地 ,曲面 方程 为 x 二 x(y,x) 或 y 二 y(z,x) 时 ,得 到 相应 的 公式 。 

方法 2 利用 性 质 计算 第 一 类 曲面 积分 

利用 第 一 类 曲面 积分 的 性 质 : 线性 性 质 、 面 积 公式 、 用 曲面 方程 化 简 被 积 函 数 、 奇 偶 性 
和 对 称 性 以 及 轮换 对 称 性 等 计算 第 一 类 曲面 积分 。 


例 10.15 计算 曲面 积分 | 蛤 , 其 中 是 球面 十 
六 十 x 二 4 被 平面 > 一 1 截 出 的 顶部 。 
解 积分 曲面 夸 如 图 10-8 所 示 ,曲面 方程 为 < 一 


V4 一 zx’ 一 ,曲面 了 在 xOy 坐标 面 上 的 投影 D。: zx? 十 
多 委 3。 又 由 于 


Mle (zyy) tey: (ry) = = 
V4—zx—y 
于 是 有 


~ 2x V3 
[= dy = 2) 0 rdr 
全 > 4—z—y 0 0 4 一 六 


DE 
dr | Sind 7)] = 4rln2。 
0 


例 10. 16 计算 曲面 积分 | (2z + y 十 =)dS， 其 中 卫 是 平面 zx 十 y 十 <=1 在 第 一 卦 限 


部 分 。 
解 【方法 1】 转 化 为 二 重 积分 : 曲面 三 的 方程 : z==1 一 x 一 y, 则 
1 十 xs(zyy) 十 zy(zyy) 1 十 (一 1 关 十 (一 1) “3 


于 是 有 

| z+ y+ was = | + drdy, 
RD 
| z+y+ ds =8| da) (Fy = .| (1 一 z)(1 十 z)dz 一 2 
[方法 2] 利用 曲面 积分 性 质 : 由 于 积分 曲面 三 关于 z,y'z 具有 轮换 对 称 性 ,所 以 有 


[zas 一 由 as =| :as。 
三 三 3 


® “第 10 章 曲线 积分 与 曲面 积分 
站 ss = 于 (esl yas tlas) i Hy 二 +z)dS a 33, 


3 2 


i 


三 是 积分 曲面 片 的 面积 , 即 等 腰 三 角形 的 面积 : 3 二 .2。 V2sin 30°= 
| zty+sds =|| 2zas+ [yas +|‖ :as 一 4 rds 一 :5 
5 5 3 5 了 


例 10.17 计算 曲面 积分 | cy 二 =)2dS, 其 中 志 十 y 十 2 一 R?。 


。 所 以 


4 
ML 上 一“ 


解 由 于 | (y 十 z)2dS 一 ||( 交 十 2ye 十 空 )dS =|‖>as+[ 2yzdS +|‖ :as。 根据 曲 
2 2 2 


3 


面积 分 的 对 称 性 和 奇偶 性 ， 有 | yzdS 一 0. 又 由 于 积分 曲面 关于 xz,y,z 具有 轮换 对 称 性 ,于 


是 | -ds = | vas 所 以 
3 2 £ 
ls | =)2dS )eas rs sry Hz)dS $eeas— SxR', 
例 10. 18 计算 曲面 积分 | cz + y 十 =)dS， 其 中 3 :z= VaE 一 好 一 光 。 
解 根据 积分 线性 性 质 ,有 


Tc Fy oas [as rllyas [|-as. 
2 2 bp bp 


由 于 积分 曲面 关于 xzOz 面 和 yOx 面 都 对 称 , 根 据 第 一 类 曲面 积分 的 对 称 性 和 奇偶 性 ,有 


lzas = 外 as 一 0。 
2 2 


而 且 
V1l+z (zy) te (zy) = = 和 = 
曲面 3 在 zxzOy 面 投影 为 D: zx’ 十 y: 三 a? ,于 是 
《 完 直 Hz)dS dS Va 地 十 dzd 
| 4 上 ee >” "TT OY 


=|ladzdy = ra3 。 
了 


计算 第 一 类 曲面 积分 方法 综述 

计算 第 一 类 曲面 积分 ,有 两 个 方法 : 

1. 转化 为 二 重 积分 

确定 曲面 3 的 方程 : z= 二 z(x,y) ,以 及 5 在 zxOy 的 投影 D。 ,计算 Vi 二 xz? 十 z? ,将 曲面 
积分 表示 为 二 重 积分 , 即 


ywas 一 Des,y) V1 二 zs zy dzdy。 
2 Ds 


10.2 曲面 积分 多 


当然 ,也 可 以 在 yOz 坐标 面 , 或 zxOx 坐标 面 上 投影 。 在 哪个 坐标 面 投影 ,是 由 曲面 3 
方程 决定 的 。 

2. 利用 第 一 类 曲面 积分 的 性 质 

对 一 些 第 一 类 曲面 积分 来 说 ,用 上 述 方法 转化 为 二 重 积分 ,可 能 被 积 函数 十 分 复杂 ,不 
利于 计算 ,此 时 需要 考虑 利用 第 一 类 曲面 积分 性 质 : 线性 性 质 、 面 积 公 式 、 用 曲面 方程 化 简 
被 积 函 数 .奇偶 性 和 对 称 性 以 及 轮换 对 称 性 ,计算 第 一 类 曲面 积分 。 

题 型 6 计算 第 二 类 曲面 积分 (对 坐标 的 曲面 积分 》 

计算 第 二 类 曲面 积分 有 三 个 方法 : 

方法 1 投影 法 一 一 将 第 二 类 曲面 积分 转化 为 二 重 积分 

将 第 二 类 曲面 积分 化 为 二 重 积 分 


Il Pdydz + Qdzdz 十 Rdzdy 


5 


一 土 】 PCz(Cy,z),y,z)dydx 士 I Q(z,y(z,z2),2)dzdzr+ 】 R(r,y,z(z,y))drdy, 


其 中 “ 土 "号 取决 于 的 侧 方 向 与 相应 ;的 坐标 轴 方向 是 相同 还 是 相反 ， 车 相同 , 则 取 正 ; 若 相 
反 , 则 取 负 。D,, ,D, 和 DD 分 别 是 曲面 3 在 坐标 面 zOy ,yOz 和 zxOz 上 的 投影 。 

方法 2 矢量 点 积 法 一 一 将 两 类 坐标 或 三 类 坐标 转化 为 一 类 坐标 

若 积 分 曲面 3: x 二 f(z,y) ,法 向 量 为 (一 所 ,一 所 ,1), 则 


ll Puyde 4 cleds | Nlzdy ll (PO RIS(— foo — fil)ledy 
2 £ 


=+ | (P,QR) Cf fy) dzdy, 
D 


其 中 Dy 是 3 在 zxOy 面 上 的 投影 ,“ 土 "号 取决 于 3 的 侧面 与 x 轴 方 向 是 相同 还 是 相反 , 若 相 
同 , 则 取 正 ,车 相反 , 则 取 负 。 
注 矢量 点 积 法 的 实质 可 以 看 作 面 积 微 元 的 转化 , 即 


dydz 一 一 广 -dzdy 一 一 Edzdy, dzdz 一 一 f/,drdy 一 一 Pdrdy, 


曲面 的 侧 与 坐标 轴 方 向 相同 和 相反 的 定义 : 如 果 曲 面 侧 方向 的 法 向 量 与 坐标 轴 正 向 所 
成 的 角 是 锐角 时 , 称 为 方向 相同 ,若是 钝 角 , 称 为 方向 相反 。 

方法 3 高 斯 公式 将 第 二 类 曲面 积分 转化 为 三 重 积分 

§ Ply Oiled | Ra = 和 攻 + 给 + 守 ]a i 

对 于 闭合 曲面 的 第 二 类 曲面 积分 来 说 ， 通常 用 高 斯 公式 . 如 果 积 分 机 面 不 是 闭 曲面 ,有 
时 需要 补充 曲面 片 ,形成 闭合 曲面 ,再 利用 高 斯 公式 。 

需要 注意 的 是 : 补充 的 曲面 片 通常 是 平行 于 坐标 面 的 平面 ,这 样 有 利于 计算 补充 曲面 
片 的 曲面 积分 ,而 且 补充 的 曲面 应 注意 与 原 有 的 曲面 方向 的 一 致 性 , 即 整个 闭合 曲面 内 侧 或 
外 侧 。 


一 曲线 积分 与 曲面 积分 


例 10.19 ”计算 曲面 积分 | zy=dzdy, 其 忠 是 球 而 -| 


十 十 x 二 1 的 xz 宇 0,y 宇 0 部 分 的 外 侧 。 

解 将 分 成 马 与 B32,3: z= 一 Vi 一 zx 一 ,下 侧 ; 
了 : z= V1 一 好 一 到 ,上 侧 。 31 与 5 在 xOy 面 上 投影 D。: 
2 十 史 过 1 的 第 一 象限 部 分 ,如 图 10-9 所 示 , 因 此 


| zyzazay 一 [zardy 二 | xyzdzdy 
F 


4 , 


| ay V1l—zx’:—y)dzrdy+ 


| 
Do 图 10-9 


机 Xxy(V1—zx’—y)drdy 


D, 


Oo 
一 | Teardy 
Du 


等 1 
一 ?| singcosbdg | 3 V1 一 于 dr ( 令 工 一 rsing,y = rcos0) 
0 0 


rl EE 
. 2 . 
天 | 3 V1 一 于 dr ( 令 r = sina) = | sinsa coszada 
0 0 


各 Ly wi 
下 (Csinau 一 sinsa)da ( 强 tt) 2 
0 


3!! 5!! 上 
注 “计算 | <y=dzdy, 只 能 往 xOy 面 投影 ,将 积分 曲面 3 表示 为 : < 一 (x,y) ,被 积 机 


了 


数 的 用 积分 曲面 z= 二 f(x,y) 去 替换 。 
例 10.20 计算 I = | zdyds + ydzde + zdzdy, 其 中 互 是 z 王 z 妇 十 史 在 第 一 卦 限 的 


2 
0 三 xz 三 1 部 分 的 上 侧 。 
解 【矢量 点 积 法 】 积分 曲面 3 的 法 向 量 n 二 (一 zx, 一 x,1) 二 (一 2x, 一 2y,1),3 在 
ZXOy 面 的 投影 : D;, :x 十 y! 三 1,x,y 宇 0, 从 而 有 


I =|| -dvdz + ydedz + zdzdy =|| cvs 。( 一 2z, 一 2y,1)dzdy 
了 了 


ll (ZY Ty (—27x,—2y,1)drdy 


Du 


= (zx: ty )drdy = dp] :rdr 一 一 至 。 
注 若 曲 面积 分 中 含有 两 类 或 两 类 以 上 坐标 ,常常 用 矢量 点 积 法 ,当然 也 可 以 用 投影 
法 ,但 是 需要 做 多 次 投影 ,这 样 会 很 麻烦 ,工作 量 也 很 大 。 
例 10.21 计算 曲面 积分 I = ce 十 妇 )dydz 十 (% 十 2z2)dzdz 十 (加 十 3y)dzdy, 其 
2 


中 是 上 半球 面 == V1 一 一 y 的 上 侧 。 
解 【高 斯 公式 】 补 充 曲 面 片 3,: x 一 0. 下 侧 , 使 其 变 成 闭 曲 面积 分 ,闭合 曲面 整体 外 侧 。 


10.2 曲面 积分 多 


(十 z) dydz 十 ( 史 十 2z2)dzdz 十 (zs +ay)dzdy 一 | 


业 多 
ll 3(z’ 十 y 十 z?)dzdydz -| 
n 


互 


由 于 
ji 3(Z 二 十 2)dzrdydz 一 | wf dz| 7 urzsinpdr = Er, 
n 


I (二 dydz 二 (二 27 )dzdzr 十 (十 3y)drdy =- 一直 3Ydzdy =—3 ll ydrdy 
2 


Du Du 
2r 1 3 
=--3| d| 12 cosz0 。rdr 一 一 二 
0 0 4 


39 
20™° 

注 应 用 高 斯 公式 计算 闭 曲面 积分 ,是 计算 闭 曲面 积分 的 一 种 常用 方法 ,但 是 如 果 不 是 
闭 曲 面 ,我 们 常常 通过 补充 曲面 片 , 变 成 闭合 曲面 ,再 应 用 高 斯 公式 。 


要 
例 10.22 计算 I sddst ydpde + aedy, 其 中 三 是 椭 球 面 夺 ;十 站 淄 二 每 =1 的 
3 


所 以 [一生 xz 十 之 x 一 


《全 于 玉 在 肥 
外 侧 。 
解 由 于 三 的 内 部 包含 原点 ,不 能 用 高 斯 公式 ,所 以 作 一 个 小 球面 ( 挖 去 原点 ) ,方向 
向 内 。 


Bi: Ty 二 +z = R’, R<min(a,b,c}, 


一 2z’ 十 yy 十 z? 
设 Q 是 5, 围 成 的 区 域 。 由 于 区 | 让 二 Hy He) 


,于 是 得 到 


(Br) Grr) ta (errrem) 
ax \(z’: 二 3 十 2 ) 9y \(z’ 二 Ty 二 2 ) 9z \(z’: 二 Ty 二 2 ) 
根据 高 斯 公式 
I 是 Zdydz 十 ydzdz 十 zxdzdy Zdydz 十 ydzdz 十 <dzdy 

a (a 


于 3 E 


0 ze 十 ydzdz 十 zxdzdy 
(zz 十 内 十 对 )3/2 


人 |e 十 ydzdz 十 xdzdy 
-起 由 we 一 总 Re = 4x。 
例 10.23 设 f(u) 具有 连续 的 导数 ,计算 
一 I 之 Ed 9 
I 人 dydz a Hf (¥ )+¥]aar+t [S 17 (2 )+#]ady 


其 中 是 z= Vz 十 yy 与 球面 zx 十 十 xz? 二 1 与 十 yy 十 之 二 4 所 围 成 的 立体 表面 的 
外 侧 。 


人 一 曲线 积分 与 曲面 积分 


解 ”本 题 是 闭合 曲面 的 第 二 类 曲面 积分 ,满足 高 斯 公式 条 件 。 又 由 于 


9P 


9r 


3z7， 2 $7 (¥)+3y, 人 7 (之 )+sw， 


1 = zayas+ [#7 (2) + ]ddr+t [3 全) + ]azdy 


ll 3(z2 十 y 十 zz)drdydxz 
an 


2 至 2 a 
-3| db 上 | dp| “= .singdr 一 Hr(2— 3). 
0 0 


计算 第 二 类 曲面 积分 方法 综述 
计算 第 二 类 曲面 积分 ,有 三 个 方法 : 
(1) 投影 法 : 如 果 第 二 类 曲面 积分 仅仅 含有 一 类 坐标 ,如 dzdy, 可 建立 积分 曲面 方程 
z 二 z(x,y) ,确定 曲面 在 zxOy 面 投影 D。 ,将 第 二 类 曲面 积分 转化 为 二 重 积分 。 
(2) 矢量 点 积 法 : 如 果 第 二 类 曲面 积分 含有 两 类 或 三 类 坐标 , 若 应 用 投影 法 ,需要 作 两 
次 或 三 次 投影 ,计算 的 工作 量 很 大 ,此 时 可 考虑 应 用 矢量 点 积 法 ,转化 为 仅 含 有 一 类 坐标 的 
曲面 积分 ,然后 再 用 投影 法 ,如 例 10. 20。 
(3) 高 斯 公式 : 如 果 积 分 曲面 是 闭合 曲面 .一般 应 用 高 斯 公式 ,将 曲面 积分 转化 为 三 重 
积分 ;有 时 即使 不 是 闭合 曲面 ,但 由 于 被 积 函 数 的 复杂 性 ,也 可 考虑 补充 曲面 片 , 变 成 闭合 曲 
面 , 再 应 用 高 斯 公式 。 当 然 ,补充 的 曲面 片 一 般 是 平行 坐标 面 的 平面 片 ,这 样 有 利于 计算 在 
补充 曲面 片上 的 曲面 积分 。 
有 时 ,尽管 题 设 给 出 的 为 闭合 曲面 ,但 由 于 被 积 函 数 或 其 偏 导 函 数 在 闭 曲面 玮 成 的 区 域 
上 不 连续 ,所 以 不 能 应 用 高 斯 公式 ,常常 采用 “ 挖 洞 " 的 方法 ,去 掉 不 连续 点 ,如 例 10. 22。 当 
然 如 何 挖 洞 是 依据 被 积 函 数 而 定 的 ,一 般 是 坚持 两 个 原则 : 一 是 挖 洞 后 剩余 区 域 是 可 以 利 
用 高 斯 公式 的 ;二 是 挖 洞 所 形成 的 曲面 便于 计算 其 曲面 积分 。 


练习 题 10-2 
1. 计算 下 列 对 


面积 的 曲面 积分 : 


(1) ji (x? 十 y*)dS, 其 中 是 锥 面 z== Vz 十 y 与 x 二 1 围 成 的 闭合 曲面 ; 


各 


(2) ||(z 十 2y 十 3<)dS, 其 中 三 是 球面 zz 十 只 十 衬 一 ao 上 zz 宇 0 的 部 分 ; 


3 


(3) 全 z?as, 其 中 三 是 球面 x? 十 yy 十 xz? = 二 1; 


2 


(4) || (zx? 二 y+ 
3 


上 1)dS, 其 中 是 xz? 十 y 十 x? 一 a? 球面 。 


2. 计算 下 列 第 二 类 曲面 积分 : 


(1) ||=dzdy 二 zdydz 十 ydzdz, 其 中 三 是 柱 面 z2z 十 交 二 1 被 平面 ~ 二 0 和 


加 


二 3 所 截 


10.2 人 
得 的 在 第 一 卦 限 内 的 部 分 的 前 侧 ; 


(2) lems 十 Tjdydz 十 [2f(zx,y,z) 十 yjdzdz 十 [f(zx,y,z) 十 zjdrdy, 其 中 函数 
5 


f(z,y,x) 连续 ,5 是 平面 + 一 y 十 > 二 1 在 第 四 卦 限 内 的 部 分 的 上 侧 ; 
(3) 全 zzazdy + zydydz + yedzdr, 其 中 三 是 平面 = 十 y 十 zx 三 1,z 王 0,y 王 0,z 王 0 
了 


所 围 成 的 空间 区 域 的 整个 边界 曲面 的 外 侧 ; 
(0 [rsdydz + aysdzdz Tedrdy, 其 中 三 是 抛物 面 = 一 十 六 在 < 一 0 和 < 一 1 之 
互 


间 部 分 的 外 侧 。 
3. 计算 1 一 上 过 二 sd5, 其 中 为 性 面 定 十 y 一 1 在 s 一 0 和 < 一 1 之 间 的 部 分 。 


也 


4. 计算 ijlyzdydz 十 (zz 十 xz*)ydzdz 十 xydzrdy, 其 中 为 曲面 4 一 y= 二 x 十 x? 在 xzOz 平 
E32 
面 的 右 侧 部 分 的 外 侧 。 
遍 计算 册 面 积分 | (Zz? 十 az?)dydz 十 (yy 十 ar?)dzdz 十 (x 十 ay?)dzdy, 其 中 为 上 半 
E34 


球面 z= Va: 一 zx? 一 y 的 上 侧 。 
6. 计算 曲面 积分 (= 十 Ddzdy 一 ydzdz, 其 中 卫 为 圆柱 面 z* 十 y 一 4 被 平面 x 十 = 一 


2 和 >*= 0 截 得 的 部 分 的 外 侧 。 
7. 计算 曲 面积 分 | -dvd 十 ydzdz 十 zxdzdy, 其 中 卫 为 上 半球 面 x= War 一 x 一 y 的 
外 侧 。 
8. 利用 高 斯 公式 计算 曲面 积分 : 
C1) (hzayas + yqzdz 十 zdzrdy, 其 中 台 为 球面 x? 十 y 十 x? = 二 R? 的 外 侧 ; 
了 


(2) {zzzayds Tedsdz 一 :dzdy， 其 中 5 为 曲面 -== Vz 十 y ,x 二 V2 一 xz? 一 y 所 围 


成 的 立体 表面 的 外 侧 。 


9 设 为 上 半球 面 < 一 /4 一 玉 的 外 钢 , 计 算 1 一 一 下 下 市 六 风 由 让 dd 


10. 利用 斯 托 克 斯 公式 计算 了 一 中 >dz 十 zdy + zdz, 其 中 工 是 x* 十 六 十 + 二 a 与 
Zz 十 y 十 x 二 0 的 交 线 ,从 工 轴 正 向 看 送 时 针 方 向 。 
11. 计算 I = lyinrdyds — zlnrdzdr + kdzrdy, 其 中 3 是 椭 球 面 夺 十 将 十 所 一 1 外 侧 ， 
三 
/一 VBETy7 二 2 了 尖 0 的 常数 。 


12. 计算 1 一 上 dp 曰 十 Godzdy > 0 ,其 中 卫 是 下 半球 面 = 一 一 VE 一 六 
1 】 VETFTE “ di 


“第 10 章 曲线 积分 与 曲面 积分 


上 侧 。 
人 0.3 向 量 场 的 通 量 与 散 度 .环流 量 与 旋 度 


一 、 基 本 概念 


定义 5 向 量 场 的 通 量 设 向 量 场 
了 (zyyz) 一 PCz,y,z)1 十 QCzyyyz)J + R(r,y,z)k, 


称 曲 面积 分 | Pdvdz 十 Qdzdz 十 Rdzdy 为 下 沿 分 块 光 滑 定向 曲面 3 的 通 量 , 且 有 


le dydz 十 Qdzdz 十 Rdzdy = | Pcosa 十 Qcos8 十 Recosy)dsS = 严 “ndS, 
5 5 3 


其 中 = (cosa,cosB,cos7) 是 曲面 上 上 的 任意 点 (x,y,z) 处 的 法 向 量 。 
定义 6 向 量 场 的 散 度 ” 设 向 量 场 

F(z,y,z) 一 PCzyyz)i1 十 QCzyyz)J R(r,y,z)k 

i P30 示 

在 Q 上 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,V (x,y,x)E 0Q, 称 偏 导数 的 和 十 十 


EE 元 为 下 在 点 (zyyyz) 
的 散 度 , 记 为 divF, 即 
divF = 2 a 
or dy 


=V.F, 


5 


9 9 9 


其 中 v=[ 亏 区 是 楷 度 符号 。 


gr "ay "ax 
定义 7 向 量 场 的 环流 量 设 向 量 场 
F(x,y,z) = PCzyy,z)1 十 QCzyyyz)J 十 RCzyyyz)K， 


称 闭 晶 线 积分 中 Pdz + Qdy + Rds 为 正 沿 分 段 光滑 定向 闭 遇 线 并 的 环流 量 , 且 有 


中 Pdz 十 Qdy 十 及 dz 一 | Peosa + QcosB+ Reos7)ds = Jr » nds, 


其 中 == (cosa,cosB,cos7) 是 曲线 厂 上 的 任意 点 (xz,y,x) 处 的 切 向 量 。 
定义 8 向 量 场 的 旋 度 ” 设 向 量 场 
F(x,y,z) = P(x,y,z)i+ Q(z yz)I + R(r,y,2)k 
在 上 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,VYV (zx,y,x) E33, 称 


汪 j 天 
oR_oQaP_ 9R 9Q __9P 9 9 9 

rotF (过 az yaz 37’ax | a a a VxF 
PQ 


为 在 点 (zx,y,z) 的 旋 度 。 
二 、 基 本 结论 
定理 10 通 量 和 散 度 关系 : 设 分 块 光 滑 定 向 曲面 王玮 成 有 界 闭 区 域 2 ,向 量 场 F(x,y， 


10.3 向 量 场 的 通 量 与 散 度 、 环 流量 与 旋 度 人 


z) 二 P(rz,y,z)iQ(zr,y,z)j 十 R(z,y,z)k 在 0 上 有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 则 


Bl 
由 pu Qdzdz 十 Rdzdy 几 对 + +t jd awre. 
E39 n * 


定理 11 环流 量 和 旋 度 关系 : 设 分 段 光 滑 定向 闭 曲线 开张 成 曲面 向 量 场 FCzyy,z) 一 
P(ryy,z)iTQ(r,y,z)j 十 R(xz,y,x)k 在 5 上 有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 则 


cosa cosB cosy 


9 9 
$ Par + Qqy 二 及 dz 下 可 去 |dS io， mdsS， 
六 s| oT y z Ss 
” Q R 


其 中 nm 一 (cosa,cos8,cosy) 是 曲面 三 上 的 法 向 量 。 如 果 卫 是 一 个 平面 , 则 法 向 量 是 一 个 常量 。 
注 根据 定理 10 和 定理 11 可 知 , 向 量 场 的 通 量 与 散 度 ,环流 量 与 旋 度 及 其 关系 的 实质 
是 对 曲线 积分 和 曲面 积分 的 两 个 重要 公式 : 高 斯 公式 和 斯 托 克 斯 公式 的 描述 和 刻画 。 简 言 
之 ,高 斯 公式 的 左 端的 曲面 积分 称 之 为 通 量 , 右 端 是 散 度 的 三 重 积 分 ;斯 托 克 斯 公式 的 左 端 
曲线 积分 称 之 为 环流 量 , 右 端 是 旋 度 与 曲线 卫 张 成 曲面 三 上 的 法 向 量 的 数量 积 的 曲面 积分 
题 型 7 计算 通 量 . 散 度 .环流 量 和 旋 度 
例 10.24 设 流速 0(z,y,z) 二 zi 十 yj 十 x , 求 穿 过 旋转 体式 十 y= 二 zx(0 三 x 三 h) 的 侧 表 
面 的 流量 Q, 外 侧 。 
解 ” 曲 面 x 十 y 三 xz(0 志 zx 三 h) 在 xOy 面 的 投影 是 D;: 十 y* 三 hh ,应 用 矢量 点 积 法 


Q 小 “dS ayas 上 ydzdz 十 xdzdy 
2 


-PC E+s(-? SE)+ <]ardy = ea ty + lardy 


-je 十 只)dzdy = 六 六 。rdr 一 到 mi。 
例 10. 25 设 向 量 场 A(z,ysz)= (zx! 一 y)i 十 43j 十 zk, 求 : 
(1) 向 量 场 4Cz,y,z) 的 散 度 和 旋 度 ; 
(2) 沿 闭 曲线 厂 的 环流 量 ,其 中 古 是 锥 面 z 二 Vz 十 y 与 x 二 2 的 交 线 ,从 > 轴 正 向 看 ,也 


是 道 时 针 方向 。 
解 ” 向 量 场 A(r,y,z) 的 散 度 


divA(zx,y,z) 一 天 + 强 + 织 = = 27。 


向 量 场 A(z,y,z) 的 旋 度 为 


i 1 Kk 
9 9 9 中 
rotA(zx,y,z) EE 33. 3 di— 2xi 十 无。 


X—y de Zz’ 


向 量 场 A(x,y,z) 沿 闭 曲 线 丁 的 环流 量 :本 的 参数 方程 x 二 2cos0,y 一 2sin9,z 二 2, 故 


的 一 曲线 积分 与 曲面 积分 


= 一 y)dz 十 4zdy 十 zdz 
2x 
=| [(4 cos20 一 2sin0)( 一 2sing) 十 16cosbO]d0 
o 
2r 2x 
=| (一 8 coszbsing0 十 4sin20 十 16cosg)d0 一 4| sin20d0 = 4r。 
0 o 


计算 通 量 . 散 度 .环流 量 和 旋 度 方法 综述 

(1) 向 量 场 4Cz,y,z) 流 经 曲面 三 一 侧 的 流量 ( 通 量 ) 就 是 4(Cz,y'z) 在 三 的 第 二 类 曲面 积分 ; 
(2) 向 量 场 A(z,y,z) 沿 闭 曲线 古 的 环流 量 就 是 A(z,y,z) 沿 丁 的 第 二 类 曲线 积分 ; 
(3) 向 量 场 A(zx,y,x) 的 散 度 和 旋 度 ,可 以 根据 定义 计算 。 


E20. 4 ”曲线 积分 与 曲面 积分 的 简单 应 用 


定义 9 在 空间 直角 坐标 系 Oxyz 中 ,曲线 工 的 线 密度 为 p(x,y,z)。 
(1) 质量 曲线 的 质量 为 M = | eceswads。 
(2) 质心 物质 曲线 的 质心 坐标 为 
) 一 BJs | pcsys 0 ds) pes ds), 
(3) 转动 惯量 物体 关于 z 轴 ,y 轴 ,= 轴 及 原点 的 转动 惯量 分 别 为 
工 一 | ce 十 空 )o(Czy,z)ds， 1, 一 | ce + xz?)p(z,y,z)ds, 


9 
| 


本 | +y )o(z,yvz)ds， 工 一 | ee 十 只 十 于 )o(z,yyz)ds。 
(4) 引力 ”物体 对 质量 为 m 的 质点 M(Czo ,yoyxo) 的 引力 (Fu ,F,,F.) 为 


到 (X,Yy,2) (TO— xo) 
F,=— Gn| p(x ss 
ECz—zo) + (y— yt (re) je 


s p(X yy 2) (yO— yo0) 
Fy Go| re i mjd 


(X,Y,2)(z— zo) 
F.= Gr | A - ds, 
ye [Cz—zo)? 二 (yO— yo) 二 (2z— 20): J 


其 中 G 是 引力 常数 。 
定义 10 在 空间 直角 坐标 系 Oxyx 中 ,曲面 三 的 面 密度 为 poCz,y,z)。 


(1) 质量 曲面 的 质量 为 M = ecesvads， 
5 


(2) 质心 ”物质 曲面 的 质心 坐标 为 
人, 了,E) 一 站 
(3) 转动 惯量 物体 关于 x 轴 ,>y 轴 .= 轴 及 原点 的 转动 惯量 分 别 为 


I = +z)p(z,y,z)dS, 1, = + 2 )p(r,y,2)dS, 
区 三 


(由 ee.yods， yo(Czyy'z)dS， zoCz'vz)d4S]。 
了 了 和 


10.4 曲线 积分 与 曲面 积分 的 简单 应 用 从 


LL =|| 二 y)p(zsy,z)dS, T= |e 十 十 z?)p(zx,y,z)dS。 
了 2 


(4) 引力 ”物体 对 质量 为 m 的 质点 M(xo ,yo ,zo) 的 引力 (F;,F,,F.) 为 
入 i (Ly (FO— wo) 
F, Gal| 全 人 9 dS， 
下 区 一 三 站 十 (一 和 三 十 (= 一 75 


(zyyy*z)(y 一 yo) 
F, = Gn ll 了 dS， 
站 "| [(z—z0) 十 (y 一 Jo》 十 (z 一 2 了] 


F, oo Ez se a 
其 中 G 是 引力 常数 。 
注 曲线 或 曲面 的 质心 ,又 称 为 重心 , 当 密度 为 常量 时 ,又 是 曲线 或 曲面 的 形 心 。 
题 型 8 计算 曲线 和 曲面 的 质量 、 质 心 、 形 心 ,转动 惯量 和 引力 


例 10.26 设 曲 面 5: x 十 十 x* 二 2x, 它 的 密度 为 (x,y,z) 二 (x 十 y 十 z)?, 求 曲面 的 
质量 。 
解 ” 曲 面 的 质量 


m = 外 evads =[c 十 十 2 十 2xy 十 2yz 十 2z<)dS 
2 互 


=|c: 十 2xy 十 2yz 十 2zz)dS。 
2 


由 于 曲面 关于 xzOy 面 和 xzOx 面 对 称 ,所 以 
Jeyas = ||yzdS = ||zzdS = 0。 
2 2 


又 由 于 向 面 号 关于 平面 z=1 对 称 , 所 以 | (> 一 Dds = 0, 因此 
£2 


m= |l2zdS = ?|[Cz 一 1) 十 1]dSs = 2||dS = 8x。 
ss lL 
例 10.27 设 卫 是 锥 面 >=z 十 y 上 被 抛物 柱 面 z= 二 2az(a 记 0) 所 截 下 的 部 分 , 求 其 形 
心 坐标 。 
[as las 
解 ”根据 对 称 性 可 知 , y = 0 民 = 卫 注 一 于 一 。 两 曲面 的 交 线 在 zxOy 的 投影 是 
las llas 
3 3 
zz 十 光一 2az, 即 曲面 三 在 zOy 面 的 投影 x 十 y* 三 2az, 所 以 


las 和 /1+ ( 守 ) + (天 ) dray | adrdy Vana’。 


D 


dz、 az 至 2cosg 
llzas 下 /1 十 | 至 | + ( dzdy 下 V2dzrdy = V2 | dg| rcosgdr 
了 D 2 9 D -人 


ee i a 
= 中 V3 | cs'0d0 — le a | cos'9d0 — Hee Va 31! .于 
a a es a a 


= V2ras 。 


人 一 曲线 积分 与 曲面 积分 


R 5 
las ll TE Ek [于 ) 十 (到 ) dzdy 二 wz +y drdy 
三 D 了 


至 2cosg 3 党 3 各 
=va| dof dr 一 中 VE | eos:0d9 — 1 a] cossbdg 
和 = 


le 厅 211 _ 32 7 
-J 一 六 yz， 


所 以 (5, ,2)= (40,324]。 
例 10.28 设 曲线 工 的 线 密度 是 p 二 xz? 十 y* 十? ,其 方程 为 
T= ecost, y= e'sint, xz 一 ze， 一 cc 天 :过 0。 
求 : (1) 曲线 工 的 弧 长 ; 


(2) 曲线 工 对 Oz 轴 的 转动 惯量 本 ; 
(3) 曲线 工 对 位 于 原点 处 质量 为 m 的 质点 的 引力 (G 为 引力 常数 ) 。 


解 ” 曲 线 的 弧 微 分 ds (至 ) | (到 | ( 坚 ] a 2erdt, 于 是 


(1) 曲线 工 的 弧 长 ; = | 一 | zed 一 2。 
(2) 曲线 工 对 Oz 轴 的 转动 惯量 


0 
se | ce Hy ) (ry 二 +z)ds 人 3e'» e* »。2e'dt 一 人 
(3) 曲线 工 对 位 于 原点 处 质量 为 m 的 质点 的 引力 下 一 Fi 十 Fw 十 Fk ,于 是 
Gmpzx . | Gmz 2Gm [ tpsds = Gm 
FE | rE Fmds Ti < ecostdt 5 
同样 可 求 得 
| Gmpy Ee Gm > | Gmpz 正三 旺 V2Gm 
eA 3” L (zy 二 2 ) /3 


因此 所 求 引力 为 P=- (+2 2k). 


练习 题 10-3,4 


1. 设 一 流 场 的 流速 为 v= 二 太 十 yj , 求 单位 时 间 内 从 球面 十 xy 十 x* 二 4 的 内 部 向 外 流 过 
球面 的 流量 。 

2. 求 撩 量 场 A(zx,y,z) 二 (2z 十 z)i 十 zk 通过 曲面 3:z 二 zx 十 y* (0 过 zx 二 1) 的 上 侧 的 
流量 。 


3. 求 向 量 场 4(z,y'z) 一 


让 
4. 设 数 量 场 u(zx,y,z) 二 ln Vz 十 yy 十 xz? ,计算 div(gradu)。 
5. 设 有 曲面 3: zx 十 y 十 ?二 2z, 它 的 面 密度 是 p(x,y,z) 二 x? 十 y 十 zx? , 求 它 的 质量 。 


(如 十 yj 十 xk) 的 旋 度 。 


10.5 曲线 积分 和 曲面 积分 考研 真题 从 


6. 设 曲面 2= 一 妇 十 3? ,其 面 密度 为 w, 求 该 遇 面 在 0<<=< 二 部 分 的 质量 和 质心 。 


7. 已 知 曲面 S: zx? 十 y 一 xz? 二 1(0 志 x 二 1) 上 的 任意 一 点 的 密度 为 rr 
之 


求 曲 面 
的 质心 坐标 和 关于 = 轴 的 转动 惯量 。 
8. 求 密度 pzyy) 一 (z2 十 吧 六 的 星 形 线 X=a cos’t,y=a sin?1,0<1 志 也 对 位 于 原点 的 


单位 质点 的 引力 。 

9. 设 向 量 场 A(x,y,z) 二 (x 一 z)i 十 (x; 十 yz)j 一 3xy*k, 求 : 

(1) 向 量 场 4Cz,y'z) 的 散 度 和 旋 度 ， 

(2) 沿 闭 曲线 厂 的 环流 量 ,其 中 厂 是 锥 面 z==2 一 Vz 十 y 与 x 二 0 的 交 线 ,从 > 轴 正 向 
看 , 厂 是 逆 时 针 方 向 。 


E10, 5 曲线 积分 和 曲面 积分 考研 真题 


一 、 曲 线 积分 与 曲面 积分 考研 数 一 真 题 分 布 ,考点 和 解法 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 曲线 积分 和 曲面 积分 的 考研 数 一 真 题 共 出 了 33 道 
题 ,是 命题 最 多 的 一 章 , 但 题 型 较 少 ,而 且 每 种 题 型 的 解法 也 不 多 。 具 体 题 型 分 布 为 : 

1. 计算 曲线 积分 : 共计 9 个 题 ,分 布 在 2004 年 ,2008 年 ,2009 年 ,2010 年 ,2011 年 ， 
2012 年 ,2014 年 ,2015 年 和 2018 年 。 

2. 计算 曲面 积分 : 共计 13 个 题 ,分 布 在 2004 年 ,2005 年 ,2006 年 ,2007 年 (2 题 ),2008 
年 ,2009 年 ,2010 年 ,2012 年 ,2014 年 ,2016 年 和 2019 年 (2 题 ) 。 

3. 证 明 曲 线 积分 或 曲面 积分 等 式 与 不 等 式 : 共计 3 个 题 ,分 布 在 2003 年 ,2005 年 和 
2006 年 。 

4. 曲线 积分 和 曲面 积分 性 质 : 共计 5 个 题 ,分 布 在 2007 年 ,2013 年 ,2016 年 ,2017 年 和 
2019 年 。 

5. 计算 通 量 、. 环 流量 、 散 度 和 旋 度 : 共计 2 个 题 , 分 布 在 2016 年 和 2018 年 。 

6. 曲线 积分 和 曲面 积分 的 应 用 : 共计 1 个 题 , 分 布 在 2017 年 。 

1 曲线 积分 与 曲面 积分 考研 数 一 真 题 题 型 分 析 

1. 计算 曲线 积分 : 2004 年 ,2008 年 ,2010 年 考 了 计算 第 二 类 平面 曲线 积分 (建立 参 
数 方程 ,转化 为 定 积分 );2009 年 考 了 计算 第 一 类 平面 曲线 积分 ;2012 年 考 了 补充 线段 ， 
利用 格林 公式 计算 平面 曲线 积分 ;2011 年 ,2014 年 和 2015 年 考 了 计算 第 二 类 空间 闭 曲线 
积分 ,建立 参数 方程 ,转化 为 定 积分 ;2018 年 考 了 利用 奇偶 性 和 对 称 性 计算 第 一 类 曲线 

2. 计算 曲面 积分 : 2005 年 考 了 利用 高 斯 公式 ,计算 第 二 类 闭合 曲面 积分 ;2004 年 ,2006 
年 ,2008 年 和 2014 年 考 了 补充 平面 片 ,利用 高 斯 公式 ,计算 第 二 类 曲面 积分 ;2007 年 考 了 利 
用 曲面 积分 性 质 ,计算 第 一 类 曲面 积分 ;2009 年 考 了 去 掉 一 个 小 球 ,利用 高 斯 公式 计算 第 二 


4 一 曲线 积分 与 曲面 积分 


类 曲面 积分 ;2010 年 考 了 建立 曲面 方程 ,计算 第 一 类 曲面 积分 ;2012 年 考 了 用 转化 为 二 重 积 
分 方法 计算 第 一 类 曲面 积分 ;2016 年 考 了 利用 高 斯 公式 计算 第 二 类 闭合 曲面 积分 ;2019 年 
分 别 考 了 用 投影 法 和 高 斯 公式 计算 第 二 类 曲面 积分 。 

3. 证 明 曲 线 积分 或 曲面 积分 等 式 与 不 等 式 : 2003 年 考 了 证 明 曲 线 积分 不 等 式 ;2005 年 
考 了 证 明 曲 线 积分 等 于 0;2006 年 考 了 证 明 闭 曲线 积分 等 式 。 

4. 曲线 积分 与 曲面 积分 性 质 : 2007 年 考 了 曲线 积分 性 质 ;2013 年 考 了 利用 格林 公 
式 , 转 化 为 二 重 积分 ,比较 大 小 ;2016 年 考 了 用 与 路 径 无 关 的 平面 曲线 积分 表示 函数 ,并 
求 最 小 值 ;2017 年 考 与 路 径 无 关 , 确 定 未 知 常数 ;2019 年 考 了 利用 曲线 积分 与 路 径 无 关 ， 
确定 函数 。 

5. 计算 通 量 \、 环 流量 、 散 度 和 旋 度 : 2016 年 和 2018 年 考 了 计算 旋 度 。 

6. 曲线 积分 和 曲面 积分 的 应 用 : 2017 年 考 了 计算 曲面 质量 。 

2 曲线 积分 与 曲面 积分 考研 数 一 真 题 

1. (2003 ,五 (10 分 )) 已 知 平面 区 域 D={(z,y) 10 志 xx,0 三 yx),L 为 D 的 正 向 边 
界 。 试 证 : 

zewdy — ye"™dzr= Predy = ye drs 


(2) zewdy— ye™™dz > 2x。 


考点 与 解法 : 证 明 曲 线 积分 等 式 和 不 等 式 。 两 个 结论 的 证 明 都 是 利用 格林 公式 和 轮换 
对 称 性 。 
2. (2004, 一 (3)(4 分)) 设 工 为 正 向 圆周 z: 十 y% = 2 在 第 一 象限 中 的 部 分 ,计算 曲线 积 


分 | zdy 一 2ydz 的 值 。 


考点 与 解法 : 计算 第 二 类 曲线 积分 。 建 立 参数 方程 ,转化 为 定 积 分 。 
3. (2004, 三 (17)(11 分 )) 计 算 曲面 积分 


= :edvd 二 2y’dzdz 十 3(z’? 一 1)drdy， 

其 中 是 曲面 z==1 一 x 一 y(z 宇 0) 的 上 侧 。 

考点 与 解法 : 计算 第 二 类 曲面 积分 。 矢 量 点 积 法 ,或 补充 平面 片 .利用 高 斯 公式 。 

4. (2005 ,一 (4)(4 分 )) 设 QQ 是 由 锥 面 z== Vx 十 y 与 半球 面 z 二 VR’ 一 x* 一 y 所 围 成 
的 空间 区 域 ,是 0Q 的 整个 边界 的 外 侧 , 计算 ||zdyd= 十 ydzdz 十 =dzdy。 

考点 与 解法 : 计算 第 二 类 曲面 积分 。 利 用 高 斯 公式 。 

5. (2005, 三 (19)(12 分 )) 设 函数 g(y) 具 有 连续 导数 ,在 围绕 原点 的 任意 分 段 光滑 简单 
曲线 荆 上, 遇 线 积分 中 2224 二 29>dy 的 什 恒 为 同一 常数 。 

(iD 证 明 : 对 右 半 平 面 x 二 0 内 的 任意 分 段 光滑 简单 闭 曲线 C, 有 


中 2Cy)dz 十 2zydy _ 0 
Jr 2z2 十 y 


了 
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(ii 求 函 数 p(y) 的 表达 式 。 


考点 与 解法 : 证 明 闭 曲线 积分 等 于 0, 求 函数 表达 式 。(i) 将 右 半 平面 内 的 闭 曲 线 C 的 
积分 表示 为 两 个 围绕 原点 的 曲线 积分 的 差 , 由 闭 曲线 积分 值 为 一 个 常数 ,可 以 证 明 (i) 成 立 。 
(ii 利用 闭 曲 线 积分 等 于 0, 则 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 得 到 偏 导 相 等 , 求 出 p(y)。 


6. (2006 ,一 (3)(4 分 )) 设 三 是 锥 面 = Vz 十 y (0 过 x 过 1) 的 下 侧 , 计 算 
avas+ 2ydzdz 十 3(z 一 1)dzdy。 


考点 与 解法 : 计算 第 二 类 曲面 积分 。 补 充 平面 片 ,利用 高 斯 公式 。 
7. (2006 ,三 (19)(12 分 )) 设 在 上 半 平 面 D={(z,y)|y>0} 内 ,函数 f(x,y) 具 有 连续 
偏 导数 , 且 对 任意 的 盖 0 都 有 ftr'ty) 一 上 7FCzyy)。 证 明 : 对 DD 内 的 任意 分 段 光滑 的 有 


向 简单 闭 曙 线 志 ,都 有 中 yz,y)dz 一 zf (zy)dy = 0。 


考点 与 解法 : 证 明 闭 曲线 积分 等 于 0。 利 用 格林 公式 ,转化 为 二 重 积 分 ,利用 已 知 条 件 ， 
证 明 二 重 积 分 的 被 积 函 数 等 于 0。 

8. (2007 ,一 (6)(4 分 )) 设 曲线 L: f(x,y) 二 1(f(z,y) 具 有 一 阶 连续 偏 导数 ), 过 第 二 象 
限 内 的 点 M 和 第 四 象限 内 的 点 N, 厂 为 L 上 从 点 M 到 NN 的 一 段 弧 , 则 下 列 积分 小 于 零 的 是 


CA)| flry) dr; (B) | flry)dy; 
rT 本 


(C) | fps (D) ficadrt [fice dy. 
考点 与 解法 : 判断 曲线 积分 值 符号 。 根 据 曲线 积分 的 定义 和 性 质 。 
9. (2007, 二 (14)(4 分)) 设 曲面 3: |z| 十 |y| 十 |z|=1， 计算 全 (z+ |>|)dS。 

£ 
考点 与 解法 : 计算 第 一 类 曲面 积分 。 拆 分 ,利用 奇偶 性 和 对 称 性 ,以 及 轮换 对 称 性 。 
10. 〈2007 ,三 (18)(10 分 )) 计 算 曲 面积 分 
了 一 [esaya: 十 2zydzdz 十 3zydzrdy， 
3 


其 中 是 曲面 = 二 1 一 2 一季 (0<z<1D 的 上 侧 。 
考点 与 解法 : 计算 第 二 类 曲面 积分 。 补 充 平面 片 , 利 用 高 斯 公式 。 
11. (2008, 二 (12)(4 分 )) 计算 曲面 积分 1 一 |-vdydz -+zdzdz+zzdrdy， 其 中 是 曲 
了 
面 z 一 V4 一 x 一 的 上 侧 。 
考点 与 解法 : 计算 第 二 类 曲面 积分 。 补 充 平面 片 ,利用 高 斯 公式 。 
12. (2008 ,三 (16)(9 分 )) 计算 曲线 积分 1 二 | sin2zdz+2(z* 一 Dydy， 其 中 工 是 曲线 


yy 一 sinz 上 从 点 (0,0) 到 (x,0) 的 一 段 。 
考点 与 解法 : 计算 第 二 类 曲线 积分 。 补 充 线段 ,利用 格林 公式 。 


13. (2009, 二 (11) (4 分 )) 已 知 曲线 工 是 y=x?(0<zS<V2)， 计算 | zds。 


人 一 曲线 积分 与 曲面 积分 


考点 与 解法 : 计算 第 一 类 曲线 积分 。 将 第 一 类 曲线 积分 转化 为 定 积分 。 
14. (2009, 三 (19)(10 分 )) 计 算 曲 面积 分 I Pedrdest eede Fsdedy, 其 中 三 是 曲 


(z2 十 到 十 邓 )302 
面 2z? 十 2y? 十 二 4 的 外 侧 。 
考点 与 解法 : 计算 第 二 类 曲面 积分 。 去 掉 一 个 小 球 ( 球 心 在 原点 ,包含 在 椭 球 内 ) ,利用 
高 斯 公式 。 再 计算 在 小 球面 的 曲面 积分 ,化 简 , 再 用 高 斯 公式 。 
15. (2010, 二 (11) (9 分 )) 已 知 曲线 工 方 程 为 y= 二 1 一 |z1(zE[ 一 1,1]), 起 点 为 
(一 1,0) ,终点 为 (1,0), 计算 曲线 积分 | zydz 二 dy。 


考点 与 解法 : 计算 第 二 类 曲线 积分 。 积 分 曲线 分 成 两 段 ,建立 参数 方程 ,转化 为 定 
积分 。 

16. (2010, 三 (19)(10 分)) 设 PP 为 椭 球 面 S: x 十 yy 十 一 yz 二 1 上 的 动 点 ,车 S 在 
P 点 处 的 切 平面 与 xOy 面 垂直 , 求 P 点 的 轨迹 C, 并 计算 曲面 积分 

a | (z 十 V3)|> 一 >| _(z 十 V3)1y 一 =| 4S， 
VA+ y+ dy 

其 中 是 椭 球 面 S 位 于 曲线 C 上 方 的 部 分 。 

考点 与 解法 : 求 轨迹 方程 ,计算 第 一 类 曲面 积分 。 利 用 切 平面 的 法 向 量 与 平面 zxOy 面 
垂直 ,建立 等 式 , 与 曲面 联 立 , 得 到 轨迹 曲线 C。 确 定 积分 曲面 在 zOy 面 的 投影 ,将 曲面 积分 
转化 为 二 重 积分 。 

17. (2011, 二 (12)(4 分 )) 设 工 是 柱 面 zx 十 光一 1 > 二 ZX 十 y 的 交 线 , 从 = 轴 负 向 


看 去 ,L 为 着 时 针 方 向 ,计算 曲线 积分 } ==dz 十 zdy 十 十 ydz。 

考点 与 解法 : 计算 第 二 类 空间 曲线 积分 。 A Te 

18. (2012, 二 (12)(4 分 )) 设 了 3: {(zx,y,z) |z 十 y 十 z= 二 1,7x 之 0,y 宇 0,z 宇 0)}, 计算 曲面 
积分 |y*ds. 

考点 与 解法 ， 计算 第 一 类 曲面 积分 。 将 第 一 类 曲面 积分 转化 为 二 重 积分 。 


19. (2012, 三 (19)(10 分 )) 已 知 世 是 第 一 象限 中 从 点 (0,0) 沿 圆周 zx? 十 y* 二 2z 到 
(2,0) ,再 沿 圆周 x 十 y* 二 4 到 点 (0,2) 的 曲线 段 ,计算 曲线 积分 


| 3z2ydz 十 (zs 十 z 一 2y)dy。 


考点 与 解法 : 计算 第 二 类 曲线 积分 。 补 充 线段 ,利用 格林 公式 ,或 建立 参数 方程 ,转化 
为 定 积分 。 
20. (2013 ,一 (4)(4 分 )) 设 Li : zx 十 y=1,Ls: x? 十 y= 二 2,Ls: x! 十 2y: = 二 2,L4: 2z2 十 
二 2 为 四 条 逆 时 针 方 向 的 平面 曲线 , 记 


y 2 
天 -| (+ Je+ (z=+ 委 Ju (i= 1,2,3,4)， 
L; 


则 max{ 了 ,1;,1;,L}= 
(A) I; (B) I,; (CO) Ls Dy, 
考点 与 解法 : 比较 第 二 类 曲线 积分 值 的 大 小 。 利 用 格林 公式 ,转化 为 二 重 积分 ,比较 


10.5 曲线 积分 和 曲面 积分 考研 真题 > 
大 小 。 


21. (2014, 一 (12)(4 分)) 设 LL 是 柱 面 z? 十 y* 二 1 与 平面 > 十 = 一 0 的 交 线 ,从 = 轴 正 向 
往 < 轴 负 向 看 去 ,L 为 逆 时 针 方向 ， 计算 曲线 积分 =dz + yd。 


考点 与 解法 : 计算 第 二 类 曲线 积分 。 建 立 参数 方程 ,转化 为 定 积分 。 
22. (2014, 三 (18)(10 分 )) 设 5 为 曲面 z=xz? 十 y* (xz 三 1) 的 上 侧 , 计 算 曲 面积 分 


工 一 | (zx—1)dydz+ (y—1)’dzdzr+ (z— 1)dzxdy。 
考点 与 解法 : 计算 第 二 类 曲面 积分 。 补 充 平面 片 ,利用 高 斯 公式 。 


= 


23. (2015, 三 (18)(10 分 )) 已 知 曲线 工 的 方程 为 | ,起 点 为 A(0,V2,0)， 


终点 为 B(0, 一 V2 ,0), 计算 曲线 积分 工 一 | (y 十 z)dzr 二 (xz? 一 z 十 y)dy 十 (zx? 十 y?)dz。 
考点 与 解法 : 计算 第 二 类 空间 曲线 积分 。 建 立 参数 方程 ,转化 为 定 积分 。 
24. (2016, 二 (10) (4 分 )) 向 量 场 A(z,y,z) 二 (xz 十 y 十 z)i 十 xyxj 十 xk 的 旋 度 rotA。 
考点 与 解法 : 计算 旋 度 。 利 用 计算 旋 度 的 公式 。 


25. (2016 ,三 (17)(10 分 )) 设 f(x,y) 满 足 方程 (rtDers, 且 f(0,y)= 


y 十 1,L, 是 点 (0,0) 到 点 (0,7) 的 光滑 曲线 ,计算 曲线 积分 TGz) = I Ltdy, 并 求 TCD) 


的 最 小 值 。 

考点 与 解法 : 计算 第 二 类 平面 曲线 积分 和 求 函数 的 最 小 值 。 求 出 函数 f(z,y) 的 表达 
式 , 验 证 曲线 积分 和 路 线 无 关 , 用 特殊 路 径 法 求 出 曲线 积分 , 求 函数 1(7) 的 最 小 值 。 

26. (2016, 三 (18)(10 分 )) 设 有 界 区 域 2 由 平面 2 十 y 十 2< 二 2 与 三 个 坐标 面 围 成 ， 
5 是 Q 的 外 侧 , 计 算 曲 面积 分 


1= [ee 十 1)dydz 一 2ydzdz 十 3zdzdy。 
] 


考点 与 解法 : 计算 第 二 类 闭合 曲面 积分 。 利 用 高 斯 公式 ,转化 为 三 重 积分 。 
27. (2017, 二 (11)(4 分 )) 若 曲线 积分 | 一 红 虹 在 区 域 D 一 { et | 


zy 2 
内 与 路 径 无 关 , 求 a。 
考点 与 解法 : 求 未知 常 数 。 根 据 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 ,建立 等 式 , 从 而 求 出 a。 
28. (2017, 三 (19)(10 分 )) 设 薄片 型 物体 S 是 圆锥 面 >= Vz 十 y 被 柱 面 x* 二 2x 


制 下 的 有 限 部 分 ,其 上 任意 一 点 的 密度 为 y= 二 9 Vz 十 y 十 22,C 是 圆锥 面 和 柱 面 的 交 
线 。 求 : (1) C 在 zOy 面 的 投影 的 曲线 方程 ; (2) S 的 质量 M 。 

考点 与 解法 : 求 投影 的 曲线 方程 和 曲面 质量 。 从 曲面 方程 中 消去 x 得 到 方程 与 ==0 联 
立 。 根 据 曲 面 质 量 公 式 ,计算 第 一 类 曲面 积分 。 

29. (2018, 二 (11)(4 分 )) 设 F(z,y,z) 二 zi 一 y 对 十 zzxk , 求 rotF(1,1,0)。 

考点 与 解法 : 求 旋 度 。 利 用 旋 度 定义 , 求 出 函数 的 旋 度 rotFCz,y,z) ,再 求 rotF(1,1,0)。 


的 一 曲线 积分 与 曲面 积分 


30. (2018, 二 (12) (4 分)) 设 工 为 球面 xz 十 y 十 x? 二 1 与 平面 x 十 y 十 x 二 0 的 交 线 , 求 


和 va 
考点 与 解法 : 求 第 一 类 曲线 积分 。 利 用 曲线 的 对 称 性 和 被 积 函 数 的 奇偶 性 。 
31. (2019 ,三 (17)(10 分 )) 设 三 为 曲面 zx 一 M1 一 3y 一 3x? 的 前 侧 ,计算 曲面 积分 
了 一 [feavas+ (y+2)dzdzr + zdrdy。 
考点 与 解法 : 求 第 二 类 人 面积 分 . 补充 曲面 x 二 0, 变 成 闭合 曲面 ,利用 高 斯 公式 。 
32. (2019 ,一 (4)(4 分 )) 设 函数 Q(z,y) 一 这 ,如 果 对 上 半 平 面 内 (>>0) 的 任意 有 向 光 


滑 曲线 C 都 有 中 Pdz,y)dz HTQcesy)dy 一 0, 那么 函数 P(z,y) 可 取 为 
CA y= (B) 工 一 五， Ce dD) 
多 用 并 bi be 

考点 与 解法 : 曲线 积分 与 路 径 无 关 条 件 。 利 用 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 , 偏 导 相 等 ， 
偏 导 函数 在 区 域 上 连续 。 

33. (2019, 二 (12)(4 分 )) 设 为 曲面 x 十 y* 十 4z* 二 4(z 二 0) 的 上 侧 , 计 算 

= ll V4—zx’:— 4z drdy。 
了 


考点 与 解法 : 求 第 二 类 曲面 积分 。 利 用 投影 法 ,将 曲面 积分 转化 为 二 重 积分 ,利用 奇偶 
性 和 对 称 性 ,以 及 极 坐标 变化 ,计算 此 二 重 积分 。 


E10.6 本 章 练 习题 答案 与 提示 


练习 题 10-1 答案 与 提示 


1 (1) VE。 提示: 曲线 工 的 方程 为 十 y 一 1, 于 是 | (z+ was= | d=L = 


(2) 2rzas(1 十 2r2)。 提 示 : x 二 atcost,y 二 atsint, 于 是 Vr 十 y “二 at, 故 


2 
Le + y)ds | as(1 十 妇 )tdt 一 2rzas(1 十 2r2)。 
0 


〖 
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(3) Tnae。 提示 : | ev ds | ed eeL 


2na.e + Nae” 。 

(4) 2a?。 提示: 令 z== 多 十 人 costwy 一 多-sint, 则 上 VE 十 并 ds 一 J asin 二 “dt = 2a°。 

(5) 2xa* 。 提 示 : 积分 曲线 是 xz? 十 十 z* 二 a? 与 z 一 y 的 交 线 ,也 是 2 只 十 于 一 az 与 zx 一 y 的 交 线 ; 于 
是 | V2y 二 zds= | aa = 2xa2 。 


(6) 子 wa? 。 提示: 积分 曲线 关于 riyvz 具有 办 的 性 ,于 是 有 | rd = | yd 一 | =d 和 | <d= | = 


J sd 所 以 | ds 了 | e+ 二 ad 了 | ea ais 并 且 


10.6 ”本章 练习 题 答案 与 提示 > 


| -= 了 |， c+y+aod= 卫 |. 0ds = 0。 


56 
3” 


i l 2 y 
2. 0) 一 路 。 提示: 转化 为 定 积分 | (2 一)dz 一 | (x 一 zdz 
工 0 


(2) = 。 提 示 : 闭 曲 线 分 成 两 部 分 ,Li : x 二 a 十 acosa,y 二 asina,0<a<x,L: y 一 0， 于 是 | ydz 一 
0， 并且 
a i jn 
中 dz -| zdzt|, xydr 一 人 zydr = [a (1 cosa) sin’ada 


本 。 LL 
=—a’ | sinzada 一 az cosa sin’ada 一 一 了 站 
o 0 


(3) 0。 gla, te 4 | Ceost sin? 1) dt 4 | coszrd 0。 


(4) 12 三。 提示 : 直线 的 参数 方程 : zx 一 1 十 ty 一 1 十 2t,z 一 1 十 3t,0 委 : 魏 1, 则 


fe (二 入 二 谍 三 ca+p +G+20 十 301+30] 由 一 12 十。 


2 x 和 和 
3. TT 提示 : I | 7 『 dr 一 有 | 


2 一 sinzz 0 2 一 sin2z 
Ly 1 by < 到 
2 a ET | ed 
浊 a. 9 
4. (1) 提示 : P(z,y) 一 2zy% 一 交 cosz,QCzyy) 一 1 一 2ysinz 十 3z2y， 显然 区 一 3 一 6zy 一 


2ycosz, 所 以 此 曲线 积分 与 路 径 无 关 ; 利 用 分 组 竣 微 分 ,得 到 
(2zy3 一 交 cosz)dz 十 (1 一 2ysinz 十 3zzy)dy 一 dCzm — ysinr+ y), 
(FE2) 


《0,0) 


所 以 | (2zy? 一 六 cosz)dz 十 (1 一 2ysinz 十 3z2y)dy 一 (zy — ysinr y) 
当然 还 可 以 采用 特殊 路 径 积分 法 ,或 根本 不 考虑 是 否 与 路 径 有 关 ，, 直 接 添 加 两 个 线段 ,用 格林 公式 。 


(2) 2。 提示 : 利用 格林 公式 中 ln 也 直 六 dz dy fk Daedy = B= 
D 


《全 过 提示 :中 加 癌 bzdy 3 lear, 2 万 。 


(4) 一 也 a 。 提 示 : 根据 积分 曲线 式 十 y* 二 a? ,利用 格林 公式 得 到 


?dy 一 zydz _ 1 
名 型 YY 3 zy:dy ziydzr el Hz )drdy Sa 


人 
1 2 1 2 2 
Bt +2zyt sy 本 (2) zy 十 y。 
(3) z 十 zay 十 zz 十 er 。 (4) ysinz 十 zzcosy。 


(1) 4。 提示; P(z,y) 一 z 十 y,QCzy 力 一 显然 和 = 强 一 1, 所 以 此 曲线 积分 与 路 径 无 关 利 用 


(2,3) 


分 组 凑 微 分 ,得 到 (zx 十 y)dzr 十 (Zz 一 y)dy df 2 try 3 )- 所 以 
zy 


1 。 
2 ) 


G) 上 rcodr+ 上 | yl(y)dy。 提 示 : P(z,y) = g(x) ,Q(z,y) = yly), 显然 名 一 三 = 二 0, 所 以 此 曲线 积 


(2,3) 1 
| (z 十 y)dz 十 (z 一 y)dy ( 到 
oa 


Co.D 


© “第 10 章 曲线 积分 与 曲面 积分 


分 与 路 径 无 关 。 采 用 特殊 路 径 积 分 法 ,沿路 径 (0,0) 一 (0,1) 一 (1,1) 折线 县 ,| pCz)dz + gy)dy = 


i ( yaz+| Cpa 
or 下 Rs > Ws 
7. (1) 12x。 提 示 : 曲线 的 参数 方程 zx 一 4cosg,y 一 3sing, 则 区 域 面 积 为 
五 = 地 zdy— ydz = |i cos’0+ 12 sinzb)d0 = 12x 
2 小 2 J 中 
(2) 4r。 提 示 : 曲线 的 参数 方程 x 一 2 十 2cosg,y 一 2sing, 则 区 域 面积 为 
五 = 填 Zdy 一 ydz 一 二 人 4(cosg 十 cos20 十 sin20)d0 = 让 ， cosbdg 十 2 | db 一 4r。 
8. 一 1。 提 示 : 由 积分 和 路 径 无 关 , 则 有 


I [er 十 2F(z)]ydz 一 FCz)dy 
am an 
一 人 we +21CoD]ydz 一 cz)dy 十 | Ee +2fC(z)Jydr— flr)dy 
=—| /Day =—1,。 
9. 赴 。 提 示 由 积分 | zy*dz 十 yp(z)dy 和 路 径 无 关 , 则 9'(z) 一 2zy ,所 以 p(z) 一 二 十 C, 根 据 条 件 


OD 


Ol ol 
9(0) 二 0, 得 到 p(x) = zx?。 于 是 I [Yert pedy = | azdz 十 yz?dy = 二 ey = 于。 


10. 一 羡 e。 提 示 。 由 于 于 了 ,与 路 径 无 关 , 则 


(不 含 原点 ,是 单 连通 的 ,如 图 10-10 所 示 ) 


a 于 + = 生生 2 


y= COSX 


7 C 


三 三 全: 注 ，i 
=— ge 注 , 这 里 1 关 |，。 


11. 一 24。 提 示 : 设 S 为 平面 z 十 y 十 z= 二 2 上 工 围 成 部 分 的 上 侧 ， 
万 是 S 在 坐标 面 zxOy 上 的 投影 ,利用 斯 托 克 斯 公式 图 10-10 


下 2y 一 4z)dydz 十 (一 2z 一 6z)dzdz 十 (一 2z 一 2y)dzdy。 
S 


B(-n, 7) 4 -TD) 


利用 矢量 点 积 法 ,曲面 的 法 向 量 为 (一 z ,一 z,1) 二 (1,1,1), 于 是 有 


I | 2y 一 4z) 十 (一 2= 一 6z) 十 (一 2z 一 2y)]dzdy 
D 


a 3 十 6)dzdy 12||azay 24。 
D 了 


12. 于 一 8 十 2er1。 提示 : 由 于 积分 曲线 满足 方程 十 y? 一 1, 所 以 


I= | ce 二 5yzx 十 x 一 4)dr 一 (3z’ 十 siny)dy。 
补充 线段 BA: y==0 一 1 委 z 和 1,D 是 上 半圆 ,利用 格林 公式 得 到 


Ei | 局 se + x)zr drdy+ 要 (zer +5y r+zr— ddr— (3 十 siny)dy 


=1scw + rdrdy+ | Ge tr ddr = Tx-8+2e 
D 


10.6 ”本章 练习 题 答案 与 提示 人 


荔 一 39, 和 积分 路 径 无 关 , 于 是 可 选取 路 径 AC 到 CB, 如 


13. 一 r 十 ln3。 提 示 : 当 (zyy) 天 (0,0) 时 ， 有 av 


图 10-11 所 示 , 于 是 


| 2 


= ceos — sint) (— sint) + (cost + sint) cost]dt + 妾 虹 
1 


= 一 x 十 ln3。 
14. 提示 : 应 用 格林 公式 ,根据 积分 区 域 关 于 工 和 y 具有 轮换 4 0 ® 3 
对 称 性 ,有 


Pzf ay 7 总 二 |v] 


1 z 
-je +TF5]dzdy S ess = 2xR’。 
15. 提示 : 应 用 格林 公式 ,根据 积分 区 域 关 于 工 和 >y 具有 轮换 对 称 性 ,有 


中 一 ysinz?zdz 十 zcosyzdy 一 [sinaz 十 cosy )dzdy 一 sinz: 十 cosz’)drdy， 
Db Db 
1 < sinz: + cosz’ = V2sin(z’ 二 XY。 
练习 题 10-2 答案 与 提示 


1. (0D 十 (WE+Dx, 提示 : | 二 yydS 一 上 (十 六 ds 十 上 (十 六 )dS, 其 中 马 是 锥 面 , 马 是 
三 5 5 


, 下 / Ny Eg = 
z 二 1 平面 .在 锥 面 z。 A A 1 十 zx 十 zy 二 V2，, 所 we 十 交 )dS 


Te: 十 Y)VEdzdy+| Cz 二 y)drdy 一 Ga+va cz: 十 史 )dzdy 一 G+ 加 六 ao| ridr= 去 (V2+ Dr, 
J oJo 
D D D 


(2) 3ras 。 提 示 : 由 于 积分 曲面 关于 zOz 和 yOxz 对 称 ， 利用 积分 的 奇偶 性 和 对 称 性 ||zdS = 小 ds 一 
瑟 2 


0。VI 十 z 闻 十 zy 一 4 et 3z)dS aa 3aD = 3raz 。 
ya 


(3) 皇 x。 提示: 积分 曲面 关于 x,y,z 的 轮换 对 称 性 ,有 分 z*dS = 由 ds 一 全 dS, 所 以 各?ds 一 
2 2 2 2 


ye ty tds ys 13 = Sr. 


(4) 4na ( 计 e 十 1) 。 提示 ， 由 于 || (xz? +y+Dds=— | :as+ yas+ [las, 而 且 
£ 2 £ 


5 


lz:as i + y+)ds eas $3, 由 as 0， llas 二 
互 3 等 王 3 


1 Dx 提示 : 


上 :aray+ zdyds + ydzdz 一 ||zdzdy 十 ||zdydz 十 aaz 一 0 十 ll V1 一 交 dydz 十 和 V1 一 好 dzdz 
5 三 x 六 


D,. D., 


z| Vi=yay | de 37, 


4 一 曲线 积分 与 曲面 积分 


(2) 到。 提示 ， 应 用 矢量 点 积 法 ,积分 曲面 z 一 y 十 = 一 1 法 向 量 (1, 一 1,1), 于 是 


ress 十 zjdydz 十 [2f(x,y,z) 二 yjdzdr++ [f(rz,y,z) zldrdy 
2 


= ucesya 十 zy2F(z,yyz) 十 y, (Cryyvz) 十 z)。(1, 一 1,1)dzdy 
ss 


Jj yy [Tazay 5, = 二 。 


Dry 


。 提 示 : 利用 高 斯 公式 


hzazay+ Zzydydz 十 yzdzdr 一 es ?十 zx)dzdydz 一 ke dz | ” (z 十 y 十 z)dz 一 十 : 
了 
(4) 一 下 。 提 示 : [eet etei —— | me 2)。( 一 2z, 一 2y,1)dzdy 
5 
= [ra +2zxy:— (z+y)’Jdrdy 
站 


本 十 ?)adzdy =— RE 二 
se 4 


3. xln5。 提示 d5= /1 十 (只 ) + + (里 ) dzdze Vi+(- ) ua 有 
二 
多 用 
I 中 + 二 ee (根据 对 称 性 ) 


让， 二 dzdz 二 xln5。 其 中 D={(z,W10<z<1,0<z<2)。 
D 


d= 
他 x。 提 示 : 矢量 点 积 法 。 积 分 曲面 的 法 向 量 (2z,1,2z), 则 


[yzayas 十 (zs 十 邓 )ydzdz 十 zydzdy 


=|o- (zz 十 z2)y,zy)(2z,1,2z)dzdz = | a 十 Zz? 十 2z2)(4 一 Zz? 一 z:)dzdz 
: 六。 

一 le 一 二 二 Te 十 吧 )(4 一 到 一 对)dzdz 
D bb 


ar [2 
[| dg| ri(4—r)dr = 2x* 6 2 
0 o 3 3 


5. xa’. 提示 : 补充 曲面 片 互 : = 一 0, 下 侧 , 成 为 闭合 曲面 ,整体 闭 曲 面 外 侧 ,第 一 部 分 积分 利用 高 


斯 公式 ,第 二 部 分 积分 用 投影 法 ,得 到 
Te 十 az2:)dydz 十 (% 十 azr2)dzdz 十 ( 妇 十 ay2)dzdy 
3 


lll 中 se 十 交 十 对 )dzdydz 一 ( ) | ovraray 3| a |iap| = » rsingdz 十 
各 和 


231 3 
pe 

a| ao| sint0» rd0 = Sna’ + Lnas = 29xas. 
Wd 5 4 


6. 一 2x。 提 示 : 投影 法 。 由 于 积分 曲面 十 一 4 在 zOy 面 投影 的 面积 为 堆 , 所 以 ||(= 十 D)dzdy 一 


10.6 ”本章 练 习题 答案 与 提示 他 


0。 积 分 曲面 表示 为 马 :y 一 十 V4 一 尼 , 丈 :y V4 一 Zz， 将 曲面 积分 表示 为 二 重 积分 ,并 利用 对 称 区 间 


的 积分 性 质 
Tc + 1)dzdy 一 ydzdz [| yazaz = dl V1— zdzdr 
3 De 


互 +z2 


=-2| .a Viz dz 2 0 zx) VIAdr 
= 一 4 vizdrt2| = V1I 一 好 dz 
一 一 4 .于 r 一 一 2r。 
7. 2raz 。 提 示 : 补充 一 个 曲面 片 马 : zx 一 0, 下 侧 , 构 成 闭合 曲面 ,整体 外 侧 。 利 用 高 斯 公式 ,得 到 


rave t yddr + eddy 三 人 二 = aaae+to 一 3 .二 .二 ra 二 2ra'。 
re 


8. (1) 4rRs 。 提示: 由 rasdz+ ydedz+ zdrdy = ER 4nR’; 
于 
(2) 提示 : 利用 高 斯 公式 和 球面 坐标 变换 ,得 到 


fast dzdr— zdzrdy = 下 wo 一 人 dg dp 六 rcosp * risingdr 一 本 


9 提示 ， 由 于 曲面 满足 方程 习 十 六 十 过 一 4, 所 以 


xdyd ?dzd ?dzd 1 
I | 2 i > Fest yardet drdy. 


补充 一 个 曲面 片 :> 二 0 下 侧 , 构 成 闭合 曲面 ,整体 外 侧 。 利用 高斯 公式 ， 和 
I = 地 ( (1 -有 一 于 je+y+adzdydz 一 一 于 xdzdydz 
和 a n 


= 二 os dp rcosp * rsingdr = x。 
10， 一 V3na* 。 提 示 ， 曲 线 张 成 的 曲面 z 十 y 十 < 一 0, 根 据 右手 系 ,向 前 ,并 且 这 块 曲 面 半径 为 a 的 国 面 
法 向 量 为 (1,1,1)， 方向 区 为 ( 坟 ' 大 和 汉 ) 利用 斯 托 克 斯 公式 有 


1 1 Y 
中 yd + zdy 二 zdz i U ds 
f VS 9r 9y 9z 

条 和 


i 1 一 1 一 1)dS 一 一 V3 豆 一 一 VSxaz 
V3 


11. 二 krabc。 提 示 ， 作 球面 马 :好 十 十 过 一 刁 (R<minfavbvc)) ,方向 向 内 ， 由 于 工 一 1 -f= 


3231 了 
五 一 了 ,利用 高 斯 公式 得 
n = 用 kazavdz kG— fr) (条 wabe $B ), 


AR 
ss [ynRayas— zlnRdzdz + kzdzdy learayas 入 xRY， 帮工 一 本 tnabc。 
五 A 


12. ee 提示 : 补充 图 面 怠 :z= 二 0(z? 十 ya?), 方 向 向 下 , 则 


全 一 曲线 积分 与 曲面 积分 


= 和 -= 二 Ce 


HH 玉 对 3 五 


= 加 =dzdy = 一 二 (4ar+2 zdzrdydz )+ ao 
Dp n 


Vr +y 


al | ap Jreosg rsingdr )+ ru 一 一 要 。 
练习 题 10-3,4 答案 与 提示 


1. x 提示 : Q 一 fpavaet Quedr + Rardy — eave t sacar 


ot 1+ Wardydz 一 万 一 x. 2 二 x 
6 


2. 一 十 x。 提示 : Q 一 上 (2z 十 <)dydz 十 zdzdy, 补 充 曲 面 片 马 :x 一 1 方向 向 下 , 则 
2 


Q ll ll [sarayas Dllazay = 3| ao | rar | ,d+ =—— r+ 
n 了 


二 
a 
a z 4 这 J 工 
示 : =|ar ay az Yi = 4 
3. 0。 提示: rota= |9z 9y 3z (有 泽 )i+ ( 宫 革 ji+( 兴 j=0. 
于 .过 到 
a 
1 二 Qu, du, Nu | 
4. nity te 提示 : 由 于 gradu 一 ggyj 3ck' 所 以 有 
Qu ou au Au 工 Gu _ —r+y+z 
div(gradu) say ta Er 1 二 和 二 芝 王 
同 理 
a2u zy 二 Gu _ x+y 


ay (z+y+e)” gr (rty ee)" 
1 
T+y + " 
5. 8r。 提 示 : 设 怠 是 号 在 zxOy 面 的 上 方 部 分 ,由 于 互 关于 zOy 面 对 称 , 于 是 
M Je +y 十 z*)dS zz ty 二 z)dS， :z= V2z 一 好 一 昂 ， 
4 | 


瑟 


所 以 div(Cgradz) 一 


1 


在 zOy 的 投影 DD: (z 一 1): 十 交 魏 1, 面积 微 元 43- EC dzdy, 所 以 
/三 本 二 
Md 令 zr 一 1 二 rcos0,y 二 rsin9， 则 dzdy = rdbdr， 
见证 一 《和 一 = 
r 
m=4] | 寺 rdr sr 上 | a 8r。 


6. Mn (0 0,39r pA 提示 : M 一 jos- Vi 过 让 ydrdy = Hp 
间 


二 = 了 = 0， z= as= x. 
3 


7. (0,0, 杏 )" 训 x。 提示: 和 yOs 对 称 , 且 密度 函数 与 变量 z,y 无 关 ,所 以 王 一 了 一 0。 由 于 


10.6 本 章 练习 题 答 案 与 提示 0 


J 


曲面 在 zOy 面 的 投影 为 Ds: 1<< 十 yy 过 2, 所 以 
二 -一 
M leas 可 =z ds 『 yl Oy [azay x 
5 Db, 


s Vl+2z 六 2( 刀 十 交 ) 一 1 二 
ry rr 2 二 ee 
AM |zpas ll 2 ds ll 有 一 。V2(z Fy Ly 
js | V1+22 2(z +y)—1 T+y—1 


一 | Vr’+y—1ldzrdy= “dg 上 Vr —ldr= 区 
六 0 o 3 
四 


所 以 曲面 的 质心 坐标 { 0， ,0，, 志 3) 转动 惯量 为 


3 
基 -le +y)pds j= +y) a s— | tsa Be. 
Y 并 


8. F=—BaG(it)), 提示 : m= 二 1,p(z,y)= 二 zz 十 y， 


起 二 cn|， Cs 本 三 c| rd = 3azG| sint costtdt — 3a’G, 


2 ) YE 


F,= cn|， 人 ds 一 Gl yas = aa sinttcostdt 一 atG, 


9. divA(z,y,z) 二 1 十 z,rotA(z,y,z) 二 (一 (6x 十 1)y,3y* 一 1,3z*),12x。 提 示 : 厂 的 参数 方程 为 x+ 二 
2cosb,y 一 2sing,z 一 0, 故 
$ = —z)dr 二 + (rz’ 二 ye)dy— 3zy’dz = | [2cosb( 一 2sing) 十 8 cos30。2cosg] db 


2r 2 时 
=| (— 4cosbsin + 16 cos‘0)d0 = [| 16 cos:bdb = oli costbdg 一 64 。 1 .至 = 12r。 
0 0 9 


考研 真题 答案 
1. 略 ; 2. 3x; 3. 一 xi 4. (2—V2)xR’; 5. 9p(y) 一 一 多 ; 6. 2x; 7. 略 ; 8. B; 9. 3; 10. I=x; 
2z 一 y 一 0， 
11. 4x; 12. 一 去 < 13. EB, 14. I=4x; 15. 0; 16. C: 人 ev 17. x; 18. 次 的 I= 了 一 4 
V2 2-， WV 
20. D; 21. x; 22. 一 4r; 23. 97 24. (0,1,y—1); 25. t+e ,3; 26. 了 27. 1; 28. 64; 29. (0,1,—1), 
14 32 
30. 0; 31. 5 32. D; 33. 3° 


向 量 代数 与 空间 解析 几何 


基本 概念 

1. 向 量 、 向 量 相 等 ,向 量 的 模 、 向 量 平行 、 零 向 量 和 负 向 量 ; 

2. 直线 方程 : 一 般 方 程 、 对 称 式 方程 ,参数 方程 和 两 点 式 方程 ; 

3. 平面 方程 : 一 般 方程 ,点 法 式 方程 、 截 距 式 方程 和 三 点 式 方程 

4. 二 次 曲面 : 椭 球 面 、 单 叶 双 曲面 、 双 叶 双 曲面 抛物 面 、 椭 圆 抛 物 面 、 双 曲 抛物 面 、 锥 
面 , 椭 圆柱 面 、 双 曲 柱 面 和 抛物 柱 面 。 

基本 结论 

. 向 量 的 加 法 运算 法 则 ; 


1 
2. 向 量 的 乘法 运算 法 则 : 数 乘 向 量 两 个 向 量 的 数量 积 ` 向 量 积 和 混合 积 运算 性 质 
3. 向 量 的 位 置 关系 

4. 直线 的 位 置 关系 

5. 平面 的 位 置 关系 ; 

6. 直线 与 平面 的 位 置 关系 ; 

7. 点 到 直线 距离 公式 ; 

8. 点 到 平面 距离 公式 ; 

9. 异 面 直线 距离 公式 。 


基本 方法 


1. 向 量 与 向 量 运算 ; 
2. 直线 方程 和 平面 方程 ; 
3. 曲面 方程 与 投影 。 


人 EL 1 向量 及 其 运算 


一 、 基 本 概念 


定义 1 向 量 既 有 大 小 ,又 有 方向 的 量 称 为 向 量 ( 矢 量 )。 
在 数学 上 研究 的 向 量 是 可 以 平行 移动 的 ,与 起 点 无 关 , 所 以 向 量 又 称 自由 向 量 。 


11.1 向 量 及 其 运算 0 


定义 2 向 量 相等 、 若 两 个 向 量 大 小 相等 ,方向 相同 ( 即 经 过 平移 后 完全 重合 的 向 量 )， 
称 两 向 量 相等 。 

定义 3 向 量 的 模 ”向量 的 大 小 , 称 为 向 量 的 模 , 记 为 |a|。 若 a 一 (z,y,<), 则 

1a1= VETFy TF 

模 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 ; 模 为 零 的 向 量 称 为 零 向 量 ; 零 向 量 的 方向 是 任意 的 。 

定义 4 向 量 平行 若 两 个 非 零 向 量 它们 的 方向 相同 或 相反 , 则 称 两 个 向 量 平行 , 记 
ab。 零 向 量 与 任何 向 量 都 平行 。 

定义 5 负 向 量 大 小 相等 方向 相反 的 向 量 , 称 为 负 向 量 , a 的 负 向 量 记 为 一 a。 


二 、 基本 结论 


定理 1 向 量 的 五 种 运算 及 其 运算 律 
设 a=(zxiyyi1)21) ,b= 二 (Xz ,yz ,zs) ,Cc 二 (x3,y3,z3) 是 三 个 向 量 : 


1. 加 、 减 运算 
Q 十 0 三 (zl 十 zy 十 yz 十 zz)， 04 一 0 一 (zl 一 zzyyI 一 yz 一 z2)。 
向 量 的 加 、 减 法 满足 下 列 运 算 律 : 
(1) 交换 律 a 十 b 二 b 十 42) 结合 律 (a 十 b) 十 c 二 a 十 (b 十 c)。 
2. 数 乘 向 量 运算 


ha 三 (Xzishy1shzi ), 其 中 4 是 一 个 实数 ,显然 
(1) 4 二 0 时 , ha 与 a 同 向 , 模 |aa| 一 Mal; 
(2) 4=0 时 , Ma 一 0; 

(3) 4 二 0 时 , ha 与 a 反 向 , 模 |Xa|=|4|lal。 


规定 : a 表示 与 非 零 向 量 a 同方 向 的 单位 向 量 , 那 么 a 二。 


[al 
3. 向 量 的 数量 积 (点 乘积 ,内 积 ) 


a.b 一 |a| |5|cosg，0 为 a 与 b 的 夹 角 ， 记 为 9 一 (a,b); 
a* b= Zizz 十 yiya Zizzo 

向 量 的 数量 积 满足 下 列 运算 律 : 

(1) 交换 律 ae。! 王 .cd2) 分 配 律 (a 十 b)*，c 二 qa，cb*ce。 

4. 向 量 的 向 量 积 ( 叉 乘积 ,外 积 ) 


aXb==c,c 是 一 个 向 量 ,其 大 小 为 |ec|=|a|l |b|sin(a,b), 方 向 垂直 于 a 和 2 , 且 满足 右 
手 系 , 称 c 是 向 量 a 与 b 的 向 量 积 .具体 为 


a 
axb= |z yy Xl|。 
Ls 2 2 
向 量 积 满足 下 列 运算 律 : 
(1) 负 交 换 律 aXb= 二 一 bXa; (2) 分 配 律 cX(a+b)==cXa++cXb。 


向 量 积 的 模 的 几何 意义 : 向 量 积 的 模 等 于 以 这 两 向 量 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 。 
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5. 向 量 的 混合 积 
向 量 a,b,c 的 混合 积 为 
TX Ji A 


(asb,c) = (aXb)ec= |x y zs 


Ts3 Ys Xs 
混合 积 满足 下 列 运算 律 : 
(1) 轮换 对 称 性 (a,b,c) 二 (b,c.a)==(c,a,b); 
(2) 两 向 量 互 换 ,混合 积 变 号 (a,b,c) (asc,b) (c,b,a) (basc), 
混合 积 的 几何 意义 ”混合 积 的 绝对 值 等 于 以 这 三 向 量 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 。 
注 利用 混合 积 验 证 三 向 量 在 同一 个 平面 上 ,是 证 明 三 向 量 共 面 的 基本 方法 。 
定理 2 设 a=(zx,y,z), 则 向 量 a 的 模 |a| = Vz 十 十 x ,方向 余弦 为 


cosa = -= 和 ， cosp = y= > ， 
lal Vr 二 yy 十 zx? lal Vr 二 yy 十 xz? 
“YT Tl VT 


与 向 量 a 同方 向 的 单位 向 量 : 和 一 人 [一 (cosa'cosp'eos7) ,而 且 


cosza 十 cos28 十 cossy 一 1。 
定理 3 向 量 的 位 置 关系 及 其 结论 


1.a | ba。 一 0 全 zlizz 十 yy 十 zizz 一 0; 


2 qa/ beaxXb=0ST 
3. a,b 共 线 (平行 ) 充 要 条 件 存在 1,w 使 得 Xa 十 jb 二 0; 

TX1T2 十 yiys zi ze 
Xi 十 yf 十 zf 。 Vx? 十 2 十 z2 
5. a, 和 c 共 面 充 要 条 件 是 存在 不 全 为 零 的 数 1 ,yp,Y 使 得 

A 二 1 十 X= 二 0 或 (abc) 一 0。 


4. qa,b 夹 角 记 为 (a,b). 则 cos(a,b) 


三 、 基 本 方法 
题 型 1 向 量 与 向 量 运 算 


例 11.1 设 a ==(2, 一 1,1),B 二 (1,3, 一 1), 求 在 a 和 p 所 确定 的 平面 内 与 a 垂直 的 单位 


向 量 。 
i Ej 天 
解 “与 c 和 8 都 垂直 的 向 量 为 mm 一 c XB 二 |2 1 1|==( 一 2,3,7) ,于 是 所 求 向 量 与 
3 
ax 和 都 垂直 ,因此 
0 
[| 2 一 1 1 (一 10, 一 16,4) 2(5,8, 一 2)， 
一 2 3 7 


11.1 向 量 及 其 运算 © 


、 5 8 一 ? 

向 量 单位 化 , 则 所 求 向 量 为 一 十 | 一 二 ,一 后 ]- 

例 11.2 若 向 量 ae 二 35 | 7a 一 5b, a 一 4b | 7a 一 2b, 求 向 量 a 和 b 的 夹 角 。 

解 由 已 知 有 

(ae 十 35) 。(7a 一 55) =0; (a—4b). (7a—2b)=0, 

于 是 有 7a? 十 16a .0 一 15 且 一 0,742 一 300 .0 十 8 咕 一 0, 解 得 对 一 下 一 24 *b。 所 以 
cos(a,b) i Ca L 
[al lel Viarb Vib 2 


例 11.3 设 |a|=1, |b|=2, (a,b) re 2a 一 3b, 求 c 在 a 上 的 投影 。 


解 ”Prjse 下 (2a 一 35)。a 一 2 |a|: 一 35 。a 一 2 3 .2 .ceos 也 i 


例 11.4 设 a,b,c 为 三 个 非 零 向 量 ,a1b, (4) 于 , (Be)= 入 ,上 且 |a| =1, 1b|=2， 


1c|=3, 求 a 十 b 十 c 的 模 。 


解 由 已 知 有 
a*b= lal. |bleos(a,b) =1.2.cos =0; 
加 人 
ac 一 |al .|eclcosCa'c) 一 1.3 cos 3 2 
bce=|b|. lelcos(b,c) —2.3. cs —3V3, 
于 是 有 


(at+bi+e)lat+bt+e) =aat+b. bie ct+2a.bi+2a. ct+2b.c=17+6V3, 


所 以 |a 二 b+c|== M17 十 6 V3。 
练习 题 11-1 


i 已 知 a 和 8 都 是 单位 向 量 , 夹 角 是 了 , 求 向 量 2e +B 与 一 3 e 十 28 的 夹 角 。 
2. 已 知 a, 和 ce 两 两 垂直 , 且 |a|==1,1b|==2,|c|==3, 求 sa 十 b 十 c 的 模 , 以 及 它 与 


向 量 已 的 夹 角 。 
3. 已 知 a 十 3b 垂直 于 7a 一 5b,a 一 4b 垂直 于 7a 一 2b, 求 向 量 a 与 b 的 夹 角 。 
4. 车 a /B ,a = 二 (6,3, 一 2) ,而 |B | 一 14, 求 8 。 
5. 求 与 坐标 面 yOz 平行 且 垂直 于 向 量 (5,4,3) 的 单位 向 量 。 


6. 设 |a|=4,|b|=3 且 (a:D) 他, 求 以 向 量 a 十 2 和 a 一 36 为 边 的 平行 四 边 形 的 


面积 。 
7. 设 a 一 2a 十 b,B 二 ka 十 b, 其 中 |a|==1,1b| 一 2 且 a15b; 问 : 
(1) 为 何 值 时 ,a _ 1B? 
(2) 为何 值 时 ,以 a 和 p 为 平行 四 边 形 的 面积 为 6? 
8. 若 a 十 bc 二 0, 则 aXb==bXc=cXa。 
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人 EL 2 平面 与 直线 及 其 方程 


一 、 基 本 概念 


定义 6 平面 方程 

(1) 平面 的 一 般 方程 Axz 十 By 十 Cx 十 D==0, 法 向 量 n==(A,B,C)。 

CD 若 D=0, 平 面 通过 原点 。 

Gi) 车 A=0, 平 面 平行 于 zx 轴 ; 同 理 B=0 或 C=0, 平 面 分 别 平行 于 y 轴 或 > 轴 。 

(2) 平面 的 点 法 式 方程 : 若 平面 过 Mo (zo ,yo ,zo), 法 向 量 为 n 二 (A,B,C), 则 平面 方程 
为 A(x 一 x0) 十 BC(y 一 yo0) 十 C(z 一 zo) 二 0。 

(3) 平面 的 三 点 式 方程 : 若 平 面 过 点 Mi (zl ,yi ,zi)，M: (x2 ,ys yx) 和 Ms (xs ,ys ,3), 
则 平面 方程 为 


TT HY LX 


(4) 平面 的 截 距 式 方程 : 设 a,b 和 c 分 别 是 平面 在 zx 轴 , y 轴 和 < 轴 的 截 距 , 则 平面 方 


程 为 工 十 迪 十 三 一 1。 
“Be 


定义 7 直线 方程 
CD 一 般 方程 “2 Cs 站 (两 平面 的 交 线 ) 
a 和 


直线 的 一 般 方程 表示 为 二 平面 的 交 线 ,其 中 平面 ti 的 法 向 量 为 nm 二 (Ai,Bi,C), 平 面 
zs 的 法 向 量 为 n, 二 (A,,B,,C;), 则 直线 的 方向 向 量 为 n= 二 mm Xn。 
(2) 点 向 式 ( 对 称 式 ) 方 程 设 直线 过 Mo (zo ,yo ,zo), 方 向 向 量 s 二 (m,n,p), 则 直线 方 
TXo_ YY zo 
程 为 m nn 站 ” 
X=Zxotmt, 


(3) 参数 方程 ”利用 点 向 式 方程 ,得 到 直线 的 参数 方程 1y 二 yo 十 nt， 


| 
让 
Es 
丰 
入 


直线 的 参数 方程 是 直线 的 点 向 式 方程 的 参数 化 表示 。 

(4) 两 点 式 方程 设 直 线 过 Mi (zi ,yi,x1)， Mi (zs ,ys，z2) 两 点 , 则 直线 方程 为 
TX J Md 1 
Tae—2y YI A 


二 、 基 本 结论 


定理 4 平面 之 间 、 直 线 之 间 及 平面 和 直线 之 间 的 关系 
1. 平面 之 间 的 关系 
设 平面 mm : Aiz 十 By 十 Ciz 十 Di 一 0, 平面 x;: Aszx 十 Boy 十 Cz 十 D, 二 0。 


11.2 平面 与 直线 及 其 方程 0 


A 2 
(1) 平行 : n/mOA BC, 


(2) 垂直 : m | xs 仿 A1As 十 Bi1Bs 十 C1Cs 一 0; 


(3) 平面 间 的 夹 角 9: cosg= |A4s 二 BBCiC:| 
A TB TG VA TB TG 


2. 直线 之 间 的 关系 


设 直线 hi: a = es ;直线 212: Ts 


m n mt nn 
1 2 2 2 


(GD 平行 : 4 所 垩 一 到 一刀 
m2: ns p: 
(2) 垂直 : Ll 人 mmz 十 mnzs 十 pip: = 二 0; 


, pe 二 nnn +pip; | 
(3) 直线 间 的 来 角 0: cosb 一 -| 十 mm 
28 十 7 十 力 ! Vm? 二 nz 十 pz 


3. 直线 与 平面 的 关系 


设 直线 1: 荆 -2 一 > 2 一 二 2; 平面 x: Ax 十 By 十 Cz 十 D 二 0。 
m n p 


(1) 平行 : 1/x 仿 mA 十 nB 十 pC=0; 


(2) 垂直 : 1Lx9 全 = 三 =; 


n pp 
二 A 十 zB 十 pC| 
(3) 直线 与 平面 的 夹 角 0: sing I” 
Ee mm’ 二 十 p: VA 二 +B 十 C? 


注 ”两 平面 的 夹 角 、 两 直线 的 夹 角 和 直线 与 平面 的 夹 角 指 的 都 是 两 者 之 间 所 成 的 锐角 。 
定理 5 点 到 平面 \ 点 到 直线 的 距离 . 异 面 直 线 的 距离 


(1) 点 到 平面 的 距离 : 点 Mo (zo ,yo ,zo) 到 平面 Az 十 By 十 Cz 十 D=0 的 距离 
六 |Azro+ Byo + Czot+D| 
Ar+B TC 
(2) 点 到 直线 的 距离 ; 点 Mi (zoy ,am) 到 直线 + 一 一， 的 距离 
i 天 
To 一 TI YY Ko 
二 |M Ms x MiP| m n p 
IMP| Vm 十 于 十 态 


其 中 Mi (zyi,zi) 是 直线 上 的 点 。 
(3) 异 面 直线 距离 : Li 的 方向 向 量 $1,L; 的 方向 向 量 s ,二 直线 分 别 经 过 点 P 和 P,， 


则 异 面 直 线 的 距离 4 二 L255) | 。 


|s Xs | 


三 、 基 本 方法 


题 型 2 求 直线 方程 和 平面 方程 
Z 十 2y 一 3z 一 4 一 0， 


3z 一 y 十 5z 十 9 一 0 为 对 称 式 方程 。 


例 11.5 化 直线 方程 | 
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解 直线 的 方向 向 量 


下 
t=|1 2 一 3|=7 一 147 一 7 一 7G 一 217 一 昌 ， 
3 —1 5 


在 直线 上 取 一 点 (一 2,3,0), 所 以 此 直线 的 对 称 式 方程 为 
和 


1 一 2 一 1 
例 11.6 设 平面 过 原点 和 (6, 一 3,2) 点 , 且 与 平面 4z 一 > 十 2z=8 垂直 , 求 此 平面 方程 。 
解 ” 设 平面 为 Az 十 By 十 Cx 十 刀 =0, 由 于 平面 过 原点 ,所 以 D==0。 又 由 平面 过 点 
(6, 一 3,2), 则 有 6A 一 3B 十 2C 二 0; 青 依据 所 求 平面 与 平面 4z 一 > 十 2 一 8 垂直 , 则 有 4A 一 


B+2C 一 0, 从 而 有 A 一 B 一 一 过 C, 所 求 平面 方程 为 2z 十 2y 一 3 一 0。 


四 | 


例 11.7 。 求 过 点 M(2,1,3), 且 与 直线 L: “3 于 垂直 相交 的 直线 方程 。 
解 过 点 M(2,1,3) 且 与 直线 工 垂直 的 平面 方程 为 
3(z 一 2) 十 2(y 一 1) 一 (z 一 3) =0， 即 3z 十 2y 一 z 一 5 一 0。 


而 的 参数 方程 是 : z 一 一 1 十 30,y 一 1 十 20,< 一 一 人 ,代入 上 述 平面 方程 ,得 到 参数 ! 一 卫 ,所 


以 直线 与 平面 的 交点 坐标 为 N( 子 , 蜀 , 一 子 )。 因 此 过 点 M 和 N 的 直线 方程 是 
过 一 吕 | | rk” .rd ik! 
BA i 

. 7 
ie z+y—z—1= 
例 11.8 mks i 人 "在 平面 < 十 y 十 < 二 0 上 的 投影 直线 的 方程 。 
十 y 一 z 一 1 一 
解 设 这 直线 | | 410 的 平面 束 方程 为 
二 有 三 


即 


(+ 二 XL 一 以 9 十 ( 二 1 十 和 Dz 证 XW 一 1 三 :0。 
由 于 该 平面 与 平面 ZX 十 y 十 z= 二 0 垂直 , 则 
《1 二 0 
解 得 4 二 一 1, 代 入 平面 束 方程 中 得 y 一 x 一 1 二 0, 所 以 投影 直线 方程 为 
y—z—1=0， 
ee 


Xx—y 二 z=1 


”的 对 称 点 坐标 。 
2 一。 的 对 称 点 坐标 


例 11.9 求 点 M(1,2,3) 关于 直线 | 
解 直线 的 方向 向 量 为 


i jk 
t=|1 —1 1| = 一 :7 十 2K。 
2 0 1 


F 是 过 M(1,2,3) 且 垂 直 于 该 直线 的 平面 方程 为 


11.2 平面 与 直线 及 其 方程 0 


(z—D+(y—2)+2(z—3)=0, 
即 z 一 y 一 2z 十 7 二 0。 因 此 平面 与 直线 的 交点 M 的 坐标 为 线性 方程 组 


yy 
2z 十 zx 一 3， 


一 > 一 2< 十 7 一 0 


的 解 , 解 得 Mi [二 ,是 , 号 ]。 设 点 M 关于 直线 的 对 称 点 坐标 为 MsCzov ,0) , 则 
1 11 
二 区 > es 
A 三 Ee | FE 
8 
ee 
和 1 十 和 一 1 3 
所 以 点 MG1,2,3) 关 于 直线 ”1 一 1 的 对 称 点 坐标 为 | 一 子 ,也 , 子 ] 
时 27z 十 = 一 3 ~ 放下 请 
例 11.10 证 明 , Li: 于 一 学 一 计 和 LL: 了 了 一 3 一 后 是 异 面 直线 ,并 求 公 和 线 


方程 和 异 面 直线 的 距离 。 
证 明 ZL 的 方向 向 量 % 一 (1,2.3),L。 的 方向 向 量 ss 二 (1,1,1), 二 直线 分 别 经 过 点 
P1(0,0,0) 和 Ps 二 (1, 一 1,2), 由 于 


二 一 
(BiPississ)=|1 2 3| 关 0， 
1 [2 
所 以 Li 和 工 :是 异 面 直 线 。 公 垂 线 工 的 方向 向 量 s 与 s1 ,ss 都 垂直 ,于 是 
i jk 
S 一 SI!XSsz 一 |1 2 3|=( 一 1,2, 一 1)， 
了 有 
2—0 y=0 .<0 
因此 经 过 L 且 平行 于 s 的 平面 方程 为 1 2 3 |=0, 即 4x 十 y 一 2z 二 0。 经 过 
二 玫 2 = 
Et ,a SE 
Ls 且 平 行 于 s 的 平面 方程 为 | 1 2 3 |==0,; 即 zx 一 x 十 1 二 0。 所 以 公 垂 线 方 程 是 
= 2 = 
4r 十 y 一 2z 一 0 
人 eta 
公 生 线 的 长 为 4 一 1 各 二 和 一 - 先 ， 
练习 题 11-2 


1. 求 点 M(1,1,0) 到 平面 27 一 2y 十 x 二 3 的 距离 和 投影 。 


2. 求 点 M(1,2,3) 到 直线 x 一 汪汪 一 汪 字 的 距离 和 生 足 。 


3 = 
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XT—3y 十 z 一 5 二 0， 
3， 求 通过 点 M(1,2, 一 1) “垂直 的 平面 方程。 
3z 十 y 一 2z 一 4 一 
4 求 直线 工 ; [全 “1 0 在 平面 xz 十 2y 一 = 一 0 的 投影 直线 方程 。 
人 z+1=0 “ 
5. 证 明 Li : 3 一 半 一 < 上 和 Lo: < 一 2 一 子 是 异 面 直线 ,并 求 公 垂 线 方程 和 
eg 
6. 求 平行 于 直线 < 二 2 二” 一 字 , 且 通过 直线 <1 一 2 
7. 求 通过 直线 | “6 0 且 与 点 01.2,1) 的 中 离 为 1 的 平面 方程 
8. 确定 ,使 直线 入 == 和 zx 十 1=y 1==< 相交 。 
9. 求 直线 一 -2 与 平面 10+ 十 2y 一 11z==7 的 夹 角 。 
二 ee Z 一 3z 一 1， y 一 27 一 
10. 一 直线 与 二 直线 4 2 ,垂直 且 相 交 , 求 此 直线 方程 。 


11. 求 点 P(1, 一 2,3) 关于 平面 zx 十 4y 十 z 一 14 一 0 的 对 称 点 。 


本 OE WW Td EY. Ee | Ng wf WN, sod) 
12. 求 过 平行 直线 三 > 1 阿 和 直线 2 1 5 的 平面 方程 。 


3 曲面 及 其 方程 


一 、 基 本 概念 


定义 8 旋转 曲面 方程 平面 曲线 C 绕 该 平面 上 一 定 直线 旋转 而 成 的 曲面 称 为 旋转 曲 
面 , 定 直线 称 为 旋转 曲面 的 轴 , 曲 线 C 称 为 旋转 曲面 的 母线 。 


求 平面 曲线 绕 坐 标 轴 旋 转 的 曲面 方程 : 

平面 曲线 f(z,y)==0 绕 zx 轴 旋 转 , z 不 变 , 而 > 用 士 VY 十 过 代替 , 则 旋转 曲面 方程 为 
f(z, 土 Vy 十 zx ) 二 0; 同 样 ,平面 曲线 f(x,y) 二 0 绕 y 轴 旋 转 ，y 不 变 ,而 变量 zx 用 
士 Vz’ 十 xz 代替 , 则 旋转 曲面 方程 为 f( 士 Vz 十 zx? ,y) 二 0。 

关于 平面 曲线 f(y,z) 二 0 和 f(x,z) 二 0 绕 坐标 轴 的 旋转 曲面 方程 与 上 述 类 似 。 

定义 9 柱 面 平行 于 定 直线 并 沿 定 曲线 C 移动 的 直线 工 形成 的 轨迹 叫做 柱 面 ,其 中 
定 曲线 C 称 为 曲面 的 准 线 ; 动 直线 工 称 为 曲面 的 母线 。 

注 对 二 次 曲面 方程 来 说 ,车 缺少 一 个 变量 ,该 曲面 一 定 是 柱 面 ,其 母线 平行 于 缺少 的 
变量 那个 轴 。 例 如 刀 十 天王 1 就 是 一 个 柱 面 , 又 称 圆柱 面 ,母线 平行 于 = 轴 。 

定义 10 空间 曲线 的 一 般 方 程 

空间 曲线 可 以 看 作 两 个 曲面 的 交 线 ， 放空 间 遇 线 方程 写 为 | cc i 


Sa 


11.3 曲面 及 其 方程 0 


元 一 0 
将 曲线 C 上 的 动 点 的 坐标 表示 为 参数 i 
»=2(1t)。 
定义 11 空间 曲线 在 坐标 面 上 的 投影 ， 
P(xyyrr)= 
设 空间 曲线 C 的 一 般 方程 为 ， [oe ee “消去 其 中 一 个 变量 ,不 妨 设 =, 得 到 方程 
H(zx,y)=0,， 


H(z,y)==0 就 是 曲线 C 在 zxOy 面 上 的 投影 ， .此 投影 昌 线 方 各 为 | -一 

注 “车 投影 曲线 写成 H(z,y) 一 0, 此 时 是 柱 面 方程 ,而 不 是 投影 曲线 方程 , 仅 与 2 一 0 
联 立 时 , 才 表 示 投 影 曲线 ,是 柱 面 与 平面 的 交 线 。 至 于 曲线 在 其 他 坐标 面 上 的 投影 ,方法 
类 似 。 

定义 12 二 次 曲面 ”三 元 二 次 方程 表示 的 曲面 叫做 二 次 曲面 。 常 见 的 二 次 曲面 有 

(1) 椭 球 面 方程 气 十 点 十 邱 一 1。 


(2) 双 曲 面 方程 i) 单 叶 双 曲面 到 Ft (iD 双 叶 双 曲 面 五 一 所 一 气 一 1。 
2 


(3) 抛物 面 方程 (i) 椭 轩 抛物 面 十 六 =z; (ii 双 晶 抛物 面 于 一 各 二 < 


(4) 锥 面 方程 互 十 上 5 一 所 一 0。 


2 


(5) 桂 面 方程 i) 梢 网 杜 面 于 十 各 二 1; (i 双 曙 村 而 于 一 次 二 1; (Gi) 抛物 柱 面 到 一 y。 
二 、 基本 方法 
题 型 3 求 旋转 曲面 方程 与 投影 
《元 十 27)2 一 
例 11.11 求 昌 线 { 二 在 yO: 平面 上 的 投影 。 


解 ” 为 了 求 曲 线 在 yO dg 需要 设法 消去 曲线 中 的 变量 zx, 为 此 两 方程 作 差 得 
到 z 一 言 (十 7) ,将 其 代入 第 一 个 方程 中 ,得 到 二 (3 十 十 16)? 一 > 一 4, 整 理 得 到 


(yy 二 22) 十 32(y: 一 2) 一 0， 
所 以 投影 曲线 方程 为 
(yy 十 z*)? 十 32(y: 一 2z*) 一 0， 
一 0。 
例 11. 12 直线 子 一 一 
解 曲面 上 任 取 点 PCz,y',z), 过 已 点 作 平面 垂直 于 z 轴 , 该 平面 与 直线 的 交点 
QGz,yzo), 与 工 轴 的 交点 M(Cz,0.0), 则 有 |PM| 王 |QM|, 即 
yy 二 2 二 YW 十。 


由 于 点 Q(x,y6 ,aa) 在 直线 上 ,所 以 有 立 一 并 一 翌 , 从 而 有 
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3 本 
yo 1+3， zo 二 和 | pH 
所 以 旋转 曲面 方程 是 
2 2 
y+ C+3] +( 1 二 要) ， 即 -2y 一 257 一 4 


例 11.13 曲线 LL 是 抛物 柱 面 z= 二 2y 与 平面 x 十 x 二 1 的 交 线 , 求 ， 
(1) 曲线 工 在 各 个 坐标 面 上 的 投影 ; 
(2) 曲线 工分 别 绕 各 个 坐标 轴 旋 转 一 周 的 旋转 曲面 方程 。 


解 “1) 前 线 了 在 =0y 面 的 投影 为 | “0 “ 昌 线 二 在 zOx 面 的 投影 为 人 ， 明 线 


2 光 十 zx 一 1， 


在 vOz 面 的 投影 为 
7 一 z， 
(2) 曲线 工 以 zx 的 参数 的 参数 方程 是 一 这 ,>0, 则 曲线 工 绕 x 轴 旋转 的 旋转 曲 
Zz 一 1 一 Zy 
面 方程 为 y* 十 + 一方 z 十 (1 一 2)?。 
z=2y’, 
曲线 工 以 y saissh | 一 <y<+, 则 曲线 上 统 》 办 旋转 
的 旋转 曲面 方程 为 本 
工 一 1 一 z， 


曲线 工 以 的 参数 的 参数 方程 是 |]y 一 /三 (1 一 =) ,1s<=, 则 曲线 工 绕 = 轴 施 转 的 旋转 


T=%T, 


曲面 方程 为 x? 十 六 一 记 (1 一 2 十 (1 一 <)?。 
例 11.14 设 P 为 椭 球 面 S: 十 y? 十 x? 一 yz 二 1 上 的 动 点 ,车 S 上 的 点 P 处 的 切 平面 
与 xOy 面 垂直 , 求 点 已 的 轨迹 方程 。 
解 ” 椭 球面 F(z,y,z) 二 评 十 十 x 一 yz 一 1 二 0 上 的 动 点 P(z,y,x) 的 法 向 量 为 
天 二 a 一 (2zy,2y 一 z,2z 一 y)。 
由 于 S 在 点 已 处 的 切 平面 与 zxOy 面 垂直 ,zOy 面 的 法 向 量 k 二 (0,0,1) ,于 是 
nek= (2r,2y—z,2z—y)* (0,0,1) = 2z—y=0。 
由 于 已 点 在 椭 球 面 上 , 故 所 求 的 P 点 应 满足 
Xz 二 yy 十 zz 一 yz 一 1 二 0， 
| z—y=0, 


zr er 一 1 
| 4 ( 它 是 圆柱 面 与 平面 的 交 线 ) 


2z 一 y 一 0。 


11.4 向 量 代数 与 空间 解析 几何 考研 真题 > 


练习 题 11-3 


1. 指出 下 列 曲面 名 称 , 且 画 出 草图 : 

(1) z+2y: 二 3z:=1; (2) x:+y:—z’:=1; 
(3) xz’—y:—z=1; (4) zx:+y’—z=0; 
(5) xz? 十 z? 十 z= 二 0; (6) xz!’+y:—z’=0。 
2. 指出 下 列 旋转 曲面 的 一 条 母线 和 旋转 轴 ， 
(1) = 一 z2 十 y2; (2) 4z’? 二 yy 二 4z? 二 1; 
(3) z+y:—z:=1; (4) zx:—y:—z=1。 


5. 求 遇 线 了 作 “” ”““ 在 各 坐标 平面 的 投影 线 方程 


4. 求 球面 x? 十 yy 十 x 二 4 与 zx? 十 y 十 z? 二 4z 的 交 线 在 zxOy 面 上 的 投影 。 
5. 写 出 下 列 曲线 绕 指定 轴 旋 转 的 旋转 曲面 方程 : 
(1) (zx 一 2)? 十 y= 二 1 绕 z 轴 旋 转 ; 


(2) 于 一 学 一 1 分 别 绕 = 轴 和 > 轴 旋转 ; 


(3) 到 一 4z 分 别 绕 对 称 轴 和 过 顶点 的 切线 旋转 ; 
(4) 直线 3z 一 2y 十 4=0 绕 y 轴 旋 转 。 


6. 设 直线 工 : 二 一 学 一 = 十 1, 平面 Ax: Z 一 y 十 2z 一 1 。 


(1) 求 直线 工 在 平面 zx 上 的 投影 ; 
(2) 直线 工 绕 y 轴 旋 转 一 周 所 成 的 曲面 方程 。 


CMH,4_ 向 量 代数 与 空间 解析 儿 何 考研 真题 


从 2003 一 2019 年 的 17 年 里 ,关于 向 量 代 数 与 空间 解析 几何 部 分 的 考研 真题 有 5 道 题 ， 
单独 命题 的 仅 有 1 道 题 : 

1. (2006 ,一 (4)(3 分 )) 求 点 (2,1,0) 到 平面 3z 十 4y 十 5 一 0 的 距离 。 

其 他 4 个 题 ,出 现在 数 一 的 重 积分 和 曲面 积分 真题 中 , 求 旋转 曲面 方程 和 轨迹 方程 : 


2. (2009, 三 (17) (11 分 )) 椭 球面 S， 是 酉 国 守 十 所 一 1 绕 工 轴 旋 转 而 成 ,圆锥 面 S, 是 


由 过 点 (4.0) 且 与 本 加 于 十 半 一 1 相 切 的 直线 绕 + 轴 旋 转 而 成 ， 


(Ci 求 S 和 S; 方程; (ii) 求 Si 与 S, 之 间 的 立体 体积 。 
3. (2010 ,三 (19)(10 分 )) 设 P 为 椭 球 面 S: zx? 十 y? 十 x? 一 yz 二 1 上 的 动 点 , 若 S 在 P 点 
处 的 切 平面 与 xOy 面 垂直 , 求 已 点 的 轨迹 C ,并 计算 曲面 积分 
| (z 十 V)|y> 一 = dS， 
5 V4 二 +y 十 xz 一 4yz 
其 中 了 是 椭 球 面 S 位 于 曲线 C 上 方 的 部 分 。 
4. (2013 ,三 (19)(10 分)) 设 直线 工 过 点 A(1,0,0),B(0,1,1) 两 点 ,将 L 绕 z 轴 旋 转 一 
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周 得 到 曲面 ,3 与 平面 一 0,z 二 2 所 围 成 的 立体 为 Q。 
(iD 求 曲 面 卫 方程 ; (ii 求 2 的 形 心 坐标 。 
5. (2017, 三 (19)(10 分 )) 设 薄片 型 物体 S 是 圆锥 面 z= Vz 十 y 被 柱 面 >* 二 2z 割 下 的 


有 限 部 分 ,其 上 任意 一 点 的 密度 为 kw 一 9 V 妆 十 交 十 之 ,C 是 圆锥 面 和 柱 面 的 交 线 , 求 : 

(CD C 在 zOy 面 的 投影 的 曲线 方程 ; (ii) S 的 质量 M。 

向 量 代数 部 分 是 没有 命题 的 ,而 解析 几何 部 分 只 有 5 题 , 但 所 占 比重 非常 小 ,问题 也 比 
较 简单 ,重点 是 旋转 曲面 方程 ,曲面 或 曲线 的 投影 。 


.5 本 章 练 习题 答案 与 提示 


练习 题 11-1 答案 与 提示 
1. 了 x。 提示: 由 于 (2a ++B)* (一 3a 十 28) 一 一 6 |a|*+2 |p1: 十 |a||pleos 耻 = 一 了 了， 


|2a+p|*=4 |a|*+|pl|*+4la ||B|cos 3=7,|—3a+2p|*=9 lal|*+4 |p|’—12la|lpl|. 


(2a+8)*(—3a+28)__1 2 
12e 十 5T[ 一 5e 干 2 有 | 一 一 3, 于 是 0 一 3 


2. Vl4,arccos 


cos 3 7。 cosO: 


2 网 
。 提 示 : |S|: 王 |a 十 十 c| :一 |a|: 十 |25| 2? 十 |e| :十 20。8 十 20。c 十 2c。a 一 
A 1sl*=| |:=|al*+1bl?+|el 


(at+btc)*b 4 2 
latbtel [bl 2 Vi Vi4" 


3. 哥 。 提 示 : (a 十 3b) 。(7a 一 5b) 二 7 |a|* 一 15 |b|* 十 l6a * b==0;(a 一 4b) * (7a 一 2b)==7 |a| ?十 


14, 所 以 |S| 二 VI4。 于 是 cos(S,b) 


8 |b|? 一 30a，b 二 0, 解 得 |a|:==|b|*==2a*，b, 所 以 
a*b 


cos(@D) = 如 | 一 闻 。 
4. 士 (12,6 一 4)。 提 示 : 和 a 平行 的 单位 向 量 为 士 [ [6,3, 一 2) 一 土 却 (6,3, 一 2) ,所 以 


1 
a 


B 14 . 士 考 (6,3， 2) = 土 (12,6, 一 4)。 


4 
5° 


,z 二 干 


f 土 (0, 一 言 ' 圭 ): 提示 : 设 此 向 量 为 (0,y,z) ,根据 已 知 条 件 有 (5,4,3)。(0,y,z) 一 43 十 3< 一 0; 且 
3 
5 


6. 30。 提 示 : (a 十 2b)X (a 一 3 了 ) 二 aXa 一 3aXb+2bXa 一 6bXb 二 一 5aXb,|aXb|==|al 18| sin 于 一 6， 
所 以 S= | (ae 十 25) X (a 一 35) | 一 30。 
7. (2a+b)。 (ka+b)=2k |a|2 十 (2 十 &)a。5 十 || :一 2 十 4 一 0, 于 是 人 一 一 2。 
(2a+b) X (如 十 六 =2aXb+i+ilbXa= (2—kaxXb, laxb|= |al 15|sin 3 二 六 ; 
于 是 有 2|2 一 上 | 一 6, 解 得 人 一 一 1 或 二 5。 
8. 由 于 aX(a+b 十 c) 二 0; 所 以 aXb 二 aXc 二 0, 即 aXb 一 cXa, 在 由 bX(a 二 b 十 c) 二 0 得 到 
axXb=bXce。 


11.5 ”本章 练习 题 答案 与 提示 > 


练习 题 11-2 答案 与 提示 


1. 提示 : 过 点 M(1,1,0) 与 平面 2x 一 2y 十 < 一 3 委 直 的 直线 方程 为 < 一 2 下 一 闻 , 此 直线 与 平面 交 
点 即 投影 全 标 为 ( 卫 , 寺 , 言 )' 焉 离 4=1。 


2. 提示 : 过 点 M(1,2,3) 和 直 级 zx 于 一 2 


垂直 的 平面 方程 为 x 一 3y 一 2z 十 11 二 0. 平 面 和 直线 的 


交点 华 标 即 秋 足 为 去, 吕 ,2) ,于 是 点 到 直线 的 下 高 aV3. 
3. 5(z 一 ]) 十 7(y 一 2) 十 11(z 十 1) 二 0。 提示 : 直线 的 方向 向 量 为 


有 
t 一 |2 一 3 1|=(5,7,11), 
3 1 一 2 
所 求 平 面 方程 为 5(z 一 1) 十 7(? 一 2) 十 11(z 十 1) 一 0。 
3z 一 y 十 z 一 1 一 0， 2z 一 ?十 z 一 1 一 0， 
4. 提示 : 过 直线 的 平面 束 为 2 十 z 一 1 十 A(z 十 十 1) 
ss 全 ee 


0, 即 (2 十 4)z 十 (2 一 1)y 十 (1 一 A)z 十 4 一 1 二 0, 此 平面 与 平面 zx 十 2y 一 = 一 0 委 直 , 则 


[(2 二 ,一 D,G1 一 D)]。(1,2, 一 1) =0, A= 十。 


2z—y+z—1=0, 


于 是 垂直 平面 方程 为 25 一 yt-1=0, 所 以 投影 直 维 方程 为 
Z 十 y 一 z 十 1 一 0。 


提示 : 证 明 : 直线 上 各 取 一 点 ,分 别 为 P;(3,0,1) 和 已 一 (一 1,2,0), 则 瑟 成 一 (4, 一 2,1), 二 
直线 的 方向 向 量 为 $1 二 (2,1,0) ,ss 二 (1,0,1) ,于 是 
4 —21 
(BPiPi,ssisss)=|2 10|=4--1+4=7 尖 0， 
下 
| 
suxXs=|2 1 0|=(,—2,—,, 
101 


二 襄 一 _ |BP,ss)| _ 7 
所 以 三 向 量 不 共 面 , 即 二 直角 是 异 面 直线 ,并 且 g 一 -他 一 -三 
6. xz 十 < 一 3y 十 2 一 0。 提 示 : 过 直线 一 2 一 <- 忆 的 平面 束 为 < 十 = 一 4 十 My 一 2) 一 0, 即 z 十 < 十 
4y 一 24 一 4 二 0, 此 平面 与 直线 平行 , 则 有 (1,1,X4)。(2,1,1) 二 0, 解 得 4 二 一 3, 所 以 求 直线 方程 x 十 z 一 3y 十 


7. z 十 2y 十 2z 一 10 一 0 和 4y 一 3z 一 16 二 0。 提 示 : 过 直线 的 平面 束 为 
3z 一 2y 十 2 十 Mz 一 2y 一 z 十 6) 二 0， 即 (3 十 和 Dr 一 2 十 1D)y 一 如 十 2 十 64 = 二 0， 


所 以 点 (1,2,1) 到 平面 的 距离 为 d | (3 二 4) 一 4(4 十 1) 一 4 十 2 十 64 | |24+1| 1, 解 得 入 
(3 二 A) 十 4 (十 1 三 十 和 6X 十 144 十 13 


一 2,X4 一 一 3。 代 入 平面 束 方程 中 ,得 到 所 求 平面 。 
8. 4 二 。 提 示 : 二 直线 的 方向 向 量 分 别 是 (1,2,) 和 (1,1,1), 在 二 直线 取 两 点 (1, 一 1,1) 和 
(一 1,1,0) ,两 点 组 成 的 向 量 是 (2, 一 2,1), 二 直线 相交 当 且 仅 当 三 向 量 共 面 , 即 
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入 2 
1 1|=5—44=0, 1 一 二 。 
2 一 2 1 


9. arceos 范 。 提示， 直线 的 方向 向 量 1 一 (2,3,6) ,平面 的 方向 向 量 n 一 (10,2,11) ,所 以 直线 和 平面 的 


8 
py 
zx—3z 二 1=0， ,7 
| ， | 
一 2z 一 5， 
下 人 
zx 一 7z 十 2 


夹 角 为 0, 则 cosb: ra 茄 , 所 以 8 arccos 


的 对 称 式 方程 为 z1 = 2 二 3 之 ,直线 
y=2z—3 3 2 Ee 


的 对 称 式 方程 为 于 一 2 5 一 72, 与 二 直线 垂直 的 方向 向 量 为 


jk 
上 2 1|= (12, 一 20,4) = 4(3, 一 5,1)， 
2 7 


3 
1 
所 以 经 过 Li 并 且 平行 于 上 的 平面 方程 为 


即 x 一 3z 十 1 二 0. 经 过 工 * 并 且 平 行 于 s 的 平面 方程 为 
车 洒 呈 人 
1 2 7 |=0， 


即 37z 十 20y 一 11z 十 122 一 0。 所 以 公 垂 线 方 程 是 
Z 一 3z 十 1 一 0， 
人 20y 一 11z 十 122 一 0。 


11. (3,6,5)。 提 示 : 过 点 P(1, 一 2,3) 且 垂直 于 x 十 4y 十 z 一 14 二 0 的 直线 方程 为 2 一 2 上 2 一 :3， 


直线 与 平面 的 交点 (2,2,4), 于 是 对 称 点 的 坐标 (xo ,yo ,zo) 分 别 为 


z+ _ 1 十 (一 2 .2 ?十 ;一 2 十 (一 2) .2 
+ —1 et 一 1 0 
2 2+ 3 十 一 2 .45 

1 十 和 一 于 


即 对 称 点 坐标 为 (3,6,5) 。 
12. z 十 2y 一 2z 一 1 一 0. 在 二 直线 上 取 两 点 (3,0,1) 和 (一 1,1,0), 两 点 组 成 的 向 量 为 (4, 一 1,1), 于 是 所 
求 平面 上 任意 一 点 (ZX,y,z) 满 足 
a ed 
了 2 |=0， 即 z+2y 一 2z 一 1 = 0。 


练习 题 11-3 答案 与 提示 


1. (1) 椭 球 面 ; (2) 单 叶 双 曲面 ; (3) 双 叶 双 曲 面 (马鞍 面 ) (4) 旋转 抛物 面 ; (5) 圆柱 面 ; (6) 图 
锥 面 。 


一 "旋转 灿 是 》 轴 ; (3) a 一 一 旋转 


y=0 


二 zx， Pe 
2. 中 旋转 办 是 = 办 1(2) 母线 | 


y=0 


< 一 0 


11.5 ”本章 练习 题 答案 与 提示 全 


= mls 
铂 是 = 轴 ， (4) 母线 人 了 "旋转 轴 是 y 轴 。 
a 
到 一 2 
8 在 0 “20 “在 30= 画 人 
一 5 3 一 0 T=0。 
ZX’ 十 y= 二 3， 
4 | 提示 : 消去 变量 x. 两 曲线 的 交 线 满足 4 一 4, 即 =* 一 1, 于 是 有 衬 十 六 一 3。 在 zOy 面 
Z 一 0。 
?十 史 一 3， 
上 的 投影 昌 线 是 | 了 
i 


2 2 2 
2 k 2 工 亚 z 区 > z 
5. (1) (zx—2)’+y++z =1; (2) 4 gg 1,7 gt 1; 
(3) z+y =4z;y:=16(z+z); (4) 4 (y—2)*=9(z’ 二 2 )。 
一 ?十 2z 一 1 一 0， 
re (2) xz —2y: +2: =2, 
Z 一 3y 一 2z 十 1 一 0; 


考研 真题 答案 
考研 真题 答案 略 。 


